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1 EQUATIONS DU PREMIER ORDRE

On considere I'équation différentielle du premier ordre avec condition
initiale p
Y

o = Tty) s yto) = vo.

1.1 L’équation linéaire

Considérons d’abord I’équation différentielle linéaire du premier ordre

W ptyy = a0 (1)

ou p et ¢ sont des fonctions continues dans un intervalle |t — to| < a. Intro-
duisant la fonction

I’équation (1) est équivalente & la suivante

d
4 (,r0) = g)er®

et donc sa solution peut s’écrire

Yy = {/q(t)ep(t) dt + C} e P

ou C' est une constante arbitraire. Observons que cette solution est la somme

de deux termes,
yp = Ce P

qui est la solution générale de 1’équation homogene

Y +pt)y =0

qui est une solution particuliere (sans constante d’intégration) de I’équation
inhomogene originelle

et

Y +p(t)y = q(t).



On peut aussi écrire la solution sous la forme
t
Y= {yoep0 —l—/ q(s)ep(s) ds} e P
to
ou yo = y(to) et Py = P(tp). Ceci montre que, si z est la solution de
I’équation (1) sous la condition initiale
z(to) = 20,

on aura
ly — 2| = |yo — 20leP~F®.

Ainsi, le probleme

Y pltly = a) , ylto) = o

admet une et une seule solution dans l'intervalle |t —tp| < a et cette solution
dépend de facon continue de la condition initiale.

Exemple.
La solution générale de 1’équation

y'fty:t

est )
y=—1+Ce /2

Exemple.
La solution du probleme

1
y—cy=vt,y()=a

est
y =262 4 (a — 2)t.

La commande Mathematica (version 7) de base pour résoudre une équation
différentielle est DSolve (figures (1), page(4) et (2), page(4)).



DSolvel[y' [t]1-ty[t]l=1t, y[t], t]
{{y[t} L lie% C[l}}}
Fic. 1 -
DSol ve [{y" [t] —%y[t] =Vt yi1] =a}, yitl, t]
{{yrt1--2t +at +2t32}}
Fic. 2 -

1.2 Le théoréme fondamental

Théoréme 1 (Picard) Si les fonctions f(t,y) et g—i(t,y) sont continues
dans le rectangle |t —to| < a, |y — yo| < b, il existe un intervalle |t —to| < h
dans lequel le probléeme

dy

E = f(tay) ) y(t()) =1%o (2)

admet une solution unique et cette solution dépend continiment de la condi-
tion initiale.

Démonstration.

EXISTENCE

On peut supposer ¢ty = yo = 0. La fonction y = ¢(¢) est une solution du
probleme (2) si et seulement si

¢
o) = [ $(s.000)) s )
Posons
of
K= sw |o-(ty), M= suw [f(ty)
t|<a, y|<b | Y [t|<a, |y|<b
et soit

b
<i — .
h_mf{a,M}

On considere les fonctions ¢, définies récursivement par
t
00(®) =0 6,0 = [ f5.6,1(5)) s
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(Dans le cas général, il faut considérer les fonctions
t
do(t) =vo , ¢n(t) =yo+ [ f(s,0n-1(s)) ds.)
to
Ces fonctions sont bien définies car |¢,(t)| < bsi |t| < h. En effet, si |t| < h,

t
1()] = /0 F(s, do(s)) ds| < M| < Mh < b

et, par récurrence sur n,

t
lon(t)| = /0 f(s,bn_1(s)) ds| < M|t| < Mh <.

D’autre part, puisque, en vertu du théoreme des accroissements finis,

lya —y1| < Klya — w1| si |t < a, |yi| < b,

) = Fe)| = |5 0
‘f(ta ¢n(t)) - f(ta ¢n—1(t))’ S K"bn(t) - (z)n—l(t)" (4)

Pour montrer que les fonctions ¢,, convergent vers une fonction ¢ qui satisfait
I’équation (3), on écrit

Bn(t) = do(t) + > _(r(t) — dr1(t))
k=1

et on montre que cette derniére somme converge uniformément sur l'inter-
valle [t| < h. On a

|61(8) = do(t)| = < Mit|.

/ f(s,d0(s)) ds
0

Ensuite

62(t) — dn(t)] = /0 (F(s, 61(5)) — F(5, b0(s))) ds

t . )
< ‘/0 K’¢1(S)—¢Q(S)| ds| < ‘/0 KM|S| ds :MK752’

Par récurrence sur n, supposant que

#*

6a(t) = bua(8) < ME"HE



on aura

Gug (1) — bt \—‘/  f(sdna(s))) ds
nl e M
’/ K|pn(8) — n_1(s)| ds| < '/ MK d‘_MK S
Ainsi
e HH
> jeut) a0 < Y
_ M+°° (Kh)nJrl
SK &y S

ce qui termine, en vertu de la relation (4), la démonstration de l'existence

d’une solution ¢ :
t
’ o(t) —/ f(s,

— ot |+‘/f (s ds/f

<|s|up{\¢>() |}+Kh|S‘UP{|¢() Pn-1(1)|}.

UNICITE
Supposons deux solutions

_/ f(s,0(s)) ds , w(t)—/ f(s,94(s)) ds
0 0

et posons

Alors

et



De méme,
o'(t) > —2Ko(t)

et
0<o(t)<0, —h<t<O.
CONTINUITE
Soient
t t
b1(t) = 1 + /0 F(5,61()) ds , ¢a(t) =y + /0 [(5, 62(5)) ds
et posons

o(t) = (¢1(t) — ¢a(t))*.

Alors, comme précédemment,

d _

= (U( ) 2Kt) <0
et

o(t) < (p —y2)?*X,0<t<h
De méme,
o(t) < (y1 —y2)?e 2K, —h <t <.
Finalement,
|p1(t) — da ()] < |1 — oW, |t] < h.

C.Q.F.D.

Remarque.
Pour une équation linéaire, b = 400 et h = a. Dans le cas général, on
peut avoir h < a.

Exemple.
Il est facile de vérifier que la solution du probleme

dy t—4

_ = -1
t  y+1’ y(0)

est
y:—1+\/(t—4)2—12.

On aici h =4 — /12 bien que a puisse étre choisi arbitrairement grand.

Exemple.



La solution du probleme

dy
= (1+t)y, y(0)

est
9 5 13
HD=et2 o 24283 4 2 L 05
b(t) = e ot o ot o

Les trois premiéres fonctions calculées par la méthode de Picard sont

1
or(t) =1+t + t%,

1 1
Ba(t) = 1+t+t2+§t3+§t4
et

2 3 1 1
D=1+4+t+t>+ =83+ ¢+ =5+ —15,
G3(t) =1+t 4 28" + ot + o7+ o

Les commandes Mathematica associées sont illustrés a la figure (3), page(9).

1.3 Meéthodes graphiques

Résoudre une équation différentielle v/ = f(x,y), c’est déterminer ex-
plicitement (y = ¢(x,C)) ou implicitement (®(z,y,C) = 0) une famille
de courbes ayant leur tangentes données et résoudre un probléme y' =
f(z,y) , y(xg) = yo, c’est déterminer celle de ces courbes qui passe par
un point donné. On peut donc visualiser le probléeme en tracant le champ
de vecteurs associé a I’équation.

Exemple.
La solution du probleme

dy t—4

_ == -1
dt  y+1’ y(0)

est
y=—1+/(t—4)2—-12.
La commande Mathematica appropriée est VectorFieldPlot (figure (4),
page(10)).
Réciproquement, 1’équation différentielle satisfaite par une famille de

courbes
®(z,y,¢) =0



DSolve[{y' [t]1=(l+t)y[t], y[O] =1}, y[t], t]

(o e5))

Series[e“;, {t, 0, 5}]

) 2t 5t4 13t°
1+t +t°+ + + +O[t ]
3 12 60

6

#[0, t 1:=1

é[n_, t_

t
]:=1+j (L+s) ¢[n-1, s]ds
0

Table[¢[n, t], {n, 1, 3}]

t?2 t3 t4 3 3t4 t5 S
{l+t+—,1+t+t2+—+—,l+t+t2+ + +—+—}
2 2 8 8 8 48
2 t2 t3 t4 2t3 3t4 t5 t6

+

Pl ot [{e“%, lat+—, 14t +t%2+ — 4 —, 1+t +t%+ +—+—},
2 2 8 8 8 48
{t, 0, 1}, AxeslLabel - {t, y}]

y
45¢

40"
35"
300
25"
20°

15F

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fig. 3 -



t -4

chanp = Vect or Fi el dPI ot [{1 } {t, -1, 13}, {y, 0, 2}, Axes -» True, AxeslLabel - {t, y}];

y+1

cour be = Pl ot [-1+ (t -4)2-12, ¢, -1, 1}];
poi nt = Graphi cs[{Poi nt Si ze[0. 025], Red, Point [{O, 1}1}]1;

Show[ {chanp, courbe, point}]

y
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—0.5;

_10-
Fic. 4 -

10



peut s’obtenir en éliminant ¢ des relations

0P  0ddy

® =0 et —2 =
<m7y7c) € ax + ay d:IZ

0.

Exemple.
L’équation différentielle associée a la famille de courbes

x2+y2+cy:0

est
/ 2xy
’y =

22 — o2

(On aura reconnu les cercles

1.4 Equations séparables

Une équation différentielle d’ordre un est dite séparable si elle est de la

forme
dy _ g(t)

dt — h(y)’

Sa solution générale peut s’obtenir, au moins implicitement, en « séparant
les variables » et en intégrant :

/h(y) dy:/g(t) dt + C.

Exemple.
La solution générale de 1’équation

dy _t—4

dt y+1

est
(y+1)2 = (t—4)%+C.

11



Une équation différentielle de la forme

Yy ()
dt t
peut se ramener a une équation séparable en posant
_ Y
z==.
t

On obtient alors

dz dt
—— = —+C.
/9(2)—2 /t -
Exemple.

La solution générale de

dy _

=1
dt +

2
y oy
t +t2
est
arctan% —Int+C sit>0.

Le champ de vecteurs et quelques solutions sont présentés a la figure(5),
page(13).

1.5 Equations autonomes

Une équation différentielle est dite autonome si le temps n’y apparait

pas explicitement : J
Y
AR

Les zéros de la fonction f sont alors des solutions constantes de 1’équation,
des solutions d’équilibre. Elles peuvent étre asymptotiquement stables (y2),
instables (y1 et y3) ou semi-stables (y4) (figure(6), page(14)).

Exemple. L’équation logistique

On considere le probleme

dy Y
W (- LYy 0 =
dt ( K y . y(0) =yo
our > 0et0<yy< K. Léquation différentielle est autonome, admettant
0 pour point d’équilibre répulsif et K pour point d’équilibre attractif. Elle
est séparable et sa solution s’obtient de

/yju—iz/m:/ot’“ds

12



chanp =

2
Vect or Fi el dPI ot [{1 1+ x+ (x] } {t, 0.1, 43, {y, 0, 5}, Axes -» True, AxesLabel - {t, y}];
t t

gr aphes =
Cont our Pl ot [Eval uate[TabIe[ArcTan[tX] =Log[t] +k, {k, O, 2, 0.2)”, {t, 0.1, 4}, {y, O, 5}];

Show[ {chanp, graphes}]
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fy)

Fi1G. 6 —

en décomposant en fractions partielles, ce qui donne

Y= Kyo
Yo + (K —yo)e "

(figure (7), page(14).)

y
10

FIG. 7-r=0,1,90=1,2, K = 10

1.6 Equations exactes

On dit d’une équation différentielle écrite sous la forme

M(z,y) dz+ N(z,y) dy =0

14



qu’elle est exacte s'il existe une fonction F'(z,y) telle que
dF = M dx + N dy.
Sa solution générale est alors donnée implicitement par
F(z,y) =C.

Une condition nécessaire pour que I’équation soit exacte est que

oM _ N
oy  Ox

et cette condition est aussi suffisante lorsque la région du plan ou l'on
considere I’équation est ouverte, connexe et simplement connexe. La fonction
F s’obtient des relations

Fa.y) = [ Mlay) dz+ ()
et 9
Na) = o ([ M) do) + C')
Exemple.
L’équation
dy 34y
dr  2y(z +1)

est exacte et sa solution est
B4 (z+ 1Dy =C.
La solution du probleme

dy 32 4 ¢

= = 0)=1
dx 2y(x +1) y(0)
est donc
1—23
= —-l<zx<l1
4 142’ o
et celle de

dy 322 + o
dr 2y(z+1)’ Y

15



est

19 _ 23
y= | 2 9920975 <z < —1.
1+

Une fonction p(x,y) est un facteur intégrant pour I’équation (5) si
p(z,y)(M(z,y) dz + N(z,y) dy) =0

est exacte. La condition pour ceci est que

_ palN — piy M
H="a,— N,
Par exemple, si la fonction
N
M, — N,

ne dépend que de x, on aura un facteur intégrant ne dépendant que de =,
déterminé par ’équation linéaire séparable

du My — Ny

dr N

1.7 Meéthodes numériques

La plupart des équations différentielles ne peuvent pas étre résolues ana-
lytiquement et nécessitent I’emploi de méthodes numériques. Ces méthodes

sont toutes basées sur 'approximation du probleme
dy

- tv } t =
o = Tty) . yto) = o

par I’équation aux différences finies

Ynt+1l = Yn + f(tnu yn)(tn—i—l - tn)-

Elle permet de calculer la suite des nombres y1, 92,93, ... a partir de yo; en
général, tg = 0, le pas h = t,41 — t,, est constant et le graphe de la solution
¢(t) est approximé par la ligne polygonale de sommets

(07 yO)? (h7 y1), (th y2>7 (3h7 y3)7 <.
ou
Ynt+1l = Yn + hf(nh, yn)'
Exemple.

La commande Mathematica de base pour résoudre numériquement une
équation différentielle est NDSolve (figure(8), page(17)). .

16



solution=y[t] /. NDSolve[{y' [t]=Sin[t]+y[t]? y[0]=1}, y[t], {t. -1, 1}];

Pl ot [sol ution, {t, -1, 1}, AxesLabel - {t, y}]

Fig. 8 —
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2 EQUATIONS LINEAIRES DU SECOND ORDRE

On considere I’équation différentielle linéaire du second ordre

Y +p(t)y +qt)y = g(t) (6)

ou p, q et g sont des fonctions continues dans un intervalle |t —tg| < a. Deux
problémes y sont associés, le probleme «complet» et le probleme homogene :
P) ¢ +p)y +a)y=g(t), y(to) =yo, ¥'(to) =y

et

H) " +p0)y +at)y=0, y(to) = yo. ¥'(to) = yo-

2.1 Théorémes généraux

Théoréme 2 Siles fonctions p et q sont continues dans intervalle |t—to| <
a, le probleme (P) admet au plus une solution dans l'intervalle |t —to| < a.

Démonstration.
En effet, la différence y de deux solutions sera une solution du probleme
(H) avec yo = y,, = 0. Posons

K= sup {|1—q(t)]+2p(t)|}

[t—to|<a

et introduisons la fonction

Alors

o'(t) = 2y(t)y'(t) + 24 (t)y" (1)

2y(t)y'(t) + 2/ (1) (=p()y' (1) — a(t)y(t))

= 2y(t)y' (1) (1 — q(t)) — 20/ (£)*p(t)
< (W) +y' ()1 = a®)] +y' (1) 2[p(t)| < Ko(t)
donc J
p (o(t)e ™) <0

et

o(t)e Kt < o(ty) , to <t <ty+a

18



c’est-a-dire
ot) =0, tg <t <ty+a.

De facon semblable,
o (t) > —Ko(t)

et
O‘(t):(), to—agtgto.

C.Q.F.D.

Des fonctions fi, fa, ..., fn sont linéairement indépendantes sur un
intervalle (a,b) si la relation

arfi(t) + azfa(t) + - - + anfu(t) = 0 sur (a,b)
entraine
ai=ay=---=ay=0.

Dans le cas de deux fonctions dérivables sur (a,b), une condition suffisante
pour cela est que leur wronskien W (f1, f2)(¢t) n’y soit pas identiquement
nul,

W(f1, f2)(t) =

fi(t) fz(t)’
filt) f)|

Théoréme 3 (Abel) Si la fonction p est continue dans lintervalle |t —
to| < a et siy; ety sont deux solutions de ’équation

Y +pt)y +qt)y =0

dans Uintervalle [t — to| < a, leur wronskien W (t) = W (y1,y2)(t) est donné
par

W(t) — W(to)e_ ftto p(s) ds.

Démonstration.

On a

W' (t) = i (t)ya(t) +ya(t)ys (1) — yi (D)y2(t) — y1 (H)ya(t)
= —y1(t) ()5 (t) + q(t)y2(t)) + y2 () (p(£)y1 (£) + q(t)ya (1))

de telle sorte que
— J3 p(s)ds
W(t) =W (tg)e 't .
C.Q.F.D.

19



Théoréme 4 Siles fonctions p et q sont continues dans lintervalle |[t—tg| <
a et sty et yo sont deux solutions de l’équation

Y +pt)y +qt)y=0

dans Uintervalle |t — to| < a, elles sont linéairement indépendantes sur l’in-
tervalle |t — to] < a si et seulement si leur wronskien ne s’y annule jamais.

Démonstration.

En vertu du théoreme d’Abel, le wronskien est identiquement nul ou
n’est jamais nul.

Siy; et yo sont linéairement dépendantes sur Uintervalle |t —to| < a, leur
wronskien y est identiquement nul.

Réciproquement, si leur wronskien est identiquement nul, on pourra trou-
ver deux constantes ¢; et co non toutes deux nulles telles que la fonction
y = c1y1 + ¢y satisfasse le probleme (H) avec yo = y{ = 0. Mais alors on
devra avoir y = 0 (théoréme (2)) et y1, y2 seront linéairement dépendantes.
C.Q.F.D.

Théoréme 5 Siles fonctions p et q sont continues dans lintervalle |[t—tg| <
a, la solution générale y du probléme (P) est de la forme

y=cy1 +cy2 +Y

ot Y est une solution particuliére de ’équation (6) et y1,y2 sont des solu-
tions linéairement indépendantes de l’équation

Y+ p(t)y +q(t)y = 0.

Démonstration.

Toute telle fonction est une solution de I’équation (6) et I'indépendance
linéaire des fonctions y; et yo garantit que 'on pourra aussi satisfaire les
conditions initiales. C.Q.F.D.

Remarque.
Ce théoréme n’affirme pas l'existence d’une solution. Voir le théoreme

(8), page(48).

Remarque.
Si 'on connait une solution y; de I’équation

Y +pt)y +q(t)y =0,

20



on pourra toujours en obtenir une autre sur tout intervalle ot ¢; ne s’annule

pas en résolvant ’équation linéaire du premier ordre

Y, W
n n

avec
W = e~ Jp()dt

2.2 Equations homogeénes autonomes

Pour résoudre 1’équation
" / o
ay +by +cy=0
on cherche une solution de la forme
y=e
Le parametre r doit alors satisfaire 1’équation caractéristique
ar? +br +c=0.

Trois cas se présentent.
e L’équation (7) admet deux racines réelles distinctes :

—b— Vb? — 4dac _ —b+Vb? —dac

2a » 12 2a

r =

et la solution générale de ’équation différentielle est

y = cre"t 4+ cpe™t.

La solution du probleme (H) est alors

/ /
— Yor2 — yO eTl(t—to) o Yyory — y(] 6’!‘2(t—t0)
T2 —T1 ro—T1

e [’équation (7) admet deux racines complexes conjuguées :

—b —iv4ac — b2 —b+iv4dac — b?
ry = y T2 =
2a 2a

21



et la solution générale de I'équation différentielle peut s’écrire

y = Clerlt —{—Czeer

ou, écrivant r1 = X\ —ip et ro = A + ip et utilisant la formule d’Euler,

y = e (ay cos put + ag sin ut)

ou encore
y = eMAcos(ut + o).

e L’équation (7) admet une racine réelle double

—b
ro = —
2a
ce qui donne une solution
rot
y1=¢€"°.

On peut en obtenir une seconde en résolvant 1’équation linéaire d’ordre un

/ rot
y —roy=e"

ce qui donne
rot

Yo = te
et conduit a la solution générale de I’équation différentielle

rot

y = (c1+ cat)e
pour ce cas (exceptionnel).

La commande Mathematica de base pour résoudre les équations linéaires
du second ordre est toujours DSolve (figure (9), page (23)).

Exemple. L’équation différentielle d’Fuler
L’équation
d? d
T A
dt? dt
n’est pas autonome mais elle le devient sous le changement de variables
s=Int:

+By=0,t>0

Sa solution générale est donc de la forme

y=dit™ +dyt™ , t >0

22



DSolve[{y''[t] -3y'[t] + y[t]=0, y[0] ==1, y'[0] =1}, y[t], t]//Sinplify
1

{{Y[t}%lo e%(’&ﬁ)t (5+\/5_— (—5+\/5—> eﬁt>}}

DSolve[{y''[t] -3y'[t] + 3y [t]=0, y[0] ==1, y'[0] = 0}, y[t], t]
V3t ﬁt} }}

DSolve[{y' ' [t] +2y' [t] + y [t] =0}, y[t], t]1//Sinplify

[yit1>e¥2 joos[——] -3 sin]

{{yit1->e™ (C[1] +t C[2])}}

Fic. 9 —

ou
y=(di +daInt)t"™ , t>0

dans le cas exceptionnel.

Exemple. L’oscillateur harmonique (début)

Si y est le déplacement de sa position d’équilibre d’une particule de
masse m soumise exclusivement a une force de rappel F' = —ky et a une
force d’amortissement F' = —~y/, son mouvement sera régi par

my" + vy +ky =0, y00) =yo , ¥'(0) =y,

ol yo est le déplacement initial de la particule et y(, est la vitesse qui lui est
initialement impartie. On pose

[k Y
w=1q/—, a=—
m 2m

et les racines de I’équation caractéristique sont

r2=—atVa?—w?

Le cas sans amortissement (7 = 0) conduit a des oscillations perpétuelles
de période p = 27 /w et d’amplitude A = \/y3 + (y)/w)? :

/
Yy = Yo coswt + Yo sin wt.
w
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Le cas amorti faiblement (v? — 4km < 0) conduit & des oscillations qui
s’éteignent exponentiellement :

/
_ —at ) 2 y0+ay0 . 2 2
y=e (yocosx/w — ot + —F—=———=sinVw* —a“t|.
Vw? —a?

Dans le cas fortement amorti (y? — 4km > 0), la particule revient &
son point d’équilibre directement dans un temps (mathématiquement) infini
puisque r1,79 < 0 :

/ /
_ 7240 = Yo rie _ TIY0 T Y0 ot
ro — 1 T — T

Le cas critique, enfin, o 42 — 4km = 0 admet une solution de compor-
tement analogue a celle du cas précédent :

y = (yo+ (yo+ ayo)t) e .

2.3 Equations inhomogenes

Pour obtenir une solution particuliere Y de I’équation (6), deux méthodes
(au moins) sont disponibles. Les deux supposent que ’on connait déja deux
solutions linéairement indépendantes y; et yo de I’équation homogene

Y +p(t)y' +q(t)y = 0.

La premiere méthode, la méthode des « coefficients indéterminés », re-
quiert que I’équation soit a coefficients p et g constants et que le second
membre soit un polyndéme exponentiel, une fonction de la forme

g(t) = Py(t)e™
k=1

ol les P, sont des polynémes et les nombres oy, peuvent étre complexes. Ce
cas est fréquemment rencontré. On cherche une solution de la forme

Y = i:yk
k=1

ou, pour chaque k, Yj est une solution de I’équation (6) du « méme type »
que Py (t)e*t. Tl faut tenir compte de ce que le nombre oy, peut étre une
solution de I’équation caractéristique (7).
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Théoreme 6 L’équation
ay” + by + cy = P, (t)e™
ou P, est un polynome de degré n admet une solution de la forme
y = Qm(t)e
ot Q. est un polynome de degré m avec
m = n + la multiplicité de o comme solution de ’équation caractéristique.

Démonstration.
Soient

n m
Po(t) =Y pet", Qu(t) =D art”.
k=0 k=0
Lorsque a = 0 et ¢ # 0 (multiplicité zéro), ’équation
admet une solution puisque le systeme

Cdn = Pn
Cqn—1 + bn(Zn = Pn—1
CQn—2 + b(n - 1)Qn—1 + an(n - 1)Qn = Pn—2
cqo + bqr + a2q2 = po

en admet une.
Lorsque aw =0 et ¢ = 0,b # 0 (multiplicité un), ’équation

aQn i1 +0Q 1 =Py

admet une solution puisque le systeme

b(n + 1)Qn+1 = Dn
bng, + a(n + 1)ngnr1 = pp—1

bg1 + a2q2 = po
q =0
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en admet une.
Lorsque a =0 et ¢ = 0,b = 0,a # 0 (multiplicité deux), I’équation

GQZJ,-Q =P,

admet une solution puisque le systeme

a(n+2)(n+ 1)gni2 = pn
a(n + 1)ngn+1 = pn—1

a2qa = po
g =0
g =0

en admet une.
Le cas ol a # 0 peut se ramener au précédent. Posons y = ze®. Alors

ay” + by’ +cy = (az” + (b+ 2a0)2’ + (¢ + ba + aa?)z)e™
et 'on veut que
az" + (b+2a0)2 + (c + ba + aa®)z = P,(t).

Donc, si c+ba+aa? # 0, on a une solution z = Q,(t), si c+ba+aa? = 0 mais
b+ 2aa # 0, on a une solution z = Q,+1(t) et si, finalement, ¢+ ba + aa? =
0,b+ 2acx = 0 mais a # 0, on a une solution z = Qn42(t). C.Q.F.D.

Remarque.
Ceci vaut méme si « est complexe. Pour résoudre

ay” + by’ + cy = Pu(t) cos ut + Q,(t) sin ut

on aura donc
y = Ap,(t) cos ut + By, (t) sin pt

avec
m = n + la multiplicité de ¢ comme solution de 1’équation caractéristique
et pour résoudre

ay” + by + cy = P,(t)e’ cos put + Qp(t)e sin put
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on aura
y = A (t)e cos ut + B, (t)e sin ut

avec

m = n+la multiplicité de (A 4 iu) comme solution de I’équation caractéristique.

Exemples.

1.
Y — 4y + 3y =t2+2

Puisque 0 n’est pas une racine de ’équation caractéristique, on cherche
Y sous la forme Y = at? 4+ bt + c. Le calcul donne

y" — 3y’ + 3y = sint
Puisque 47 ne sont pas des racines de I’équation caractéristique, on

cherche Y sous la forme Y = acost + bsint. Le calcul donne

3 2
Y = —cost+ —sint.
13 13
y//+y/_2y:tet

Puisque 1 est une racine simple de I’équation caractéristique, on cherche
Y sous la forme Y = (at? + bt + c)e’. Le calcul donne

1, 1, 1
Y =(-t2—Zt4+ — )€
(6 9+27>e

y" — 2y — 3y =te 'sint

Puisque —1 + ¢ n’est pas une racine de I’équation caractéristique, on
cherche Y sous la forme Y = (at + b)e *cost + (ct + d)e 'sint. Le
calcul donne

1
Y = @e_t((ﬁ&f —2)cost + (=17t — 76) sint).
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La seconde méthode, dite de la « variation des parametres », est due a
Lagrange et est completement générale. Elle consiste a chercher une solution
de la forme

Y =c1(W)yr + c2(t)y2
avec
A (t)yr + ch(t)y2 = 0. (8)
On a alors
Y+ p()Y' +q(t)Y = ¢\ (t)yh + c(t)ys
et 'on veut que
1 (t)y1 + )y = g(t). (9)

Puisque le wronskien W(t) de y; et y2 est non nul, le systeme (8) et (9)
admet une solution unique et

ci(t) = _é’;‘é(;) dt | ca(t) = ylwg((tt)) dt.
On a donc
Y(t) = 3 (t) W at + m(t)/% dt
Exemple.

Des solutions linéairement indépendantes sur |0, +oo[ de ’équation d’Eu-
ler
tzy//+ty/+y — 0

sont y; = coslnt et yo = sinlnt; leur wronskien est W = 1/t. Une solution
de I’équation inhomogene

1
t2y"+ty’+y: 1?2

sera donc

—sinlnt Int 1
Y(t) zcoslnt/SItI;n dt+sinlnt/coi3n dt = ETEh

La solution générale de I’équation inhomogene est alors

1
= Int inlnt + —
y=cicoslnt+ cosinint + 52
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et la solution du probléme (P) avec y(1) = ¢/(1) =1 est

1
=4coslnt+ 7sinlnt + —.
Y 512
Exemple. L’oscillateur harmonique (suite)
Si y est le déplacement de sa position d’équilibre d’une particule de masse
m soumise a une force de rappel F' = —ky, a une force d’amortissement
F = —~y' et a une force externe F(t), son mouvement sera régi par

my” + vy +ky=F(t), y(0) =y, ¥'(0) =y,

ol yp est le déplacement initial de la particule et y(, est la vitesse qui lui est
initialement impartie.

Appliquer une force constante Fy a la particule revient a changer son
point d’équilibre puisque Y = Fy/k.

Dans la cas des oscillations non amorties, appliquer une force F(t) =
sin pt a la particule produit

sinpt

w
et
t .
=——coswt sl p=uw
2w
(phénomene de résonance). Les solutions générales sont donc

sin pt

y201COSWt+CQSinwt+ m

et
t
y=rcrcoswt+ cosinwt — —coswt
2w
respectivement. Dans le premier cas, la solution n’est périodique que si p et
w sont commensurables. Figures (10), page (30) et (11), page (30).
2.4 Equations homogenes a coefficients analytiques

Théoréme 7 (Cauchy) Siles fonctions p(x) = > 425 pr(v—x0)* et g(z) =
S 20 qr(w — 20)F sont analytiques en xo, I’équation






admet une solution analytique en xq,
+00
y=>_ ap(x—=o)",
k=0

dont le rayon de convergence p(y) satisfait l'inégalité

p(y) > inf{p(p), p(q)}.

Démonstration.
Formellement, on a

n

(n+2)(n+ Vantz == _((n+1 = k)pranii—k + qrtn-k) , n >0
k=0

et ces relations déterminent as, ag, a4, ... a partir de ag et de a;.
Considérons une équation

2 — P(x)2 —Q(z)2=0

400 +o00
P(z) = ZPk(x —z0)", Q(z) = ZQk(az — zo)*
k=0 k=0

sont telles que
Pkl < Pr s lak| < Qx

et soit
+o0
z= ch(x — x0)"
k=0

sa solution formelle

n

D ((n+ 1= k) Pecngi—k + Qucnr)-

1
Cnt+2 = (
k=0

n+1)(n+2)
Alors |ag| < ¢p et |a1]| < ¢ entrainent, par récurrence sur n, que
‘an+2| <cpy2, n=>0.

Soit R < inf{p(p), p(q)}. Puisque

+oo +o0o
D IpklRF < 400, Y gkl RN < oo,
k=0 k=0
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il existe M > 0 tel que
pl < MR™* = P, gl < M(k+1)R™" = Qy.

L’équation correspondante pour z est

— M P— M z2=0
(1—(z—w0)/R) (1—(z—x0)/R)?"

qui admet la solution

1 =

e o () () ke <r

k=1

si

pw(p+1) — MRy — MR? = 0.

Ainsi la solution formelle y est convergente pour |z — xg| < R quel que soit
R < inf{p(p), p(q)}. (Méthode des séries majorantes). C.Q.F.D.

2.5 Coefficients analytiques, points réguliers

Pour I’équation a coefficients analytiques
P(x)y" + Q(z)y' + R(z)y =0,

le point xg est régulier si P(zp) # 0. En divisant par P(x), on se ramene
donc au voisinage de xg & la situation du théoréme (7). Dans les exemples
suivants, xg = 0.

Exemple. Airy

y'—ay=0
La relation de récurrence pour les coefficients de la solution y = Zz;xé apzh
est
(k+2)(k+1)agyo = ag—q pour k> 1, ag = 0.
D’ou
agp a1
= a =
2356 (3k— 1)3k> F T 374.6-7---(3k)(3k + 1)

asg yaggy2 =0

et

oo 23k oo 23kl
y==ao +;2-3-5-6--~(3k’—1)3k‘ ta x+;3-4-6-7~-(3k)(3k+1)
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Exemple. Hermite

y" —2xy + Ay =0

La relation de récurrence pour les coefficients de la solution y = Z;ﬁ% apxk

est

A — 2k
Qfro = fm ag pour k > 0.
D’ou
. :(_1)k)\()\—4)()\—8)-~-(/\—4(k—1))a
2k (2k)! 0;
" :(_1)k(/\_2)()‘_6)"'()‘_4(k_1)_2)a
2t (2k +1)! !
et
B = AA=D)A=8) - (A —4(k — 1))
e (1 i ;(_l)k (2)! a*
= A=A —6)---(A—4(k—1)—2
+ay (w—i—;(—l)k( I )(Qk—(kl)! ( ) ):1:2“1) .

Lorsque A = 2n est un entier pair, a2 = 0 et la solution paire est un
polynome si n est pair, la solution impaire est un polynéme si n est impair.
Le n'®™¢ polynome d’Hermite est normalisé par la condition que le coefficient
de =™ vaut 2. Son expression est

W2 e
=0

(Figure(12), page(34)). Les polynomes d’Hermite satisfont les relations d’or-
thogonalité suivantes :
+o0 9
Hy(z)Hp(z)e™™ dz=0 si n#m
—0o0

comme on le voit en réécrivant ’équation différentielle sous la forme

2

2 (H@)e ™) = ~2nHy(x)e

et en intégrant par parties.
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Pl ot [Herm teH[5, x], {X, -2, 2}, AxeslLabel - {x, "Hs(x)" }]

Hs(x)
100

50

-50 |

~100|-

Fig. 12 -

Exemple. Tchebychev

(1—2?)y" —ay +a’y =0

La relation de récurrence pour les coefficients de la solution y = 22:08 apxk

est
062 _ k2

- - > 0.
af+2 Gtk D) ag pour k>0

D’ou

1)ka2(a2 —4)(a®? —16)---(a® — (2k — 2)?)

azk = (= 25! ao
S (—1)k(a2 —1)(a? — 9)(a? — 25) - (a? — (2k — 1)?) .
2k+1 (2]{?—|—1>' 1
et
+oo 20,2 2 2 2
B a®(a® —4)(a® —16) - - - (a® — (2k — 2)7)
y = ag (1 + kzl(—l)k 20 x2k>
= a2 =1)(a® = 9)(a? = 25) - (a2 — (2k — 1)?
‘a, (H;(_l)k( ol = 9)f ). = @ = >$%+l) |
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Lorsque o = n est un entier, a,12 = 0 et la solution paire est un polynome
si n est pair, la solution impaire est un polynéme si n est impair. Le n’¢™e
polynoéme de Tchebychev est normalisé par la condition que le coefficient de
2™ vaut 2", Son expression est

ne=3 S (2)(1)e

k=0 j=k

Le polynoéme de Tchebychev possede la propriété remarquable de pouvoir
s’écrire sous la forme
T, (z) = cosn(arccos x).

En effet, posant z = cos 8, ’équation

Py dy

2 2
(1-=z )—Q—x——i—ny—(}
devient )
d7y 2
—Q—I—ny—()

et y = cosnf est la solution qui coincide avec T),(cos ). Les zéros du po-
lynéme de Tchebychev sont donc les nombres

2k+1

T, 0<k<n—-1
2n

COS

et ils satisfont les relations d’orthogonalité

1 dx .
/_1 Tn(x)Tm(l‘)ﬁ =0 si n#m.

(Figure(13), page(36)).

Exemple. Legendre

(1—a22)y" —2zy +ala+1)y =0

La relation de récurrence pour les coefficients de la solution y = L’B apxk
est

_ ala+1) _ (a=1)(a+2)  ala+1)—k(k+1)
az = o ap, a3 = 31 ai, Ag+2 = (k+2)(k +1) ak
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Pl ot [ChebyshevT[6, x], {X, -1, 1}, AxesLabel - {x, "Tg(X)"}]

Te(X)
10+

FiG. 13 -

pour k£ > 2. D’ou

pala—2)--(a—=2k+2)(a+1)(a+3) - (a+2k—1)

a2k = (_1) (2k>| @0,
" :(_Uk(a—1)(04—3)--~(a—2k:+1)(a+2)(a+4)-~-(a+2k)a
2k+1 2k+1)! 1

et

400
Yy = ao <1+Z(_1)ka(a—2)-..(a—2k+2)((a2k—|;!1)(a—|—3)...(a_|_2k_1) x%)

o (H +§(1)k(a ~1)(a—3)-(a—2k+ 1)(a+2)(a+4)-(a+2k x2k+1> |
(2k + 1)!

Lorsque o = n est un entier, a,42 = 0 et la solution paire est un polynome

si n est pair, la solution impaire est un polynéme si n est impair. Le n’¢™e

polynéme de Legendre P,(z) est normalisé par la condition que P,(1) = 1;

son expression est

1 o —2k)
Pal) =35 D (_1)kk!(n(— k)!(ni%)!x "



Ces polynomes satisfont les relations d’orthogonalité

/1 Po(z)Py(z)dz =0 si n#m
-1

comme on le voit en réécrivant 1’équation différentielle sous la forme

(1= PP) = nin+ DEG)

et en intégrant par parties. (Figure(14), page(37)).
Pl ot [LegendreP[7, x], {X, -1, 1}, AxesLabel - {x, "P7(x)"}]

P7(x)
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Fig. 14 -

2.6 Coefficients analytiques, points singuliers

Pour I'équation a coefficients analytiques
P(z)y" + Q(z)y" + R(z)y =0,

le point xq est singulier si P(xy) = 0. Nous supposons que z( est un point
singulier régulier, c’est-a-dire que les limites

oy E20)Q@) (z — x0)*R(x)
R S R =y =17
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existent. Pour simplifier, posons zg = 0. On peut alors réécrire I’équation
précédente sous la forme

2?y" + zp(z)y + q(x)y =0

u o xQ(LU) B 400 xk
et N
_ $2R(UC) _ = ok

sont analytiques dans un intervalle |z| < p.

Exemple. Euler

1/

z?y" + zpoy’ + qoy = 0

On cherche une solution de la forme y = x". Alors r doit satisfaire ’équation
indicielle
r(r—1) 4 por +qo = 0.
On aura alors suivant la nature de ses racines :
"

y =cilz|™ + colx

dans le cas de deux racines réelles distinctes

1—po£+/(po—1)%—4q
2 )

2=

y = |z|*(c1 cos pln|z| + o sin pln |z|)
dans le cas de deux racines complexes conjuguées

1- Vg — (po — 1)2
Ntip = LB VA (po—1)

2 2

et
y = (c1 + coInz])[2]™

dans le cas d’une racine réelle double

_1-po

To 9
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Le cas général peut étre considéré comme une équation d’Euler généralisée.
Pour le résoudre (pour = > 0), on cherche, suivant Frobenius, une solution

de la forme
+0o0

=" a(r.k)a""  ag = a(r,0) = 1.
k=0

En posant
F(r)=r(r—1) 4 por + qo,

I’équation indicielle

F(r)y=0
et la relation de récurrence
n—1
anF(r+n)=— Z((r + K)pn—k + qn—k)ar pour n >1
k=0

doivent étre satisfaites. Soient r1 et ro les racines réelles de 1’équation in-
dicielle, r; > ry. Puisque F(r; + n) # 0 pour tout n € N, la récurrence
précédente détermine une solution y; analytique dans 0 < x < p :

—+o0
y1 = " (1 + Z a(ry, k:):uk>
k=1

Pour ro, plusieurs cas se présentent.

e Cas ry > ro et 11 —rg ¢ N. Alors F(ra +n) # 0 pour tout n € N
et la récurrence précédente détermine une deuxieme solution linéairement
indépendante analytique dans 0 < x < p :

+oo
Yy = x"? <1 + Za(rg, k):ck> .
k=1

o Cas N = To. Alors Y1 et %‘7":1“1

indépendantes analytiques dans 0 < z < p :

sont des solutions linéairement

o <X da(r, k)

o T k
v2 =5 —y1lnm+x2;ar

xT.
r=ro

r=rgy
En effet, on obtient cette deuxiéme solution si, dans le cas ou r{ # 79, on

prend comme solutions indépendantes y; et (y2 — y1)/(r2 — r1) plutdt que
y1 et yo et qu’ensuite, on laisse o — 7.
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e Casry —ro = N € N. Alors yo est une deuxieéme solution linéairement
indépendante analytique dans 0 < x < p si :

—+oo
Yo =ay; Inx + 2" (1 + Z b(ra, k:)xk>
k=1

avec
a = lim (r — ro)a(r,N)

r—ro
et
b(rg, k) = 2(7“ —ro)a(r, k)
2y — or 2 )

r=ro

(démonstrations omises).

Exemple. Laguerre

zy" +(1—z)y +Ay=0

On aici P(z) =z, Q(z) = 1 —x et R(x) = A donc z = 0 est un point
singulier régulier et, dans la forme standard de 1’équation, p(z) = 1 — =z,
q(r) = \x. L’équation indicielle est 72 = 0, la récurrence est

Ap =

_)\+1—n—7‘
(n+r)?

Ap—1-

On a donc r1 = r9 = 0. La récurrence entraine

A=r)A=r—1)A=r—(k—1))
(r+1)2%(r+2)%---(r+ k)2

a(r, k) = (—=1)* (

D’ou

+o0 +o0
=1+ G(O,k)xk:1+ (_1)k>‘()‘_1)"'()‘_(k_1))xk
Y1 ; ]; 2

et

—r)(A=r—=1)---A=r—(k—-1)) &

_ On T
(D +2)2 (k)2 =0

¥2= or

+oo
0 (A
— _1\k 2L
Tzo—yllnx—i—;( 2 or

Lorsque A = n est un entier, on a a(0,n + 1) = 0 et y; est un polynome.

Le n'™¢ polynéme de Laguerre L, (z) est normalisé par L,(0) = 1. Son
expression est
= n\ =*
_ k
Ln() =2 (=) @m
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Les polynémes de Laguerre sont orthogonaux sur 'intervalle [0, +oo] relati-

vement au poids e,

+o0
/ Ly(xz)Ly(z)e"*dx =0 si n#m,
0

comme on le voit en écrivant ’équation différentielle sous la forme équivalente

d o rreoNo—ay -
. (zL),(z)e™") = —nLp(z)e

puis en intégrant par parties. (Figure(15), page(41)).

Pl ot [LaguerreL[8, x], {x, 0, 12}, AxeslLabel - {x, "Lg(x)"}]
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Exemple. L’équation hypergéométrique

z(1—2)y" +(y—1+a+B)z)y —afy=0

Iei P(z) =2(1—2z), Qz) =y — (1+a+ B)z et R(z) =—af. z=0est un
point singulier régulier :

pa) =7+ (= (A +a+B)a+ - e qa)=—afs+---
L’équation indicielle en z = 0 est

r(r—1)4+~r=0.
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Le point = 1 est aussi un point singulier régulier. On a
(@) =1+a+f—ytae—1)+ - et qz)=af@—1)+
L’équation indicielle en z = 1 est
rr—1)4+(1+a+5—vr=0.

On consideére le point 2z = 0 en supposant que 1 —~v ¢ Ny. Sur U'intervalle
10, 1[, on aura une solution

+oo
y =1+ Z akxk
k=1

avec la récurrence

(k+a)(k+5)

Gkt D)kt ) "

Ak+1 =

ce qui conduit a

ala+1)---(a+k-1BLB+1)---(B+k—1)
y1_1+2 R RRCEESY "

On aura une seconde solution linéairement indépendante

Yo = 2" <1+§:%$>

avec cette fois la récurrence

w+1—7+®w+1—7+m

e T e D(k+1+1—7)
d'oit
atl—7)--(a+k=7)B+1=-9)-(B+k—7)
e (”Z K2 =) (k+1-7) k)

Quant au point = 1, le changement de variables t = 1 —z, 2(t) = y(1 —t)
en ramene ’étude a celle de I’équation

tl-t)"+(1+a+B-—v—(1+a+p)t)s —aBz=0

au point ¢t = 0. (Figure(16), page(43)).
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Pl ot [Hypergeonetric2F1[0.1, 0.2, 0.3, x], {x, 0, 1}, AxesLabel - {t, "2F1(X)"}]
2F1(%)
125

120f

115}

105

FiG. 16 -

Remarque.

La fonction hypergéométrique est
k(az)y - (ap)k z°
k(b2)k -+ (bg) K!

+oo
pFylat,as, ..., ap,b1,ba, ... bg)(z) =1+ ; ((bll))
(g =clc+1D(c+2)---(c+k—1), k>1.

Exemple. Bessel

x2y// + xy/ + (x2 o 1/2)y =0
Considérons les cas ou v =0,1/2,1.
e Cas v = 0. z = 0 est un point singulier régulier avec

p(z) =1 et q(z) =22
L’équation indicielle 72 = 0 admet r; = 79 = 0 pour racines et la récurrence

est
1

man—2a n>2,a =0

Ay = —

ce qui conduit a

a(r, 2k) = (1* a(r,2k+1) =0
) r+22(r+42 - (r+2k2 "0 .
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On a donc

P e g
v= 92k "
k=1

Cette fonction est la fonction de Bessel de premier type d’ordre O :

+0o0 k
(1) a2
fol@) =2 (5) '
k=0
Puisque
9 k+1 Hj,
Ea(rv 2k> =0 (_1) 92k |2
ou
iy}
Hi=3 =
=17
on obtient
+o00 Eﬁ: o
w=yine+ ) (-1 9212 *
k=1

Pour exprimer la solution générale de ’équation de Bessel d’indice 0, on
utilise habituellement plutét la fonction de Bessel de deuxieme type d’ordre
0,

—+00
2 z H
Yo(z) = - {(’Y +1In 5) Jo(w) + Z(‘UHI 22k]];l2 xzk}
k=1 '

dans ’expression de laquelle v est la constante d’Euler-Mascheroni,

v= lim (H,—Inn)=0,5772.

n—-+o00

(Figure(17), page(45)).
e Cas v =1/2.Ici, on a

1
p(z) =1 et q(x)= ~1 + 22,

L’équation indicielle est

1
2
=0
"y

et la récurrence est

an—2
_— >2 =0.
r+nZ—1/4> "=

an = —
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Pl ot [{Bessel J[0, x], Bessel Y[0, x]}, {x, 0, 15}, AxeslLabel - {x}, PlotStyle - {Red,

Epi |l og » {{Red, Text ["Jo(X)", {2, 0.63}1}, {Blue, Text ["Yo(xX)", {4.1, 0.2}1}}]

10

05]

-05rF

—10F

FiG. 17 -
Pour » =7 = 1/2, on en tire
(" .
a = — a =
2k k1) 2k+1
et

1/2

Yy = /7 sinzx.

On utilise généralement plutot la fonction de Bessel de premier type d’ordre

1/2:
/2
Jij2(x) = —sinz.

Pour obtenir une seconde solution o, on peut résoudre I’équation linéaire

d’ordre un .
/ v 1
Yo— —Y2 = —
Y1 Y1
(le wronskien associé a ’équation de Bessel normalisée est W (z) = 1/z) qui

admet pour solution particuliere

_ cosx
Y2 = /T

On utilise habituellement la fonction de Bessel de premier type d’ordre
-1/2:

7 B 2

_1/2() = \/%COSZL‘.

45

(Figure(18), page(46)).
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1 -1
Pl ot [{Bessel\][z, x], Bessel.][?, x]} {x, 0, 15}, AxeslLabel - {x}, PlotStyle -» {Red, Bl ue},

Epil og » {{Red, Text ["Ji,2(X)", {3, 0.6}1}, {Blue, Text ["J_1,2(X)", {4.1, 0.2)]}}]

L’équation indicielle est

2 —1=0
et la récurrence est
a”:_(r—i—agﬁ ,m>2,a; =0
d’on
a(r,2k) = (-1)* , a(r,2k+1) =0.

(r+1)(r+3)2---(r+2k—1)2(r+2k+1)

Pour r =r; =1, on en tire

_ o
a2k = m y A2k+1 =

B 1++§(_1>k 2k
S P E TR I

On utilise habituellement la fonction de Bessel de premier type d’ordre 1 :
+o00 k
x (—1) x\ 2k
o =55 e ()
i#) =3 kzo kl(k+ 1) \2

46
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En général, la solution de I’équation différentielle de Bessel est

y =aJ,(z) +bY,(z)

oll N
B x (—1)* N 2k+v
To@) = kzzo KT(v+k+ 1) (2)
et
Y, (x) = lim Ju(z) COS',uTr - J_M(x).
u—v sin pu7
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3 SYSTEMES D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES
En posant z1(t) = y(t) et x2(t) = y/(¢), 'équation différentielle

Y +p(t)y +q(t)y = g(t)

est équivalente au systeme linéaire

dn _

a P

dx

7; = —p(t)xa — q(t)z1 + g(t)

et ’équation avec conditions initiales est un cas particulier du probleme
général
dx
— =f(t,x), x(tg) = xp.
o = Et,x), x(to) = xo

3.1 Le théoréeme fondamental généralisé

Théoréme 8 (Picard) Si les fonctions f(t,x) et aa—xfj(t,x) (1 <j<n)
sont continues dans un pavé fermé P de R"™! contenant le point (to,Xo)
dans son intérieur, il existe un intervalle |t —to| < a dans lequel le probléme

dx
7T f(t,X) ) X(tO) = X0 (10)
dt
admet une solution unique et cette solution dépend continiment des condi-
tions initiales.

Démonstration.

La démonstration reprend essentiellement celle du théoreme (2), page(4).
On peut supposer que typ = 0 et que xo = 0. La fonction x = ¢(t) est une
solution du probléme (10) si et seulement si on a

Pour la partie EXISTENCE, le théoréeme des accroissements finis n’étant
plus valide pour les fonctions vectorielles, il faut écrire, pour 1 < i < n, que

|fi(t,x) = filt,y)] = Z 8xf]~ (t,0ix + (1= 0:)y)(z; —y;)| < Kilx -yl
—
J ()
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de telle sorte que ’on a encore
1£(t,x) — £(t,y)| < K|x -yl

pour un nombre K > 0 approprié, ce qui permet a la méme démonstration
de s’appliquer. La relation (11) s’obtient en appliquant le théoréme des ac-
croissements finis et la regle de dérivation en chaine & la fonction

gi(s) = filt,sx + (1 — s)y).

Pour la partie UNICITE, supposant deux solutions x et y, on peut considérer
la fonction

a(t) = |Ix(t) — y(®)]?
pour laquelle
o'(t) =2(x —y) - (£(t,x) — £(t.y)),

utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour montrer que
—20(t)K < o'(t) < 2Ko(t)
et en déduire que
o(t)=0, |t| <a.

Pour la partie CONTINUITE, supposant deux conditions initiales x = xq
et y =y, des calculs similaires appliqués a la méme fonction conduisent a

Ix(t) =y ()] < llxo = yolle" ", |t < a.

C.Q.F.D.
Dans le cas ou
f(t,x) = P(t)x + g(t)

est linéaire, la solution sera définie dans le plus grand intervalle contenant
to dans lequel les entrées p;;(t) de la matrice P et les composantes g;(t) du
vecteur g(t) sont continues.

Remarque.
Dans ce contexte, ’espace R" s’appelle espace de phase et la solution
du probleme est une trajectoire dans cet espace.

Les commandes Mathematica de base sont toujours DSolve et NDSolve,
figure(19), page(50) et figure(20), page(51)
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sln={x1[t], x2[t]1} /. DSolve[{x1' [t] =-0.01x1[t] +0.2x2[t],
X2' [t]=-2x1[t]+0.1x2[t], x1[0] ==0.1, x2[0] =0}, {x1[t], x2[t]1}, t] // Chop

{{0.1 &% %" Cos [0. 63006t ] - 0.00872933 ¢ *43' Sin[0. 63006t ], -0.31743 % %' Sin[0.630061]}}

ParanetricPlot [sIn, {t, 0, 15}, AxesLabel - {"x1", "x2"}1]

X2

S S S S S R I RN B TS
1
-0p0 -015 | -010 -0.05

Fic. 19 -
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soln={x1[t], x2[t1} /. NDSol ve [{x1' [t] =0.01x1[t] +X2[t 12,
X2' [t]=.2x1[t]+x2[t], x1[0] =1, x2[0] =2}, {x1[t], x2[t]}, {t, O, 2}]

{{InterpolatingFunction[{{0., 2.1}}, <>][t], InterpolatingFunction[{{O0., 2.}}, <>][t]}}

ParanetricPl ot [soln, {t, 0, 2}, AxesLabel - {"x1", "x2"}]

2

BN8538

Fia. 20 -

3.2 Systemes linéaires, théorémes généraux

On consideére le systeme linéaire
x'(t) = P(t)x + g(t).

Soient x1(t),x2(t), - -+ , X, (t) des solutions de ce systéme. Leur wronskien
est le déterminant de la matrice dont les colonnes sont les composantes des
vecteurs x;(t) :

W(t) = |zij(t)h<ij<n-

Dans le cas d'une équation d’ordre deux transformée en un systeme linéaire
équivalent, on retrouve la définition précédente puisque pour j =1,2 :

T1j Yj
X; = = .
=)= ()
Théoréeme 9 (Abel) Si les fonctions p;; sont continues dans l'intervalle
[t —to| < a et sixq(t),xa(t), - ,xp(t) sont des solutions du systeme

sur Uintervalle [t — to| < a, on a
W(t) _ W(to)eftto tr(P)(s) ds.

Démonstration.

On a
W(t) = Z(_l)axla(l)xQU(Q) ©Tpo(n)-

[

o1



Donc

(e

= Z Z(_1)0$10(1) .. "T;m(k) o Tpg(n) = ZWk(t)
k=1

k=1 o

W/(t) = Z(_l)g Z Tio(1) " x;gg(k) * Tpo(n)
k=1

ott Wi(t) est obtenu de W (t) en y remplagant les entrées zy;(t) de la k"
ligne par leur dérivée x%j (t). En utilisant la k"¢ équation différentielle et
les propriétés des déterminants, on obtient

Wi (t) = pri(t) W (t)

doit
W'(8) = > prr(t) W(t) = tr(P)(t) W (t)
k=1
et
W (t) = W (tg)edio TP ds.
C.Q.F.D.

Théoreme 10 Si les fonctions p;; sont continues dans Uintervalle [t —ty| <
a et si x1(t),xa(t), -+ ,xp(t) sont des solutions du systéme

x'(t) = P(t)x

sur Uintervalle |t — to| < a, elles sont linéairement indépendantes sur l’in-
tervalle |t — to] < a si et seulement si leur wronskien ne s’y annule jamais.

Démonstration.

En vertu du théoreme d’Abel, le wronskien est identiquement nul ou
n’est jamais nul.

Si x1(t),xa(t), -+ ,xp(t) sont linéairement dépendantes sur 'intervalle
|t — to| < a, leur wronskien y est identiquement nul.

Réciproquement, si leur wronskien est identiquement nul, on pourra trou-
ver des constantes cq, ¢, ..., ¢, non toutes nulles telles que

X(t) = Z CZ'XZ'(t)
k=1

satisfasse le systeme

x'(t) = P(t)x
et les conditions initiales x(¢9) = 0. En vertu de la partie unicité du théoréme
(8), x1(t),x2(t), - ,X,(t) seront linéairement dépendantes. C.Q.F.D.
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Théoréeme 11 Si les fonctions p;; et g; sont continues dans l'intervalle
|t — to| < a, la solution générale du probléme linéaire

x'(t) = P(t)x +g(t) . x(to) =xo
peut s’écrire sous la forme
n
X = Z cxp + X
k=1

ot X est une solution particuliére du probléme et x1(t),xa(t), -+ ,x,(t) sont
des solutions linéairement indépendantes de

Démonstration.
Toute telle fonction est solution de I’équation différentielle et les constantes
peuvent étre déterminées pour satisfaire aussi les conditions initiales. C.Q.F.D.

3.3 Systemes homogenes autonomes, n = 2
Pour résoudre I’équation
x'(t) =Px
on cherche une solution de la forme
x(t) = ge™.

La condition nécessaire et suffisante pour que x soit une solution est que &
soit un vecteur propre de P associé a la valeur propre r, c’est-a-dire que

IP—7rl|=0
(’équation séculaire) et que
PE¢=rE, £€#0.

Lemme 1 Des vecteurs propres associ€s o des valeurs propres différentes
sont linéairement indépendants.
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Lorsque n = 2, on considere le systeme

)y _ [ P11 P12 1
4 P21 D22 Ty )’
L’équation séculaire est alors

r’ — (P11 + p2.2)r + (P1,1P2,2 — P1,2p2,1) = 0.

Suivant la nature des valeurs propres r1,r2 de la matrice, on distingue plu-
sieurs cas.

e Cas de valeurs réelles distinctes.
Si 17y = 0, la solution

X = 0161 + CQ£2€T2t

demeure sur une droite
a1x1 + asxs = a.

Si rirg > 0, lorsque t — +oo, la solution
X = Clglerlt + C2£26T2t

se rapproche de l'origine lorsque les valeurs propres sont toutes deux négatives
— Dorigine est alors un noeud attractif ou s’en éloigne sans limite si elles
sont toutes deux positives — l'origine est alors un noeud répulsif.

Siriry < 0, disons r; < 0 < ro, lorsque t — +o0, la solution

x = c1&,€" + cpbpe™,

suivant la condition initiale, se rapproche de lorigine le long de la droite
portée par le vecteur &; ou s’en éloigne sans limite le long de ou en se
rapprochant de la droite portée par le vecteur §,. L’origine est un point de
selle.

e Cas de valeurs complexes conjuguées.
Alors, la matrice étant réelle, les vecteurs propres sont aussi conjugués
et, en posant
T2 =AEip et §o=(xin,

la solution peut se mettre sous forme réelle

At(

x = e (acos ut + bsin ut).
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ou maintenant les vecteurs
a=(c1+c)l+ilci—co)n et b=—(c1 +c2)n+i(cr —2)¢

sont réels.

Si A = 0, Uorigine est un centre, la trajectoire est une ellipse contenant
l'origine dans son intérieur et la solution est périodique de période 27/ p.

Si A < 0, Uorigine est un foyer attractif dont la solution se rapproche
en tournoyant lorsque ¢t — +o0.

Si A > 0, origine est un foyer répulsif dont la solution s’éloigne sans
limite tout en tournoyant lorsque ¢t — +o0.

e Cas d’une valeur propre double.
Si P est diagonale, la solution générale est (1 = p11 = p22)

(1) (1)

Si paq # 0, soit P = 7€ un vecteur propre (r = (p11 + p2,2)/2 et
&1 = &(p1,1 —p2,2)/(2p2,1)). Alors

()

est une solution de I’équation
Pn=mrn+¢§
et la solution générale de I’équation différentielle est
x = c1§e™ + ca(té +m)e™.
Sipi2 # 0, il faut utiliser y; =0, 72 = &1 /p12-

Exemple. L’oscillateur harmonique (fin)
Pour le probléme

y' 420y +w?y =0, y(0)=1, y/(0)=0

0 1
P_<—w2 —Qa)

et les valeurs propres sont 112 = —a + Va2 — w?.

on a
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Dans le cas non amorti (o = 0), l'origine est un centre et la trajectoire
de x dans le plan de phase est une ellipse (figure(21), page(56)).

Dans le cas sous amorti (0 < a < w), l'origine est un foyer attractif
(figure(22), page(57)).

Dans le cas critiquement amorti (o = w), lorigine est un noeud attractif
(figure(23), page(57)).

Dans le cas sur amorti (o > w), lorigine est un noeud attractif (fi-
gure(24), page(57)).

Pour un systeme linéaire comme celui-ci, obtenu a partir d’une équation
différentielle d’ordre deux gouvernant un systéme mécanique, la coordonnée
1 représente toujours la position et la coordonnée xo, la vitesse de la par-
ticule sous étude.

ParametricPlot [{Cos[0.5t], 0.5Sin[0.5t1}, {t, O, 4x}, AxesLabel - {"x1", "X2"}]

X2

X1

Fia. 21 -

3.4 Systemes homogenes autonomes, n > 2

La matrice exponentielle d'une matrice carrée M est définie par la
relation

M_Jroole
exp _ZH .
k=0

La série est convergente quelle que soit M car elle est normalement conver-
gente, la norme étant la norme euclidienne :

On a en effet
[MP] < [[M]|P;
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Par amet ri cPl ot [{e“”‘ [OOS[VO.Zl t] + 0.2 Sin[\/o. 21 t]]
V0. 21

0.2

0. 21
@02t (-«/0.21 Sin[VO.Zl t] +0.2005[\/0. 21 t])} {t, 0, 87}, AxesLabel - {"xi", "Xz"}]

X2

0.2 02t [Cos[’\/o. 21 t] + Sin[VO.Zl t]] +

0.2r-

0.1r

X1

Fi1G. 22 -

ParanetricPlot [{(1+0.5t) e®>", -0.25t e®>'}, {t, 0, 67}, AxesLabel -» {"x1", "Xz"}]

X2
‘ %
Fic. 23 -
-0.19 1.31 0.19x1.31
Par anet ri cPl ot [{ e-1-31t @0 19t (e—l. 31t _ -0 191)}’
1.12 1.12 1.12
{t, 0, 6}, AxesLabel - {"x1", "X2" }]
X2
\ ‘ ‘ ‘ ‘ I
:B%E 04 06 08 0

Fig. 24 —
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d’abord

=YY (Zmz kmm) < ZZZWZW,J

i=1 j=1 i=1 j=1 k=1

n n

migy ;= M|

1 k=1 ]:1 k=1

||M:

puis, par récurrence sur p € N (M? = (m; ;(p))),

2 n o n n n
M = ZZ<ZWM 'mk) <22 k) > mi
k=1

=1 j=1 = =1 =1 k=1
n n n n

= 3 S mtulp) D3 i = IMPIIMI < M M =
=1 k=1 j=1 k=1

Lorsque M est diagonale, exp M est aussi diagonale, ’entrée m;; étant
remplacée par I'entrée exp m, ;.
Lorsque M est diagonalisable,

M = UDU?
ou D est diagonale, on a
expM = UexpD UL,
La matrice exponentielle possede les propriétés suivantes :
exp(—M) expM =1
et
%exp(tl\/l) = Mexp(tM) = exp(tM) M.
On en déduit que I’équation
x'(t) =Px
est équivalente a
% exp(—tP) x =

dont la solution générale peut s’écrire

x = exp(tP) c,
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la solution du probléme
x'(t) = Px, x(to) = x0

étant
x = exp((t — to)P) xo.

La commande Mathematica pour calculer I’exponentielle d’un matrice
est MatrixExp (figure(25), page(59)).

Matri xExp[{{1, -2, 3}, {4, -5, 6}, {7, 8, -9.3}}]1 // MatrixFornm

11. 3131 0.0288627 2.88312
21.8903 0.425605 5.76623
21.3593 0.372284 5.60455

Fic. 25 -

Si P admet n vecteurs propres linéairement indépendants &,,€&,, ..., &,
cette solution générale sera

n
X = g cr€pe ™t
k=1

les nombres 71,79, ..., 7, étant les valeurs propres (non nécessairement dis-
tinctes) de P.

Lemme 2 Lorsque P est symétrique, les valeurs propres 11 < rg < --- <
rn sont toutes réelles (mais pas nécessairement distinctes) et on peut leur
associer n vecteurs propres orthonormaux &;,8&9,- - ,&,,-
Exemple.
La matrice
11 2
P=1 11 1
2 11

admet pour valeurs propres les nombres 11 = —1,79 = 2 — /3,73 = 2+ /3,
des vecteurs propres correspondant étant

-1 1 1
51: 0 752: _1_\/3 553: _1+\/§
-1 1 1
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La commande Mathematica Eigensystem renvoie la liste des valeurs propres
suivie de la liste des vecteurs propres associés (figure(26), page(60)). Ainsi,
la solution générale du systeme

x'(t) =Px

est
t t t
X = 615167”1 + CQ£2€T2 + 03€3€T3

et la solution du probléeme
x'(t)=Px, x(0)=1] 0

est
bt SR s
X(t) _ _27\/?:6(27 3)t + m€(2+ 3)t

_%eft + 371%/36(27\/@ + _3455/56(2+\/§)t

Ei gensystem[{{1, 1, 2}, {1, 1, 1}, {2, 1, 1}}]
{{2+ﬁ, -1, 2—\/37}, {{1 143, 1}, (-1, 0, 13, {1, “1-+/3, 1}}}

DSol ve [
{X1' [t] =X1[t] +x2[t] +2x3[t], X2" [t ] =x1[t] +X2[t] +x3[t], Xx3" [t] =2x1[t] +x2[t] +x3[t],
Xx1[0] =1, x2[0] =0, x3[0] =0}, {x1[t], x2[t], x3[t]}, t]//Sinplify

(a1 et fo- (333 (V) f3uvm) elelt),

e’(’z*\/?)‘ (—l-v—eZ\/S") 1 \ ‘
X2[t] > = ,X3[t]—>E‘e’t (—6—(—3+\/37> e’("%ﬁ)téf 3+\/37)e(3”5“)}}
Fi1G. 26 —

La matrice P est une matrice normale si
PTP = PPT.

Ainsi, les matrices symétriques et les matrices orthogonales (PT = P~1)
sont-elles normales.

Lemme 3 Lorsque P est normale, elle admet n vecteurs propres orthonor-
maux 51)527 T 7€n'
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Puisque P est réelle, ses valeurs propres complexes, s’il s’en trouve, se
présenteront par paires conjuguées, les vecteurs propres associés étant aussi
conjugués.

Lemme 4 Lorsque P est normale, il existe une matrice unitaire U (telle
_ — T . .
que U=t =U" ) et une matrice diagonale D telles que

P=uUDU L

Les colonnes de U sont les vecteurs propres orthonormalisés de P et les
entrées de D sont les valeurs propres correspondantes.

Si P admet k < n vecteurs propres &1,&,, - - - , & linéairement indépendants,
on peut encore obtenir n solutions linéairement indépendantes en utilisant
la forme canonique de Jordan pour P.

Lemme 5 (Jordan) Soient&,,&,,- - , & des vecteurs propres linéairement
indépendants de P, r1,7ra,...,1r les valeurs propres correspondantes. Alors
il existe une base

{VO(l) = 517V1(1)>V2(1)a o ,lefl(l),

VO(Z) = £2>V1(2)av2(2)3 e avm271(2)7

vo(k) = &, vi(k), va(k), -+, vin,—1(k)}
de R" telle que pour 1 <qg<ketl<j<mg—1,
(P —rg)vi(g) = vj-1(q).

Relativement a cette base, la matrice de la transformation linéaire associée
a P est de la forme

JJj O .-~ 0
O Jo --- O
J= . .
O O Ji
avec
rq 1 0 - 0
0 r, 1 0
J, = !
0 0 0 - 1qg
Autrement dit, il existe une matrice U telle que
P=UJU
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Remarque.
Dans le résultat précédent, k <n, 1 <mg et my +mo + -+ +my = n.
Exemples.

1. Dans le cas ou n = 2 et ot 'on a une valeur propre double, la solution
générale de I’équation
x'(t) = Px(t)

est
x = cr€e’ + co(t€ +v)e

ol
PE=1r& et Pv=1rv+E&.

2. Dans le cas ou n = 3 et ou 'on a une valeur propre triple, la solution
est

t2
X = Clﬁert + Cg(tf + Vl)ert + c3 <2€ +tvy + V2> et

PE=r&, Pvi=rvi+& et Pvy=1rvy+ vy,

En général, en posant

y=U""x,
I’équation
x =Px
est équivalente a 1’équation
y =Jy.

Cette derniere est facilement résolue puisqu’elle s’écrit :

y;L = TLkYn
Yn—1 = ThYn—1 + Un

YL =Ty + Yo

La commande Mathematica JordanDecomposition retourne la matrice
U et la matrice J (figure (27), page (63)).
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Map [Mat ri xForm Jor danDeconposition[{{1, 2, 3}, {0, 1, 6}, {0, 0, -9.}}1]1 7/ Chop

-0.152542 -1. O -9. 0 O
-0.508475 0 -0.51|, |0 1. 1 }
0.847458 0 0 0 0 1

Fic. 27 -

3.5 Systemes linéaires quelconques

Six1,Xs,...,X, sont n solutions linéairement indépendantes du systeme

la matrice W(t) admettant ces vecteurs pour colonnes s’appelle matrice fon-
damentale et la solution générale du systeme peut s’écrire

x =V(t)c,

la solution du probléme

quant a elle, s’écrivant
X = W(t) \U_l(to)XO.

Si les solutions sont telles que

X (to) = 1
0
(la j%™¢ entrée égale a 1), on aura W(ty) = | et la solution sera

x = V(1) xo.

Pour résoudre ’équation inhomogene,
x' = P(t)x +g(t),

deux méthodes (au moins) sont disponibles.
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e Si P est constante, la solution est formellement la méme que pour une

équation unique
x =¢P </ e Pg(t)dt + c) .

Lorsque P est constante et diagonalisable, P = UDU™, la transformation
y=U'!x, h=U"!g
convertit en fait le probleme en celui-ci
y' =Dy +h(t)

qui est facilement résoluble : n équations linéaires découplées.
e Dans le cas général, on peut employer la méthode de la variation des
parametres et chercher une solution particuliere X sous la forme

X = W(t)c(t)

avec
c'(t) = v () g(t)
(comparer avec les relations (8) et (9)). Puisque W'(t) = P(t)W(t), on a bien

X' =V'(t)c(t) + V(t)c'(t) = P()V(t) c(t) +g(t) = P(t) X +g(t).
Finalement, la solution générale de 1’équation inhomogene est

x=WV(t)c+ X.
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