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1 Séries

1.1 Sommes finies

La notation ¥ (sigma) pour une somme est d'un usage constant en
mathématiques :

n
a0+a1+-"+an:Zak.
k=0

Exemples.

1. Pour une somme géométrique finie, on a

1— rn-i—l

n
2 n __ k _
Ltr+ri++r —kzor =

(sila raison r # 1) comme on le voit en multipliant les deux membres
par (1 —r).
2. Pour un somme arithmétique finie, on a

n
1
a+2a+3a+---+na:;ka:n(n;)a

comme on le voit en 'additionnant avec elle-méme, mais écrite dans
I’ordre inverse.

1.2 Séries infinies

Une série infinie est une limite de sommes finies, lorsque le nombre n de
termes tend vers l'infini :

+00 n
Zak =5 & nEIfOOZak =S5.
k=0 k=0
Cela signifie que I'on peut rendre la différence
n
S-S
k=0

aussi petite que ’on veut en choisissant n suffisamment grand. S’il n’y a pas
de limite ou si la limite est infinie, on dit que la série diverge. Autrement,
elle converge. Une condition nécessaire pour la convergence est que le terme




général ai tende vers 0 lorsque k tend vers 'infini mais cette condition n’est
pas suffisante.

Exemple. La série géométrique de raison r est convergente si et seulement
si |r| < 1, auquel cas sa somme S vaut 1/(1 —7) :

+oco 1
Zrk = —— si et seulement si |r| < 1
— 1—r
comme on le voit a partir de la formule pour la somme finie. Une formule
généralisée est
+o0o P ’r‘N
2=y

Ainsi, en appliquant les formules précédentes, on trouve

PR U S S
2 4 8 3
et
11 1 1
10 100 "1000 T 9

1.2.1 Application

Ce dernier exemple est particulierement important car il est a la base de
la représentation décimale des nombres réels. Ecrire un nombre réel x entre
0 et 1 sous sa forme décimale,

x=0,didods... ou di € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

en effet, c’est en fait le représenter comme la somme d’une série infinie
—+00
>
T = —
10%
k=1
et cela n’est possible qu’a cause de la convergence de la série géométrique

de raison 1/10. De méme, la représentation binaire d’un nombre entre 0 et
1, c’est-a-dire la relation

x=0,b1bob3... ou by € {0, 1},

n’est possible que parce que la série géométrique de raison 1/2 est conver-
gente.



1.3 Séries de Taylor

Les fonctions mathématiques f(z) peuvent aussi s’écrire comme des
sommes de séries infinies, en vertu du théoreme suivant.

Théoréme 1 (Taylor-MacLaurin) On a

+oo
f(z) = chxk pour |z| < R
k=0
ot )
k
Ck = yf (0)
et
R= lim |- |
k—+oo | Cry1

Dans le cas, fréquent, ou R = 400, la série converge vers la fonction pour
tout x.

Ce théoreme s’applique a toutes les fonctions mathématiques usuelles.

1.3.1 Séries de Taylor des fonctions usuelles

En appliquant le théoreme précédent, on obtient les séries de Taylor des
fonctions mathématiques habituelles.

L’exponentielle
+oo 1
e’ = ka pour tout x
k=0 "
Le cosinus .
o
COsST = Z (_1)k:1;2k our tout x
N Gy A TR
k=0
Le sinus .
(o]
sinz = Z ﬂaz%ﬂ our tout x
2k + 1)! P
k=0
Le logarithme
+oo (_1)k—1
In(1+2z) = Tajk pour |z| <1
k=1



Le binéme

—k
(1+2)° —1+Z ( + )l‘k pour |z| <1

Cette formule est valable quelque soit I’exposant «. Lorsque o = n est
un entier positif, la série est en fait finie et il n’y a pas de question
de convergence. On retrouve le théoréme du bindéme de 'algebre (avec

a=letb=12x):
(a+0)" Z()kb”_k

ou

1.3.2 Applications

Lorsque x est pres de 0, la fonction f(x) est bien approximée par les
premiers termes de sa série de Taylor :

2 pour x = 0.

f(x) = co+ crx + cox
Exemples.

1. Sur lintervalle (0,1), la fonction sinz? est bien approchée par la

somme partielle de sa série de Taylor S3(x) = 22 — 25/3! + 210/5! :

5 5 0 210

sinz” ~ x —E—Fm

(figure 1, page 8)

2. Pour x ~ 0, on a

vV1—22<cosz

car ) .
x T
Vi-22~1- " ——
v 2 %
alors que
cos 1 $2+$4
el
24



-05}

Fic. 1 — Approximation de Taylor

3. Laregle de ’'Hospital pour évaluer une limite est aussi une conséquence
du théoreme de Taylor : ainsi
In(1+ x) 1

z—0 T°—x 2

car
In(l+z) z-2%2/2 1-x/2 1
2 ~ - 75

22—z 22—-2x  x—2 2

Remarque. La regle de I’'Hospital est aussi valable lorsque x — +o00 :

f@) )

a—+o0 g(z)  w—too g (x)

et ceci explique pourquoi la fonction exponentielle croit plus vite que
toute puissance de son argument :
T

. € .
lim — = +o0 quelque soit n.
z——+oo ™

Cette propriété de la fonction exponentielle, due au fait qu’elle est sa
propre dérivée, est fondamentale. (figure 2, page 9)

1.4 Exercices

1. Calculer les sommes suivantes :

1410 + 100 4+ 1000 + - - - + 10'°

3

a>—a'+a®—aS - —a



14000

12000 F

10000}

3

6000

4000

2000 , x10

Fi1G. 2 — La fonction exponentielle

m+m+1)+(m+2)+--+(m+n)

1+3+5+-+(2n—1).

. Calculer les sommes des séries suivantes :

1 1

1
124+ - — 4.
3+9 27+

SR
8 16 32 64

T+u? +ut +ub 4 ) Jul <1

+ k
> (14
1+a2)
k=0 +
. Exprimer les nombres suivants sous la forme d’un quotient d’entiers :

0,323232...

0,0ab0ab0ab . . .

. Calculer les quatre premiers termes non nuls des séries de Taylor des
fonctions suivantes et dire pour quelles valeurs de = ces séries sont
convergentes :



V1 —

1—=x
1+=x

cos/x

In

10*

sin x

. Evaluer les limites suivantes :

. sinkz™
lim —
z—0 sinx™

oef—1—x
llm 72.
z—0 €T

. Calculer
—+oc0o

k
2 5%

k=1

(Suggestion : dériver les deux membres de la relation

+oo
1
Sre )
1—2
k=0

10



2 Nombres complexes

2.1 Systemes de nombres

Les entiers naturels
N={1,2,3,4,...}

sont fermés sous les opérations d’addition m + n et de multiplication mn.
Pour obtenir un systeme également clos sous la soustraction, on doit passer
aux entiers relatifs

Z ={0,+1,+2,43,...}

et pour obtenir un ensemble de nombres aussi fermé sous la division, il
faut considérer les quotients d’entiers relatifs, ce qui conduit aux nombres
rationnels

Qz{zp,qu,q#O}-

Ce corps de nombres est cependant insuffisant en sciences car il ne permet
ni de mesurer ’hypothénuse d'un carré (v/2 ¢ Q), ni la circonférence d’un
cercle (m ¢ Q) ni d’exprimer les intéréts composés « contintiment » (e ¢ Q).
Pour cela, les nombres réels sont nécessaires, qui correspondent a ’ensemble
de tous les développements décimaux possibles

“+o00
R = {j:del()k|dk6{0,1,...,9}}.

On les représente géométriquement comme les points d’une droite, le point
correspondant au nombre z étant a la gauche du point représentant le
nombre y si et seulement si x < y.

2.2 Algebre des nombres complexes

Pour pouvoir résoudre I'équation 22 + 1 = 0, qui n’a pas de solution
réelle car le carré de tout nombre réel est positif, on ajoute le nombre ¢ tel
que, par définition,

i2=—1

Pour obtenir un corps, il faut bien stur ajouter toutes ses puissances, ce qui
est facile puisque

11



et toutes leurs combinaisons avec des nombres réels. On obtient ainsi les
nombres complexes
C={z+iy|z,y eR}

Si z = x + iy est un nombre complexe, x = Rz est sa partie réelle, y = Sz
est sa partie imaginaire et z* = x — iy est son conjugué. Les opérations
algébriques sur les nombres complexes se font suivant les mémes regles que
celles régissant les nombres réels en remplacant partout i2 par —1. Ainsi

(x 4+ 1y) £ (u+ i) = (r +u) +i(y £ o),

(x 4+ iy)(u+ i) = (xu — yv) + i(zv + yu)

donc
(x 4+ 1y)(x —iy) = 2?2 +y?

et
z+iy  (z+iy)(u—iv)  (zu+yv) +i(zzv + yu)

u+iv  (u+w)(u—iv) u? + v?

2.3 Géométrie des nombres complexes

Les nombres complexes peuvent ainsi étre représentés comme les points
d’un plan, la partie réelle de z correspondant a I’abscisse = du point P qui
lui est associé et la partie imaginaire correspondant a ’ordonnée y de P.
Représentant P au moyen de ses coordonnées polaires r et 6, on obtient une
autre expression pour le nombre complexe z :

z=x+ 1ty =rcosf + irsinb.

Le nombre positif r = |z| est le module de z et 'angle § = argz est son
argument. On a |z| = /2?2 4+ y? et tanf = y/x, ce qui ne détermine pas
uniquement le nombre € : un choix doit étre fait. Pour avoir —7/2 < 0 <
37/2, il faut ainsi prendre

arctan% siz>0
arctan £ 47 si z < 0.

(figure 3, page 13).
Exemples.

1. On a
3+ 2i = 3,606 (cos 0,588 + isin 0, 588)

car r = /13 et § = arctan 2/3 = 0, 588 = 33°41'24”.

12



Fi1G. 3 — Forme polaire des nombres complexes

2. On a
—2+4+0,5; = 2,062 (cos 2,897 + isin 2, 897)

car § = arctan0,5/(—2) + 7 = 2,897 ~ 166°.

3. On a
1—2i=2,236(cos 1,107 — isin 1, 107)

car § = arctan(—2) = —1,107 = —63°.

RAPPEL SUR LA FONCTION ARCTANGENTE

La fonction tangente. (figure 4, page 14)

sin us T
y=tanx = , —— <x < <.
Cos T 2 2

tan(z + 7) = tanm, tan(—xz) = —tanx

La fonction arctangente. (figure 5, page 14)

xr = arctany, —oo <y < 400

arctan(—y) = — arctany, o arctany = T2
Y Yy

13



y=tanx

T T S E S S R R IR e Y T S D T ¥

0.5 10 15

Fi1G. 4 — La fonction tangente

X = arctany

10F

05

-10 -5 [ 5 10

Z10f

-15kF

Fi1a. 5 — La fonction arctangente

14



Cette représentation permet de visualiser les opérations algébriques sur
les nombres complexes. En particulier, utilisant les propriétés des fonctions
trigonométriques, on voit que

r(cosf + isinf)s(cos ¢ + isin ¢) = rs(cos(f + ¢) + isin(f + ¢)).

Dans la multiplication, modules se multiplient et arguments s’additionnent
(modulo 2).

Exemple. On a
(3+2i)(—240,5i) = =7 —2,5i = 7,433 (cos 3, 485 + i sin 3, 485)
et 3,485 = 0,588 + 2,897.
La formule précédente peut étre généralisée a la formule de de Moivre :
(cosf +isinf)™ = cosnb + isinnf

valable quelque soit I'entier positif n.

2.4 La formule d’Euler

Les fonctions mathématiques usuelles d’une variable réelle se prolongent
facilement a des fonctions d’une variable complexe & 'aide de leur série de
Taylor. Leurs valeurs sont alors bien siir complexes et on ne peut plus les
visualiser a ’aide d’un seul plan.

Exemple. La fonction y = f(x) = 22 devient w = f(z) = 2. En posant
2z =1z +iy et w = u+ iv, on trouve que u = x? — y? et que v = 2xy.

La formule d’Euler s’écrit

e = cost + isint

et se démontre & l'aide des séries de Taylor des fonctions impliquées, en y
séparant parties réelles et imaginaires.

X () K@ X (i)t

eitzzlk! _Z +Z (27 + 1)

k=0 7=0
+oo ; i oo . 2]+1
Z Z = cost +isint.

]:0 :

15



En vertu de cette formule, la facon habituelle d’écrire un nombre com-
plexe a ’aide de son module et de son argument est

z::n—i—iy:reig.
Exemples.
1. 1+42i=+/5e 107
9. —1 — = \/26i5T/4 = /7 ¢i225°
3. 5= eiﬂ'/2
4. €™ +1=0.
2.5 Applications

L’une des raisons pour laquelle les nombres complexes sont si utiles est le
théoréme fondamental de l’algébre, en vertu duquel, si ’'on admet les racines
complexes, toute équation algébrique de degré n,

ap + a1z + agz® + - + apz™ =0,

admet exactement n racines (en comptant les multiplicités : 1 est une racine
double de x2 — 2z + 1 = 0).

Exemples.

1.

Pour I’équation quadratique
az? +bx+c=0,

on a
—b+ Vb2 —4ac

2a

xr =
Si b? — 4ac < 0, on obtient

_ —b+ivdac—b?

2a

x
deux racines complexes conjuguées. Ainsi, I’équation
2 —
+br+1=0

admet deux racines réelles simples (—3 ++/5)/2 si b = 3, une racine
réelle double —1 si b = 2 et deux racines complexes conjuguées (—1 +

iv3)/2sib=1.

16



2. Tout nombre complexe admet n racines complexes. Pour résoudre

2" =a,

on écrit a = Ae*® sous sa forme polaire et ’on cherche z = re?

la méme forme. En égalisant les modules et les arguments, on trouve

sous

2
r=A et =218 pour k=0,1,2,...,n— 1.
n n

Ainsi, les racines de I’équation cubique

23 =24
sont A ‘ ‘
\3/5617r/6’ \3/§ez5ﬂ/6’ \3/56197r/6_
2.6 Exercices
1. Calculer la partie réelle et la partie imaginaire de " pour toutes les
valeurs entieres, positive ou négatives, de n.
2. Calculer la partie réelle et la partie imaginaire des nombres complexes
suivants : L4
i
1+i0)? et .
(1+14) T3
3. Calculer le module et I'argument des nombres complexes suivants :
541
5—1
2 — 6i
-14+3
- 1 1
—— =i
3 4
4. Décrire les courbes suivantes :
r=2=0



|z —1| = |z + 1]

|z| = 2.

. Trouver toutes les solutions des équations suivantes et les exprimer
sous forme cartésienne et sous forme polaire :

224+2=2z et 22+1=0.
. Déduire de la formule d’Euler que

ezt + e—zt ) 67’t _ e—zt
COS?fzi7 sint = ————
2 27

. Déterminer la partie réelle, la partie imaginaire et le module de e*+%,

18



3 Fonctions de plusieurs variables

3.1 Les dérivées partielles

Une fonction de deux variables f(x,y) peut étre visualisée au moyen
d’une surface dans I’espace, le point (x, y, z) étant sur la surface représentative
de la fonction (son graphe) si et seulement si z = f(z,y).

Exemple. Le graphe de la fonction f(z,y) = 2®—7xy—3y? (un polynome
de degré trois) est illustré sur la figure 6, page 19.

F1G. 6 — Une fonction de deux variables

Si la variable z est une fonction des variables z et y, z = f(z,y), ses
dérivées partielles par rapport a ces variables sont définies par les relations

ox Ax—0 Az

et
%: i flz,y+ Ay) — f(z,y)
0y Ay—0 Ay '

Autrement dit, on dérive par rapport a une variable tout en gardant 'autre
fixe. Les regles du calcul différentiel des fonction d’une variable sont donc
encore applicables. On a des définitions semblables pour des fonctions de
plus de deux variables.

19



RAPPEL SUR LE CALCUL DIFFERENTIEL

Dérivées des fonctions usuelles.

1. p .
—z% = ar quelque soit «
dx
2.
d X xr
%6 =€
3.
A
dx ne= x
4.
. cosx = —sinx
5.
d .
e sinz = cosz.
Regles de calcul.
1.
d d d
(@) £ g@) = 5 f(@) £ 5g(@)
2. p
o (@)g(@) = f'(@)g(x) + f(2)d (x)
3.
d flz) _ f(@)g(x) - f(x)g'(x)
dz g(z) g9(x)?
4.

2 o)) = £/ (gla))g'(x).

Les dérivées partielles d’ordre deux sont quant a elles définies comme les
dérivées partielles des dérivées partielles. Elles sont dénotées par

N
0x2’ Oyox’ 0x0y Oy

20



Pour toutes les fonctions usuelles, on a

0%z B 0%z
Oyoxr  Oxdy’

Exemples.

1. Siz=a®—Tey—3y% ona

- = 2 — = — —_
o 3x° — Ty, Tx — 6y
et
822_ . 0%z L 0%z 822_
0z2 77 Oydx 0xdy’ 0y
2. Siz=2%"Y ona
0z 0
o Y22 = 27y
9 2x '3 xe
et ) 9 9 9
Q:Ze_y Q:— _yzk %:ZL‘QG_?J.
Ox? " Oyox 0xdy’ 0Oy?
3. Si z =sin(z — 2y), on a
(‘89323 = cos(z — 2y), g; = —2cos(x — 2y)
et
622 . 822 . 822 822 .
5or = sin(z—2y), 90z = 2sin(z—2y) = 2y’ Oyt = —4sin(z—2y).
4. Pour w = In(2? + (y — 2)?),
ow_ 2w 0w 2Ay—z) Odw_ 2Ay—z)
dr 22+ (y—2)?2" 9y 22+ (y—2)?2 9z 22+ (y—=2)?
et
Pw  —da(y—=z) Pw  dx(y—z) FPw  =2(2* — (y — 2)%)

0xdy (22 + (y —2)2)2" 020z (22 + (y — 2)2)2’ Oydz - (22 + (y — 2)?)2

21



Dans les applications, il est souvent nécessaire d’indiquer au moyen d’un
indice quelle est 'autre variable lorsque 1’on calcule une dérivée partielle.

Exemple. L’équation détat pour n moles d’un gaz parfait est
pV =nRT.

Considérant qu’elle définit le volume V' comme fonction de la pression p, de
la température T' et de la quantité de matiere n, on écrit

() _anr @y _am ., (ovy _m
) p* "\odT/),, p on)r, P

(R est une constante).

3.2 La différentielle

Les dérivées partielles 0z/0x et 0z/Jy donnent le taux de variation de
z en fonction d’'une des deux variables lorsque l'autre est fixe. Lorsque
et y varient simultanément, la variation Az est une fonction de x,y et des
variations Az, Ay. On approxime cette variation par la différentielle

Lorsque dx = Az ~ 0 et dy = Ay ~ 0 en effet, on a Az =~ dz.

Exemples.
1. Si V est définie par pV = nRT, on a
av = <—"RQpo LM RTdn> .
p p p
Pour p =1,05 x 105, 7 =300 et n =1, on a (R = 8,31)
dV = —2,26 x 107 %dp + 7,91 x 107%dT + 2,37 x 10 3dn.

Sidp =103,dT =1 et dn = 0, on aura augmentation du volume
dV =6,65 x 107% > 0.
2. Le volume V d’un parallélépipede rectangle de cotés a, b et ¢ étant
V = abc,

on a
dV  da n db n de
V  a b

L’erreur relative sur la mesure du volume est donc la somme des erreurs

relatives sur les mesures de ses cotés.
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3.2.1 Différentielles exactes
Pour qu’un expression (une forme différentielle)
F(z,y)dz + G(z, y)dy
soit la différentielle d’une fonction f(z,y), il faut et (pour tous les cas
d’intérét) il suffit que l'on ait
oF _ 3G
oy Oz’

Exemple. A un systeme thermodynamique, sont associées des variables
d’état bien définies telles I'énergie U, ’entropie S, le volume V', la pression
p et la température T. Ces quantités sont reliées par l'identité thermodyna-
mique

dU = TdS — pdV.

Le terme 6QQ = T'dS représente la chaleur absorbée par le systeme et le
terme W = pdV est le travail qu’il fournit. Travail et chaleur ne sont pas
des fonctions d’état. Pour une mole d’un gaz parfait, pV = RT, on a

_5R . R

dS ="—dT — —=d
S 5T P

une différentielle exacte mais

T
5Q = @dT _ R—dp
2 D

n’est pas une différentielle exacte.

3.3 Optimisation
3.3.1 Extrémums libres
Si la fonction f(x,y) atteint un extremum (maximum ou minimum) local
en (a,b),
Of (qpy =91
or Oy

On dit alors que (a, b) est un point critique pour f. Si, de plus,

Y o%f o2 f
Ala,b) = <8x€)y> (a,b) — @(a,b)a—y2

(a,b) (a,b) =0.

(a,b) <0,
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il s’agit effectivement d’un extremum. c’est

2
un maximum si ﬂ(a, b) <0

Ox?
et
82
un minimum si

w(a, b) > 0.

Un point critique ou A(a,b) > 0 est un point de selle. Si, enfin, A(a,b) =0,
on ne peut rien conclure.

Exemples.

1. Pour la fonction

f(z,y) =3+2y —a® —ay — y°,

on a o7 o/
Yo oy, Lo g2

et il n’y a quun point critique (a,b) = (—2/3,4/3). Puisque A = -3 <

0, il s’agit bien d’un point d’extremum. Comme 9?f/02% = -2 < 0,

on est en présence d’'un maximum.

2. Pour la fonction
flz,y) = 2® + 6ay® — 2y° — 12,

on a

of 2 2 of

— =3 6y — 12, —

Ox Ty T Oy
Les points critiques sont (2,0), (—2,0),(2/3,4/3) et (—2/3,—-4/3) qui
sont respectivement des points de minimum, de maximum, de selle et
de selle. (Figure 7, page 25).

= 122y — 6y2.

3. La droite des moindres carrés.

Pour ajuster une droite y = az+b a un nuage de points du plan (g, yx)
avec 1 < k < n, on minimise la somme des carrés des distances des
points calculés aux points observés, considérée comme fonction des
parametres a et b :

fla,b) = (amy +b— yp)>.

k=1
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F1G. 7 - La fonction 23 + 6xy? — 2y — 122

En annulant les dérivées partielles et en résolvant, on trouve

n Yo T — (Cgoy 7k)?

b— Dkt T Dot Yk~ D1 Th Dy TEYk .
n o1 T — (i ok)?
Le test des deuxiemes dérivées montre qu’il s’agit bien d’un minimum.
(Figure 8, page 25 ).

F1G. 8 — Une droite des moindres carrés
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3.3.2 Extremums liés

Pour maximiser ou minimiser f(z,y) sous une contrainte g(z,y) = 0
liant les variables x et y, on peut employer deux méthodes.

1. Utiliser la contrainte pour éliminer I’'une des variables.

2. Utiliser un multiplicateur de Lagrange X : on introduit la fonction de
Lagrange
F(z,y,A) = f(z,y) + Ag(z,y)

que ’on maximise ou minimise sans contrainte. L.’on obtient ainsi trois
équations

oF OF OF

or Oy  ON

en trois inconnues. La troisieme correspond toujours a la contrainte.

Exemples.

1. Pour déterminer les extremums locaux de la fonction
flz,y) = 322 — 22 + 1
le long de la droite
r+y=2,

on peut éliminer y et considérer la fonction F(x) = 22 +8z—7. Comme
F'(z) = 2248, elle admet un minimum local en x = —4. Donc f admet
un minimum local —23 au point (—4, 6).

Suivant la méthode de Lagrange, on introduit la fonction

F(z,y,\) =322 — 2> + 1+ Ma +y — 2).

Ona  op OF OF
_— _— —4 _— = — .
. 6z + A, 3y Y+ A, 3 (x+y—2)

Le seul point ou ces trois dérivées partielles s’annulent est (—4,6,24)
et f(—4,6) = —23.
2. Pour maximiser le volume

V =xyz

d’un parallélépipede rectangle sous la contrainte que l'aire A de ses
cotés est donnée,
2(zy +yz + zx) = A,
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on introduit la fonction de Lagrange
F(z,y,\) = xyz + X2(zy + yz + zz — A).
On obtient les relations
yz+2\Ny+2) =0, zz+2\N(x+2) =0, zy +2A\(y+z) =0.

D’ou, par symétrie, t =y = z et

. Pour déterminer la distance du point (1,0) & la droite x + 2y = 3, il
faut minimiser la fonction

fla,y) = (@ —1)*+y*

sous la contrainte
4+ 2y =3.

Suivant la premiere méthode, on considere la fonction

5 7 13
F(z)= ia:Q - §$+ T

dont le minimum, 4/5, est atteint au point z = 7/5. Donc la distance
minimum est 2/+/5.

Suivant la méthode de Lagrange, on considére
F(z,y,\) = (x — D)2+ y° + Aa + 2y — 3).

En annulant ses dérivées partielles, on trouve

A
x:1—§, y=-\ z+2y—3=0

d'out A = —4/5,y =4/5 et = 7/5. La distance minimum est atteinte
au point (7/5,4/5) et vaut 2//5.
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3.4 Changements de variables
3.4.1 Une identité
Si f(x,y,z) =0, on a

g g 9 O
0=df = 8xdx+ aydy+ 8Zdz.

Considérant que I'équation initiale définit z comme fonction de = et de y,
on en tire

De méme,
gz _ _ Oy
o).  9f
ox
of

9y\ __ oz
0z ), of
Jdy

et

Multipliant ces trois relations

(2),(5).(3),
Ox y oy), \0z),

Exemple. Dans un systeme thermodynamique dont ’équation d’état est
de la forme f(p,V,T) =0, on a

(5), ), ),

Par exemple, si pV = RT, on a

oT\ _V (%) _ RT (oV _R
op)y R \OV)p V2 \OT p_p

et l'identité est bien vérifiée.
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3.4.2 TUne nouvelle variable

Siz= f(z,y) et si x = z(t) et y = y(t), alors z est en fait une fonction
de ¢t dont on peut calculer la dérivée a ’aide d’une regle de dérivation en

chaine
dz  Ozdr  Ozdy

@t ondt oydt
—t

Exemple. Si z = z + 2%y, x = t? et y = e, on a, directement,

2=t + tet

donc p
d—i — 9t + 437t — the !,

On retrouve le méme résultat en utilisant la regle de dérivation en chaine
puis en substituant :
dz

g = (14 2xy)2t + 2%(—et) = (1 4+ 2t%e7 )2t 4 t*(—e 7).

3.4.3 Deux nouvelles variables

Siz=f(x,y) et siz =x(u,v) et y =y(u,v), on a

0z 0z 0z 0z
d —d —dy et d ——d —d
2z = axx—l—ayye 2 auu—i-avv
En substituant
Oz oz oy oy
dx 8udu—&-adv et dy—adu—l—ad

dans la premiere expression et en comparant les coefficients correspondant
de du et de dv dans la deuxieme, on trouve

0z 0z0x  0z0y

du O du ' Oyou
et

0z 0z0r 0z0y

v Oz v oy oy Ov’
Cette régle s’étend aux fonctions de plus de deux variables. Ainsi, en passant
des variables z,y, z aux variables u, v, w, on aura

g 00r 00y 00z

ou " drou  oyou | 9zou
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ete...
Exemples.
1. Siz=xe*Yetx=u+v,y=u—wv, on peut calculer les dérivées
partielles de z par rapport aux nouvelles variables u,v directement

A partir de I'expression z = (u + v)e?" ou au moyen de la formule
précédente. On trouve
0 0
aTi — e a*i = (1+ 2(u + v))e?.
2. Les coordonnées polaires. Si z = rcosf et y = rsinf, on a
0z 0z 0z
— = —cosf + —sinf
or Ox y
et
0z 0z

. 0z
0= %(—r sin ) + @(r cos ).

3. L’équation de Laplace joue un role important en physique. En coor-
données cartésiennes, elle s’écrit

o s
0x? = oy?

et en coordonnées polaires,
0%z n 10z . 1 0%z
or2  ror  r206?
comme on peut le voir en appliquant la régle de dérivation en chaine
deux fois.

=0

3.4.4 Un cas particulier

Lorsque z = u dans la formule du changement de variables précédente,
il faut utiliser des indices pour bien spécifier de quelles variables il s’agit.

On a
0=\ _ (=) , (2= (2
or ), oz ), dy), \ou/,’
1. Siz=ze" Vetr=u,y=u—wv,o0na

0z 0z
—_— = Iiy 1 —_— pu— v
<8x>y (1+2x)e mais <6m> e’.

Exemple.

v
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2. Considérons a nouveau une mole d’un gaz parfait, pV = RT. Son
entropie S, exprimée en termes de 1" et de V, s’écrit

3
S = §RlnT + RInV + constante

98\ _3R  (0S\ _R
or), 2r’ \ov ), V'

Utilisant plutot les variables T' et p = RT/V, on aura

5
S = iRlnT — Rlnp + autre constante

de telle sorte que

de telle sorte que

(25) —5m, ()
or), 2T’ op ) r P
en accord avec la formule générale.

3.4.5 Les coordonnées sphériques

On peut repérer un point P dans I’espace au moyen de ses coordonnées
cartésiennes x,y,z ou au moyen de ses coordonnées sphériques r, 0, ¢. Ces
dernieres sont définies par les relations

x = rsinf cos ¢
y =rsinfsing

z=rcosb

our >0,0< 6 <7 (attention!) et —7/2 < ¢ < 37/2. La transformation
inverse est

r =22+ y? + 22
z
Va?+y? + 22
6= arctan% siz >0
arctan%—f—w siz < 0.

0 = arccos

La surface r = g est une sphere centrée a ’origine, la surface 8 = 6y est un
cone dont le sommet est a Dorigine et la surface ¢ = ¢ est un demi-plan
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F1G. 9 — Les coordonnées sphériques

appuyé sur ’axe des z. La courbe r = g, 0 = 0y est une parallele, la courbe
r=10,0 = ¢p est un méridien. (Figure 9, page 32).

Exemples.

1. Les coordonnées sphériques du point P de coordonnées cartésiennes
(—1,2,-3) sont

r=+v14
-3
0 = arccos —— = 2,501 ~ 143, 3°
v 14

¢ = arctan(—2) + 7 = 2,034 ~ 116, 5°.

2. Les coordonnées cartésiennes du point P de coordonnées sphériques
(2,7/6,m/4) sont

1
szsin%cosgzﬁ:O,m?

1
yzZsin%sin%zﬁ:O,ﬂ)?

ZZQCOS%:\/§:1,732.
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3. Les coordonnées géographiques de Montréal sont 45, 52° latitude N et
73,57° longitude O. Comme le méridien de Greenwich correspond a
¢ = 0 et comme le rayon de la Terre est » = 6, 378 km, ses coordonnées
cartésiennes dans un repere centré au centre de la Terre seraient

o = rsindd, 48° cos(—73,57°) = 1264 km
y = rsind4,48° sin(—73,57°) = —4286 km
z = rcos44,48° = 4550 km.

4. L’équation de Laplace en trois dimensions est
a5 tas T a3 =0

Il est utile de I’écrire en coordonnées sphériques pour le cas fréquent
ot la fonction f ne dépend que de y/x2 + y2 + 22. Clest

62f+28f 1 0%f cos Of 1 0%f

i T oer T Zsme 00 T reneasr

3.5 Intégrales curvilignes

Le calcul du travail effectué par un systeme thermodynamique ou mécanique
se calcule au moyen d’une intégrale curviligne. L’intégrale curviligne de la
forme différentielle

F(z,y)dr + G(x,y)dy

le long de la courbe
C={(zy) [z =2(t),y=y(t),a <t <b}
est, par définition,
b dx dy
[ F@ats + Gean= [ (P + 660 ) .

Dans le cas, fréquent, ou x = t, cela se simplifie a

/C Fla,y)dz + Gz, y)dy = / b <F(m, y(2)) + Gla, y(:c))ji) da.

RAPPEL SUR LE CALCUL INTEGRAL
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Le théoréme fondamental du calcul exprime que pour toute fonction
continue f, on a

b
[ @ = Pl = F) - Fla)
a
ou F est une primitive de f, ¢’est-a-dire une fonction telle que F'(z) = f(x),

dénotée F(z) = [ f(z)du.
La formule d’intégration par parties est

b b
L/F@M@M=F@ﬂw—ﬂ@@@—/f@ﬁ@ﬂw

et la formule de changement de variable s’écrit

[ 1= [ a

si z(t) croit de a a b lorsque t croit de ¢ a d.

Les regles de calcul des primitives correspondent a celles du calcul des
dérivées.

1. xa+1
o _ : -1
/x dx P si a#
2.
dx
— =Inx
T
3.
/lnmdx:xlnx—x
4.
/ezdx:ez
5.
/cosxdx:sinx
6.

/sina:d:c = —CosZx
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Si la forme différentielle est exacte, dz = F(x,y)dz+G(z,y)dy, 'intégrale
ne dépend que des extrémités de la courbe C puisqu’elle correspond a la
variation de z entre les extrémités de C :

Flasg)de + Gl )y — | % dt = 2(a(8), (b
| Plais + Gy = [ 5t = 2(2(6).90) - 2(a(a).sla)).

Si lon sait que dz = F(z,y)dx + G(x,y)dy est exacte, on peut trouver z
comme suit : d’abord

z—/F(x,y)daH—H(y)

ou H, inconnue, est déterminée par

G(z,y) = ;; (/ F(z,y) da:) + H'(y).

Exemples.

1. En thermodynamique, la différentielle T'dS —pdV est exacte, c’est celle
de I'énergie U du systeme. On a donc (figure 10, page 36)

/ TdS—pdV:/ TdS —pdV =U(B) —U(A)

Cl CQ
quelles que soient les courbes Cy et Co joignant les états A et B et
quelle que soit I’équation d’état du systeme (c’est-a-dire, quelle que
soit l’expression de dS en terme de p et V).

2. Le travail W n’est pas une fonction d’état du systeme, sa « différentielle »
OW = pdV n’est pas exacte et l'intégrale curviligne dépend effective-
ment de la courbe choisie (figure 11, page 36). On a

VB
/ pdV — / padV = pa(Vi — Va)
C1 Va

VB
/ pdV = / ppdV =pp(Ve — Vi)
Cy

Va
Ve V-V V-V PA + DB
/Cgp v (pAVB_VA pBVB_VA> 5 (Ve —Va)
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Cy

Fia. 10 — Intégrale curviligne d’une forme exacte

c, B

Cs

G

Fia. 11 — Intégrale curviligne d’une forme inexacte
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3. La forme différentielle xdx + 2ydy est exacte. On a

2

z:/xda:+H(y):x2+H(y)

puis
2y =0+ H'(y)

donc H(y) = y? et z = 22/2 + 3? & une constante additive pres.

3.6 Intégrales doubles

La valeur moyenne f dune fonction continue de deux variables f(z,v)
dans une région A du plan R? se calcule au moyen d’une intégrale double :

f—amieA/Af@wMA

Lorsque A est un rectangle,

A={(z,y)|la<z<bec<y<d}

//Aﬂx,y)dA:/cd </abf<a:,y>da:) dyz/ab (/jf(ac,y)dy) dz

car la valeur de l’intégrale itérée ne dépend pas de I'ordre d’intégration. Si
A est plus complexe,

A={(z,y) la<z <bc(x) <y <d@)}={(zy)|aly) <z <bly),c<y<d}

on a

//Af(rc,y)dAz/cd< a:?)f(m,y)dm> dy:/ab (/ﬁ?f@,;,)@) dzx

et 'ordre d’intégration n’importe pas non plus (mais attention aux bornes
d’intégration!).

Exemples.
L. Sif(z,y)=2?y+zet A={(z,y)|0<z<1,2<y<4}, aire de 4
vaut 2 et
4 1 4 y 1
//f(a:,y) dA—/ (/ (x2y+x)dac> dy—/ <—|—> dy =3
A 2 0 2 \3 2
donc f = 3/2.
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2. Si f(z,y) =a?y+zet A={(z,9)|0<2r<1,0<y<lz+y<l1},
Paire de A vautl/2 et

//Af(a:l,y) dA:/O1 </01_x(x2y+x)dy> dx
:/O <W+x(1—x)> dmz%

donc f = 11/30.
3. Si f(r,y) =zsinmtyet A={(z,y) |0<x<1,2<y<4},ona

4 1 4 1
// f(ac,y)dA:/ </ xsinwydw) dy:/ sinwydy/ xdr =0
A 2 \Jo 2 0

donc f = 0.
4. Si f(z,y) =zsinmtyet A={(z,y) |0<x<1,0<y<z},ona

//Af(x,y) dA:/Ol (/jwsinwydy) dx

. 1
21 — cos ) r?>  cosmxr xsinmx
= —dr = — — —
0

T 2 3 w2 0o 2m w3

5. Si f(x,y) > 0, intégrale double

//Af(:my)dA

donne le volume compris entre les surfaces z = f(x,y) et z = 0 au-
dessus de A. Par exemple, le volume du tétraedre

V={(zr,y,2) | 0<z<1,0<y<l,0<z<l,z+y+2z<1}

J[a=2-waa

ot A={(z,y) |0<zx<1,0<y<1l,z+y <1}, cest-a-dire

/01 (/le(l—x—y)dy> dx:é.
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3.6.1 Utilisation des coordonnées polaires

Lorsque la région A présente une symétrie circulaire ou que la fonction

f(z,y) ne dépend que de \/x2 + y2, on peut utiliser les coordonnées polaires
r, 0. Puisque ’élément d’aire dA est

dA = dxdy = rdrdf

(figure 12, page 40), on a

//Af(mvy)dAZ//Af(rcosﬁ,rsinﬁ)rdrd&

(ne pas oublier le r!)

Exemples.

L Si fa,y) =a% et A= {(x,y) |22 +y> <1}, ona

1 2m
// f(x,y)dA:// f(rcos@,rsin&)rdrd@z/ </ 7’3C0829d9) dr
A A 0 0
1 2w T
:/ r?’dr/ cos>0df = =~
0 0 4

2. Lorsque A n’est pas bornée, il faut calculer une limite supplémentaire.

2 .2 y2
// e Y 5 5 dA =
R2 4 +y
// e_r2 sin?fdA = lim // e_’”2 sin? 0 dA
R2 a—+0o0 r<a

a 2m —a?
1—
= lim e_”grdr/ sin?0df = lim 71'(76):
0 0

™
a——+o00o a——+00 2 2

3. En calcul des probabilités, on utilise beaucoup la relation
o0 5
/ e 2 dx = \/2n.
—00

En calculant le carré de l'intégrale via les coordonnées polaires :

+oo +oo 2 o +m +oo 5
/ / @2 gy — / / 12 drdf
—oo J—00 —m JO
+m +oo
:/ <—e_r2/2 > df = 2m.

r=0
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rdrdé

dr

do

Fi1G. 12 — L’élément d’aire en coordonnées polaires

3.7 Intégrales triples

La valeur moyenne f d’une fonction continue de trois variables f(z,v, 2)
dans une région V de I'espace R? se calcule au moyen d’une intégrale triple :

f= volumi de V ///v f@g, ) dv.

Exemples.
1. Si f(z,y,2) = 23?23 et
V={(z,y,2) | 0<x<a,0<y<b0<z<c},

le volume de V est abc et

///Vf(il?’y,z)dVZ/Oa </Ob </Oc:ry223dz> dy> dx:a;b;c:

de telle sorte que
ab*c?
24

N

40



2. Lorsque f(z,y,z) > 0, l'intégrale triple peut toujours s’interpréter
comme la masse d’un solide V' de densité variable. Par exemple, si sa
densité est

f(-T,y7 Z) = (1 - Z)ye—wy’

la masse du cube

V=A{(z,y,2) | 0<z<1,0<y<1,0<z<1}

est
///Vf(x,y,z)dV:/Ol (/01 (/01(1—z)yexyda:> dy) iz
:/01 </01(1—z)(1—e_y)dy) di= o

3.7.1 Utilisation des coordonnées sphériques

Lorsque la région V présente une symétrie par rapport a un point ou

que la fonction f(z,y,z) ne dépend que de /22 + y2 + 22, on peut utiliser
les coordonnées sphériques r, 8, ¢. Puisque

dV = dxdydz = dr x rdf x rsin 0de,

on a
/// f(z,y,2)dV = /// f(rsin @ cos ¢, r sin § sin ¢,  cos )r? sin O drdfde.
v 1%
Exemples.
1. La masse de la sphére de rayon a et de densité f(x,y,z) = a —

Va2 4+ y2 + 22 est

/027r (/OW (/Oa(a—r)r2sin9dr> d9> do
:/O%dgb /Owsin0d0 /Oa(ar)ﬂdr:?.

Le volume de la sphere étant 4ma®/3, cela correspond & une densité
moyenne de a/4.
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2. La valeur moyenne de la fonction f(x,y, z) = z sur 'hémispere

V={(z,y,2) | 2* +y* + 2* < a®, 2 > 0}
e

st
3 2 w/2 a
3/// zdV = / / </ rcos@r2sin0dr) do | do
2ma v 0 0 0

3 27 w/2 a
= 3 / do / sin 6 cos 0 df / 3 dr
2ma 0 0 0

3 5 ~ cos20 204 3
a3 " 4

3
2ma3

o 4 8

3.8 Exercices

1. Calculer les dérivées partielles d’ordre un et d’ordre deux des fonctions
suivantes et vérifier I'égalité des dérivées d’ordre deux mixtes :

f(z,y) = e * cos(z + 2y)

f(z,y) =In(z* —y)

1

f(l'7y7z) = T
V2 +y? + 22

2. L’équation d’état d’un gaz étant

1,85 x 1076
p"i’T

v ), ar ),

3. Deux fonctions f(z,y) et g(z,y) ayant les mémes dérivées partielles
par rapport & x sont-elles nécessairement égales? Et si elles ont en
plus les mémes dérivées partielles par rapport a y ?

> (V =5 x107%) =2 2T,

calculer

4. Calculer, pour un gaz obéissant a I’équation de Van der Waals

V2

la différentielle dp en fonction des différentielles dV', dT" et dn (a et b
sont des constantes).

2
(p + ”“) (V — nb) = nRT,
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10.

L’entropie S d’un mélange de n gaz parfaits est, en fonction des frac-
tions molaires xj des composantes,

S = —RZxklnxk.
k=1

Exprimer dS en termes des différentielles dxy,.

A partir d’'une mesure du diametre de sa base 13,2 £ 0,1 mm et
d’une mesure de sa hauteur 30,1 £0,1 mm, on calcule le volume d’un
cylindre. Calculer 'erreur relative commise sur le volume.

Pour un gaz obéissant a I’équation de Van der Waals,
a
(v + W> (V —b) = RT,

I’énergie interne est

3 a
—RT — —.
2 Vv

Vérifier que Q) = dU + pdV n’est pas une différentielle exacte mais
que 6Q/T Dest.

Déterminer les points critiques des fonctions suivantes

U:

fla,y) =2 —y+ 2zy + 5% + ¢

flz,y) =z +y+ 3zy — 2% — 2¢°
fla,y) = (@ +y)+ (z —y)*
flz,y) =z + 4oy + 23 — y2.

et préciser leur nature.

Calculer la droite des moindres carrés pour les données correspondant
a la figure 8, page 25 :

x|1 [2[3]4 5
v 215419/

Déterminer les point critiques des fonctions suivantes sous les contraintes
indiquées :
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11.

12.

13.

14.

15.

f@yz)=1-2)1-y)(1-2), z+y+2z=1

flz,y,2) =xzlnz+ylny+zlnz, x+y+2z=12>0,y >0,2>0

2 2 2
X z
f(w,y72)=¥+%2+c—2, z+y+2z=N.

(5), 6,69,
),

(p+%) (V —b) = RT.

Utiliser l'identité

pour obtenir

si

Si z = In(z% 4 2y?) et si x = cost, y = sint, calculer dz/dt. Vérifier la
regle de dérivation en chaine sur cet exemple.

Une fonction f d’un point P du plan est proportionnelle au loga-
rithme de sa distance a ’origine. Ecrire la formule pour f puis calculer
ses dérivées partielles en coordonnées cartésiennes d’abord, en coor-
données polaires ensuite. Vérifier la regle de dérivation en chaine sur
cet exemple. Vérifier que f satisfait I’équation de Laplace.

L’énergie interne d’un gaz parfait (pV = RT') est U = (3/2)RT et son
entropie est

S = gRan—lenV.

Calculer les dérivées partielles suivantes :

oS\ (os\ (0s\ . (oS
ov ), \ou),’ \oVv » o)y
Les coordonnées géographiques de Québec sont 46,82°N, 71,23°0.

Quelles sont ses coordonnées cartésiennes dans un repere centré au
centre de la Terre?
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.
23.

24.

Une fonction f d’un point P dans ’espace est proportionnelle a I'in-
verse de sa distance a l'origine. Ecrire la formule pour f puis cal-
culer ses dérivées partielles en coordonnées cartésiennes d’abord, en
coordonnées sphériques ensuite. Vérifier que f satisfait 1’équation de
Laplace.

Calculer 'intégrale curviligne

/ zy dr + x dy
C

le long de la droite joignant (0,0) a (1, 1) puis le long de la ligne brisée
passant par (0,0), (1,0) et (1,1).

Calculer 'intégrale curviligne

/xdw—i—dey
C

le long des mémes courbes.

Calculer

// ze ¥ dzdy
A

si A est le rectangle décrit par 0 < z < a, 0 <y < b.

Calculer la valeur moyenne de f(z,y) = = dans le triangle A de som-
mets (0,0), (1,0) et (1,1).
Calculer la valeur moyenne de la température T dans une plaque cir-

culaire A décrite par 22 4+ y? < R? si au point (z,y) cette température
vaut

T(z,y) = Tpe™ V**HY*,
Calculer le volume du cone A donné par 0 < z < R — \/x2 + 32

Calculer la masse du tétraedre V déterminé par les inégalités x >
0,y >0,z>0et x+y+ 2z <1 sisadensité au point (x,y, 2) est z.

La distance moyenne d entre le proton et 1’électron de ’atome d’hy-
drogene est donnée par 'intégrale

L /// Va2 +y? + 22 2VEHIH/0 godyd.
R3

masd

Calculer d. (Suggestion : intégrer par parties).
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4 Vecteurs

La physique utilise régulierement des vecteurs pour représenter des quan-
tités ayant a la fois une grandeur et une direction. On écrit

V = (Vg,0y,0;) = Vi + v + vk

ou
i=(1,0,0), j=(0,1,0), k=(0,0,1)

et 'addition et la multiplication des vecteurs par des nombres sont définies
par
V4 W = (Uy + Wy, vy + wy, v, +w,)

et
cv = (g, cuy, cvy).

4.1 Géométrie analytique vectorielle
4.1.1 Le produit scalaire

Le produit scalaire des vecteurs v et w est le nombre défini par
VW = U Wy + UyWy + VW,
Son expression géométrique est

vw = [[v]wl cos

VI =v v = /()2 + (0 + (02)?

désigne la norme du vecteur v et 0 est le petit angle formé par v et w :
0<o<m.

(Figure 13, page 47). Les vecteurs sont dit orthogonauz lorsque 6 = 7 /2. Ces
deux expressions pour le produit scalaire permettent de calculer facilement
I’angle qu’ils forment.

Exemple. Calculons le produit scalaire des vecteurs v = (1,2,3) et w =
(4,5,6) et 'angle qu’ils forment. On a

v-w=4+10+ 18 = 32,
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F1c. 13 — Le produit scalaire

vl = VI+4+9=V14, |w| = VI6+25+36 = V77

et
32
0 = arccos —— = 0,2257 ~ 13°.

V13VTT

On désigne par r = (z,y,2) le vecteur position du point P de coor-
données (z,vy, z). L’équation du plan passant par le point ro = (z0, 30, 20) et
perpendiculaire & la direction déterminée par le vecteur n = (ng, ny, n.),

na(x — x0) + ny(y — Yo) + nz(z — 20) =0,
peut s’écrire simplement en utilisant le produit scalaire :
n-(r—rg) =0.

Exemple.

1. L’équation du plan passant par le point (1,2,3) et orthogonal a la
direction du vecteur (4,5,6) est

(47576) : ((a:,y, Z) - (1’273)) =0
c’est-a-dire

4x 4+ by + 62 = 32.
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2. Réciproquement, la direction normale au plan d’équation
ar +by+cz=d
est celle du vecteur n = (a, b, ¢) et, pour point ry, on peut choisir n’im-
porte quel point satisfaisant 1’équation, par exemple, ro = (d/a,0,0)
si a # 0.
4.1.2 Le produit vectoriel
Le produit vectoriel des vecteurs v et w est le vecteur v x w défini par
VX W = (vyw, — vwy)i+ (VW — Vw,)j + (Vpwy — vywy)k.

Ce vecteur v X w

1. a pour norme
v x wl| = [[v]|[|w]| sin 6;

2. est orthogonal a v et a w;
3. est tel que les vecteurs v, w et v X w soient orientés de la méme facon
que le sont les vecteurs i, j et k.(Figure 14, page 48).

VXW

Y

Fi1c. 14 — Le produit vectoriel

L’expression habituelle du produit vectoriel utilise un déterminant :
i j k
v X w = det Vg Uy Uy
Wy Wy W,

RAPPEL SUR LES DETERMINANTS

Regles de calcul.
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1.

Le déterminant d’une matrice carrée A d’ordre deux est :

d a1 aiz \
et = a11a22 — A12021-
as1  a

2. Le déterminant d’une matrice carrée A d’ordre n > 3 se calcule par

récurrence. On choisit une ligne ou une colonne et on développe suivant
cette ligne ou cette colonne. Par exemple, en choisissant la ligne ¢, on
a

aix; a2 - Aln
n
agy az - A, L
det . . . = E (—1)Z+JCL1‘]’ det(A”)
: : e : j:1
anl1 Aap2 - dpn

ou A;; désigne la matrice carrée d’ordre n — 1 obtenue de A en y
enlevant la ligne ¢ et la colonne j.

Propriétés.

1.

Si I'on permute deux lignes ou deux colonnes d’une matrice carrée,
I’on change le signe de son déterminant. En particulier, si deux lignes
ou deux colonnes sont identiques, le déterminant est nul.

Le déterminant d’une matrice triangulaire (c’est a dire telle que a;; = 0
pour tout 7 > j ou telle que a;; = 0 pour tout 7 < j) est égal au produit
des entrées diagonales a;;. En particulier, le déterminant d’une matrice
diagonale est égal au produit de ses entrées.

Le déterminant de la matrice transposée AT de A, c’est-a-dire de la
matrice dont les lignes sont les colonnes de A, est égal a celui de A.

Exemples.

1.

2.

On a
1 2 3

det| 4 5 6 = det 5 6 —2det 46 +3 det 45 =0
78 9 8 9 79 7 8

En développant suivant la deuxieme ligne,

(1) Bl 2 ; 1 -1 2 1 =1 0

det = —4det 1 2 1 |+3det 1 2 0
L2 01 4 -2 5 4 -2 -1
4 -2 -1 5
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3. Développant suivant la premiére colonne,

1 2 3 4
056 7 > 6T 8 9
det =det| 0 8 9 = ddet = 400.
008 9 00 10 0 10
0 0 0 10
Exemple. Calculons le produit vectoriel des vecteurs v = (1,2,3) et
w = (4,5,6). On a
i j k
(1,2,3) x (4,5,6) =det [ 1 2 3 | = —3i+6j— 3k.
4 5 6

On a bien

v x w|| = v9+ 36+ 9 = V14V 77sin 0, 2257 = 7, 348.

L’équation du plan passant par trois points ri, ro et rs peut sécrire
simplement en utilisant le produit vectoriel :

(ro—ry) x(r3—ry)-(r—ry)=0.
Exemple. L’équation du plan passant par (0,0,0), (1,2,3) et (4,5,6) est
(1,2,3) x (4,5,6) - (z,y,2) =0

c’est-a-dire
r—2y+2z=0.

L’aire d’un parallélogramme de cotés v et w est ||[v x w|| et le volume
d’un parallélépipede d’arétes u, v et w est |[u x v - w|.

-+

Exemple. L’aire du triangle de cotés (1,2,3) et (4,5,6) est

oE
=

1
5”(1’2’3) X (47576)H =

Le volume du parallélépipede d’arétes (1,0,0), (1,2,3) et (4,5,6) est

1
1(1,2,3) x (4,5,6) - (1,0,0)| = |det | 1 =3,
4

ot N O
S W O
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4.2 Calcul vectoriel
4.2.1 Meécanique newtonienne

En mécanique newtonienne, la position r(t), la vitesse v(t) = dr(t)/dt et
laccélération a(t) = dv(t)/dt d’une particule de masse m sont des quantités
vectorielles soumises & la loi de Newton

F = ma.

Exemple. Pour une particule se déplacant le long d’une hélice circulaire
de rayon 2 et de pas 7, on a

r=2costi+ 2sintj+ Ttk,

v =—-2sinti+ 2costj+ Tk

et
a=—2costi—2sintj.

La particule subit une force centripéte
F = —2m(costi—+ sintj)

sans aucune composante verticale.

4.2.2 Gradient d’un champ scalaire

En physique, une fonction d’un point de l’espace R3 s’appelle un champ ;
il peut étre scalaire ou vectoriel. Pour ’étudier, on emploie le « vecteur-

opérateur » (lire nabla) :
g o0 0
v ()

Le gradient d’un champ scalaire f(z,y, z) est ainsi défini par

_ (9f 9f of
V1= (G 5y 5:)

C’est un champ vectoriel qui mesure la variation de f dans l'espace. Sa
direction en un point est toujours celle de variation maximale du champ f
en ce point. En général, si u est un vecteur unitaire (||ul| = 1), la variation
de f dans la direction de u est Vf - u.

Exemples.
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1. Pour le champ de température

1
T="1Ty— <x2+y2+322>7

on a 5
VT = <—2x, —2y, — 32) .

La variation maximale de température au point (1, 1, 1) s’effectue dans
la direction du vecteur VT'(1,1,1) = (—2,—2,—2/3). Sa variation au
point (1,1, 1) dans la direction du vecteur (i+2j+k)/v/6 est —14/3/6.

2. La concentration d’une substance dans un cylindre de rayon R, 22 +
y? < R?, et de hauteur H, 0 < z < H, étant donnée par

z

p=po(R? —a® —y)e?,
son gradient est
Vp = (—2zpoe*, —2ypoe %, —po(R> — 2% — y?)e "

Au point (0,0,0), la concentration est maximale, p(0,0,0) = poR?,
et elle varie le plus rapidement dans la direction de Vp(0,0,0) =
(0,0, —pR?), c’est-a-dire, verticalement.

4.2.3 Divergence d’un champ vectoriel

La divergence d’un champ vectoriel F(z,y, z) est une mesure de sa dis-
persion autour du point ou elle est calculée. C’est un champ scalaire défini
par

oF, OF, OF,
V-F=""+ R

Exemples.
1. Le champ électrostatique créé par une charge électrique unité au repos
a lorigine est
Be_ F __ zi+yj+ zk
ll® (2% + g2+ 22)32

Sa divergence est nulle :

V-E=0.

2. Pour le champ
F = (xy,yz, zz),

on a
V-F=z+4+y+=z
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4.2.4 Rotationnel d’un champ vectoriel

Le rotationnel d’un champ vectoriel F(z,y, z) est une mesure de sa ro-
tation sur lui méme. C’est un champ vectoriel défini par

Vx]?-(an OF, OF, OF. OF, amj w2 d 5
- - ) - ) - = ox Oy Oz
oy 0z ' 0z 0z ' Ox dy F, F, F.

Exemples.
1. Pour le champ électrostatique E, le rotationnel est nul :

VXxE=0.
2. Pour le champ
F = (2y,yz, 22),
on a

VX F = (—y,—z —).

4.2.5 Travail

Le travail effectué par un champ de forces F (tel un champ électrique
ou gravitationnel) lors d’un déplacement d’un point A & un point B le long
d’un chemin C, est, par définition, donné par une intégrale curviligne dans

I’espace :
W:/F-dr:/Fggdx—i—Fydy—i—dez.
C C

Une telle intégrale s’évalue comme une intégrale curviligne plane, en pa-

ramétrant la courbe C' :

/EMWH%@+QQ
C
b " 2
= [ (B0, 20) 5 + By 01,000,200 % + 0,000, () )

Dans le cas trés important ou le champ est conservatif, ¢’est-a-dire ou il
existe une fonction énergie potentielle V telle que

F=-VV,
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ce travail est indépendant du chemin C' effectivement suivi pour joindre
les points A et B et est égal au changement d’énergie potentielle entre ces
points :

oV oV B
W =— / —d +—d +a—d / dV =V (A) - V(B).
A
Exemple. Le champ électrostatique E est conservatif et
1 1
Il 22+ y2 + 22
comme on le vérifie facilement. Par suite,

1 1
W:/ E.-dr= — .
A \/A§+A§+A§ \/B§+B§+B§

4.3 Exercices

1. Ecrire I’équation du plan passant par le point (1,2, —2) et orthogonal
au vecteur (1,—2,—3).

2. Calculer I'angle formé par les plans d’équation z +y — 2z =0 et 7z +

y+ 2z =6.

3. Ecrire ’équation du plan passant par les points (1,2,-2), (0,—1,5) et
(1,1,0).

4. Calculer le volume du parallélépipede d’arétes (1,2, —2), (0,—1,5) et
(1,1,0).

5. Le vecteur position d’un corps de masse unité est

1
r=e ‘costi+e tsintj+ —k.

144
Calculer la force qu’il subit.

6. La densité d’un fluide dans un cylindre vertical de rayon R et de hau-
teur H est

flx,y,2) = B = (2% +y%)e ™.
Calculer son gradient V f. Déterminer la direction dans laquelle la
densité varie le plus rapidement au point (R/2,0, H/2). Calculer son
taux de variation au point (R/2, R/2, H/2) dans la direction du vecteur

i+j+k)/V3.
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7. La vitesse d’écoulement d’un fluide est
_ .2 24 . 2
v(z,y,2) = (2 — y°)i+ yzj + zy“zk.
Calculer sa divergence et son rotationnel.
8. Soit le champ de forces

F(z,y,2z) = —2zxi+2yj— k.

Calculer le travail effectué lorsque 1'on se déplace du point (0,0,0) au
point (1,1,1) le long de la droite unissant ces deux points. Vérifier que
le champ est conservatif et que le potentiel est

V(z,y,z) =22 —y* + 2.

Calculer le travail effectué lorsque 1'on se déplace du point (0,0,0) au
point(1,1,1) le long de la courbe paramétrée par

2t
r=——, y=tcos2nt, z=1 avec 0 <t <1.
1-+1¢
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5 Equations différentielles ordinaires

Une équation différentielle ordinaire est une équation faisant interve-
nir une fonction inconnue d’une variable x(t) et certaines de ses dérivées;
il s’agit de déterminer la fonction a partir de I’équation et d’une ou plu-
sieurs conditions supplémentaires. De nombreux problemes physiques sont
modélisés par des équation différentielles.

5.1 Equations du premier ordre

Une telle équation ne fait apparaitre que la premiere dérivée z/(t) de
la fonction inconnue z(t). Une condition initiale x(0) = xz¢ suffit pour
déterminer uniquement la solution.

5.1.1 Equations séparables
Lorsque I'équation est de la forme
dx
S t
= @)glt),
on peut séparer la variable ¢ de la fonction x et intégrer :
x dy /t
—— = [ g(s)ds.
x0 f(y) 0
Exemples.

1. La solution du probleme

% =rz, x(0) =x9 (r > 0)

est

x = xpe't.

2. La solution du probleme

dx
i —kz, x(0) =z (k> 0)

est

r = moe_kt.
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3. La solution du probleme
d
d—f = —tx, z(0) =z
est

42
T = xp€ /2,

(Figure 15, page 57).
X

30]

2.5%

2.0E

1.5%

1.0%

05F

Fic. 15 - Equations séparables

On rencontre des équations différentielles de ce type en stoechiométrie.

1. Un réactif A — produits (réaction d’ordre un).
Désignons par [A] la concentration du produit A en fonction du temps.

Alors dlA]

Tl —k[A]
et

[A] = [AJoe™™

2. Un réactif A — produits (réaction d’ordre 2). On a maintenant

1 d[A]
2~ A

et
[A]o

A= 3 + 2kt[A]o”
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3. Deux réactifs A + B — produits (réaction d’ordre 2). On a deux

équations
d[A] _ d[B] _
En posant a = [A]p, b = [Blo, * = a — [A4] et y = b — [B], elles
deviennent
dx dy
— =k(a—x)(b—y), z(0) =0 et — =k(a—2x)(b—1y), y(0)=0.
dt dt
Autrement dit, r = y et
dx
i k(a —z)(b—z), x(0) = 0.
En séparant les variables, on trouve, dans le cas ou a = b,
[Ao
A= ————
[4] 1+ kt[A]p

et dans le cas ou a # b, en décomposant en fractions partielles,

(a—a:)l(b—sc) :bia <aix_bix>’

on obtient B B
0

5.1.2 L’équation linéaire d’ordre un

On considere
dzx

q + p(t)x = r(t)

ou p(t) et r(t) sont des fonctions données. On pose

Alors I’équation précédente est équivalente a 1’équation

d
7 (meP(t)) = r(t)e"®

et sa solution générale est

x = </r(t)ep(t) dt + C’> e P
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ou C est une constante.
Exemple. On considere la réaction chimique
k k
A2 B =2,

Elle se traduit par les équations

diA] _ d[B]

d[C]
ek 1[4], L

= k1[A] — ko[B], o k2| B]

sous les conditions initiales [B]y = [C]o = 0. La premiere est séparable et
admet pour solution
[A] = [AJoe™™,

la deuxiéme, une fois [A] remplacée par I’expression précédente, est linéaire
et admet pour solution

[B] =
ky [A]ote_th si k1 = ko.

Quant a [C], on 'obtient de

1.0 K
0.8
0.6
0.4

02 /

FiGc. 16 — Réactifs, k1 < ko
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Fi1G. 17 — Réactifs, k1 = ko

Fic. 18 — Réactifs, k1 > ko
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5.2 E‘quations du second ordre
5.2.1 L’équation linéaire d’ordre deux
L’équation linéaire homogene d’ordre deux est

2

% + a% +by=0

ol a et b sont des constantes. Parce qu’elle est d’ordre deux, sa solution
générale contient deux constantes et parce qu’elle est linéaire, toute combi-
naison linéaire c1y1 +coys de solutions y; et yo est une solution. En cherchant
une solution de la forme y = e*®, on voit que le parametre \ doit satisfaire
I’équation algébrique

M 4+ad+b=0

c’est-a-dire que
5= —a++Va?—4b
I —
Trois cas sont possibles.

1. a? —4b > 0. Alors on a deux racines réelles distinctes

—a++Va?—4b —a—+Va?—4b
f et AQ:#

et la solution générale de ’équation différentielle est

A=
y = c1eM® 4 ce??,
Exemple. La solution générale de ’équation différentielle
y' =3y +2y=0

est
Yy = c1%® + coe®.

Si y(0) =1 et y/(0) = 0, elle devient
y = —e?® + 2%,
2. a® — 4b = 0. Alors on a une racine réelle double

Ao =—=
07 2
et la solution générale de I’équation différentielle est

y = (c1 4 cox)e®.
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3. a®> — 4b < 0. Alors on a deux racines complexes conjuguées

—a+ivV4b — a?
5 )

A\ =

En posant
V4b — a?
2
et en utilisant la formule d’Euler, la solution générale de 1’équation
différentielle peut s’écrire comme

W

+ C2e—iwx)

_a
y=e 27 (cle
ou comme
_a .
y=e 2% (ki coswr + ke sinwz) .

Exemple. La solution générale de I’équation différentielle
y'+y +y=0
peut se mettre sous la forme

Y= e /2 (61«6”"@”/2 + cze_i‘/gxﬂ)
ou sous la forme
y= e %/2 (kzl cos \éga: + ko sin ?m) .

Si y(0) =0 et 3/ (0) = 1, elle devient

_ e—:r:/2 <_ 76“/350/2 + 6—1\/31‘/2)
/ V3 V3
ou encore
2 3
Yy = ﬁe_x/Q sin 7.%'
Les équations d’ordre deux interviennent en physique a cause de la
deuxieme loi de Newton, F' = ma.

Exemple. L’oscillateur harmonique.
Une particule de masse m soumise a une force de rappel F' = —kx obéit
a I’équation différentielle
d*x f —
mﬁ + kx = 0.
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dont la solution générale est

T = c1 coswt + ¢y sinwt

| k
w=4/—.
m

2(0) = A et 2/(0) =0,

si I'on pose

Sous les conditions initiales

on trouve
z = Acoswt.

La période des oscillations est 27 /w et leur fréquence est w/2mw. Comme la
force F' dérive d’un potentiel

1
V = —ka?,
2
I’énergie totale F/ du systeme est constante. Son énergie cinétique est
2 1, 9 . 9
T=—-—mv°= §kA sin” wt
et son énergie potentielle
Lo 9
V= 51@4 cos” wt

de telle sorte que
1
E=T+V = 51@42.
(Figure 19, page 64).

Exemple. L’équation de Schrédinger en une dimension.
Soit a résoudre ’équation

h? >
————— = FEV
2m dz?
sous les conditions auz limites
U(0)=v(1)=0



Fi1c. 19 — L’oscillateur harmonique

(h est une constante, m est donnée mais E est inconnue & priori). Ecrivant
w=V2mE /h, la solution générale de

v,
W—i—w \IJZO

est
U = ¢1 coswx + ¢ sinwx.

Pour satisfaire les conditions aux bords, il faut que

nm

w = T avec n=1,2,3,...
La solution est alors
. nw
v,, = C,, sin T
et le niveau d’énergie possible correspondant est
B n?h?
" 8mi?

ou h = 27h.

5.2.2 Fonctions spéciales

Pour résoudre une équation a coefficients non constants,



la méthode de base consiste a la chercher sous la forme d’une série généralisée

+oo
y=x" g apa®
k=0

et & déterminer les coefficients inconnus ay, en utilisant I’équation. C’est ainsi
que 'on obtient de nouvelles fonctions, les fonctions spéciales de la physique
mathématique. Leurs propriétés sont bien connues des mathématiciens.
1. Les polynémes de Legendre sont des solutions y = P;(x) de 1’équation
(1 —2%)y" —2zy +1(1+ 1)y = 0.
Les premiers sont

3 1
PO(:C):17P1($):x,PQ(LU):igj‘Q—i?”‘

2. Les polynémes d’Hermite sont des solutions y = H,,(z) de 1’équation
y" — 22y +2ny = 0.
Les premiers sont
Hy(z) =1, Hy(z) = 2z, Ho(z) = 42° — 2, . ..
3. Les polynomes de Laguerre sont des solutions y = L, (x) de I"équation
2y’ + (1 —x)y +ny=0.
Les premiers sont
Lo(x) =1,L1(z) =1 — 2, Lo(x) = 2° — 4z + 2,. ..
4. Les fonctions de Bessel sont des solutions y = J,,(z) de I"équation
22y oy + (2 —n?)y =0

(n n’est pas nécessairement un entier). On a par exemple

2 2
Jija(z) = \/%SIHZL‘, J_1/2(x) = \/gcosx

et




Exemples.
1. On sait que la solution générale de 3y’ +y = 0 est y = Ce . Avec la
méthode des séries, on pose

y=ao+a1m—|—a2w2—l—a3$3~l—--~
donc
Y = ay + 2a9x + 3azz® + - -
de telle sorte que ’on veut avoir
(ap + a1) + (a1 + 2a9)z + (a3 + 3az)z® +--- =0

pour tout z. Egalant a 0 les coeflicients de chacune des puissances de
T, on trouve

ap+ay =ay+2a3 =azx+3a3=---=0
ce qui conduit a
1 1 (—1)k
Ok = = 7.0k—1 = mak—2 =T gy o

Donc

“+oo (_1)k
Y = ag Z o zF = ape™®
k=0 )

comme de bien entendu.

2. Pour résoudre ’équation d’Airy,
y" — 2y =0,
on pose
y:a0+a1x+a2x2+a3x3+~-

Apres substitution dans ’équation, on obtient les relations

as =0,

7.6 7-6-4-3
ag:—zo,...
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5.3

de telle sorte que la solution est

23 25 zt z’
— 1 )
Y ao<+2‘3+2‘3.5‘6+ )+a1<x+3.4+3.4‘6.7+

Exercices

sous la condition initiale x(0) = zg :

. (1 —I—t2)xd—x =t.

dx 9,9
J— t —
dt

i
Obtenir la solution des chacune des équation différentielles suivantes
sous la condition initiale z(0) = xg :

dz ,  dx

— —xr=— — =1.
7t x e, dt—i—x

Une substance radioactive se décompose suivant 1’équation différentielle

aQ _

=k
T @

ou () est la quantité de cette matiere restante a 'instant ¢. Sachant
qu’un masse de radium met 1 600 ans a diminuer de moitié, déterminer
la constante k pour le radium puis calculer le pourcentage d’une masse
donnée de radium subsistant apres 100 ans.

. La loi de refroidissement de Newton exprime qu’en certaines circons-

tances, un corps a la température T et plongé dans un milieu a la
température S (S < T) se refroidira de telle sorte que la vitesse de re-
froidissement sera proportionnelle a la différence de température T'— S
entre le corps et le milieu ambiant. Poser puis résoudre (en termes de
To = T(0)) I'équation différentielle appropriée. Calculer

lim T(t)

T——+00

pour la solution obtenue.

5. Vérifier que la solution du probléeme

dzx

i k(a —x)(b—x), =(0) =0
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est

v ka’t
1+ kat
sia=bet
1— ek(afb)t
T A L ek(a—bt
si a # b. Calculer
lim x(t)
t——+00

dans les deux cas.

. Résoudre I'équation de l'oscillateur harmonique lorsqu’un petit amor-
tissement proportionnel a la vitesse est présent, c’est-a-dire résoudre
I’équation différentielle

d2z dzx

ﬁ—Fuaﬁ-kx:O, x(0) = xo, .’El(()) =0

avec pu < 2Vk.

. Résoudre I’équation différentielle

d%y

-7 =0, y(0)=1,%'(0) =0

T2 Y y(0) =1,4'(0)
par la méthode des séries entieres, en posant

y:a0+a1x+a2x2+a3x3+~-
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6 Equations aux dérivées partielles

Une équation aux dérivées partielles est une équation faisant intervenir
une fonction inconnue de plusieurs variables et certaines de ses dérivées
partielles ; il s’agit de déterminer la fonction a partir de I’équation et d’une ou
plusieurs conditions supplémentaires. La méthode de résolution de base est
celle de la séparation des variables couplée a la représentation des fonctions
par des séries de Fourier.

6.1 Séparation des variables

La méthode consiste par exemple a chercher une fonction de deux va-
riables f(z,y) en la supposant de la forme f(z,y) = X (2)Y (y).

Exemple. Soit a résoudre I’équation

of  of _

%+7a—y—0.

On suppose que f(z,y) = X(x)Y (y). Alors, on veut que
X'(2)Y (y) + 7X (2)Y'(y) = 0

c’est-a-dire
X' 7Y’
X~ v

Puisque le membre de gauche ne dépend que de x et que le membre de
droite ne dépend que de y, ils doivent étre tous les deux égaux a une
méme constante C. On obtient ainsi deux équations différentielles ordinaires
découplées

X' =CX et V= —%Y
dont les solutions respectives sont
X = Xpe*
et
Y = Yy ¢/7v,

Une solution de I’équation originale est donc

fa,y) = AcCE/D,
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Il est facile maintenant de vérifier que toute fonction de la forme
flx,y) = F(x —y/7)
est une solution.

L’équation de Schrodinger en deux dimensions.
Soit & résoudre 1’équation

B (02T %W
“gm (e 32 ) =Y

sous les conditions aux limites
U(0,y) = ¥(a,y) = ¥(z,0) = ¥(z,b) = 0.

Posant ¥ = XY on trouve

X" + Y” _ 2mE
X Y R
D’Ofl " "
X— = —w? Y— = —w? avec w24 w?= 2mb
X oy Y z vy ORp2
Pour
X" +wiX =0, X(0) = X(a) =0,
on a -
X, =sinp—x avec p=1,2,3,...
a
et pour
V"' +wlY =0, Y(0) =Y(b) =0,
on a

Y, :sinq%y avec ¢=1,2,3,...

Une solution, pour chaque paire (p, q) est donc
v ..oT .7
=sinp—x sing—y.
P.q p a q b Y
L’énergie correspondante est

h2 p2 q2
Enq:m(az%z)‘
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La corde vibrante.

Une corde liée en ses deux extrémités se met a vibrer lorsque légerement
déplacée de sa position d’équilibre. Si y(x,t) désigne son écart avec 1’hori-
zontale au point z et a 'instant ¢, on a

0%y 1 8%
9.2 = 52 gz Avee y(0,t) =y(l,t) =0
ol
v =4/—, p étant sa densité linéaire et T, sa tension.
p
Posant
y = X(z)T(),
on obtient Y "
X _IYT e
X Y

(une constante positive conduit a des écarts infinis). Donc

X"+ XNX =0, X(0)=X(1)=0

et k

A= Tﬂ pour k=1,23,...
puis

X = sin k‘%m
Ensuite 5 o
k
T+ 22T =0
12
donc _ _
T, = ai cos th + by, sin th.

Finalement,

Y = sin k%m (ak cos k?t + by, sin k?t) .

Puisque I’équation est linéaire, on peut additionner ces solutions et obtenir
une solution plus générale :

+0o0
Yy = ; sin k?w (ak cos k:WTvt + by sin k:%vt) .
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Pour obtenir une solution explicite, il faut connaitre le déplacement initial
de la corde et la vitesse qui lui est impartie. Ces données détermineront les
coefficients inconnus via

+o0
y(z,0) = kzl ay sin k?a:

t
’ y =X o T
a(l‘, 0) = ; bkkT sin ij

6.2 Séries de Fourier

Donnée une fonction f(z) sur Uintervalle —m < x < m, il est possible de
la représenter par une série de fonctions trigonométriques

+oo
flx)=ao+ Z(ak cos kx + by sin kx).
k=1

Il faut pour cela calculer les coefficients avec les formules de Fourier :

I L[t
apg = — flx)dx, ar, = — f(zx) cos kx dz
27 J_, T ) _n
1 [*
by = — f(z)sin kz dz
T

Lorsque la fonction est paire (f(—z) = f(z)), il n’y a que des termes en
cosinus et lorsqu’elle est impaire (f(—x) = —f(z)), il n’y a que des termes
en sinus. En effet,

+7
/ I(x)dxr =0 siI est impaire.

-7

Donnée une fonction sur Uintervalle (0,7), on peut toujours la représenter
comme une série de sinus ou une série de cosinus, au choix, en la considérant
comme la moitié d’une fonction impaire ou paire définie sur (—m, ).

Le développement de Fourier repose sur les propriétés d’orthogonalité
des fonctions trigonométriques :

+m
/ coskxr cosnzdr =0 si k#n,

—T
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+m
/ sinkx sinnxdr =0 si k #n,

—T

—+7
/ coskx sinmx dxr = 0.

—T
Exemples.
1. Soit

f(:z):{l si 0O<ax<m

-1 si —mw<x<0

Cette fonction étant impaire, son développement de Fourier ne contien-
dra que des termes en sinus. On aura

1 +7 1 0 T
b, = — (z)sinkx dr = — <—/ sin kx dx +/ sin kx dx)
T 0

s

2 i . . .
~2a- (71),?) _J o s k est impair
wk si k est pair.
D’ou
f( ) 4 (. +sin3x+sin5x+
z)=—|sinz )
s 3 5

2. Soit

fz) =

x si O<ax<m
—x si —mwm<x<0

Cette fonction étant paire, son développement de Fourier ne contiendra
que des termes en cosinus. On aura

I 1 0 T ™
a0 = 5 » f(x)dx—%<—/ﬁxdx+/o xdw>—2

(la valeur moyenne de la fonction) et

1 [t 1 0 -
ap = — f(a:)coskmda;—(_/ wCOSkxdx—i—/ xcoskxdx>
T™J-xm T —r 0
2 _ 4 . . .
=~ ((-1)F=-1) = Sl k est impair
mhk? 0 si k est pair.
D’ol

T 4 cos3x  cosbx
f(:n)zE—— cosx + +- .
T

9+25
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3. Soit a développer en une série de sinus la fonction

6.3

2 .

s si 0<z <3
flz) =

2(r—z) si T<a<m.
En considérant que cette fonction est la moitié d’une fonction impaire
et en utilisant le fait que pour toute fonction paire P, on a

/:r P(z)dz =2 /OW P(z) dz,

on calcule les coefficients de Fourier de la fonction donnée au moyen
de la formule

2 s
by, = / f(x)sinkz dz.
T Jo

Donc, en intégrant par parties,

2 /2 ) ] T 9 .
b, = — xsmkzxd:ﬁ+/ — (7 — x)sin kx dz
m 0 m 7r/2’/'1'

B T 0 si k est pair
m2k? 2 8 (—1)(k-1)/2

—p2 si k est impair.

On en déduit que

fz) = E sina — sin 3z n sin bz B
o2 9 25 '

(Figure 20, page 75).

Exercices

. Obtenir une solution de I’équation

of _of _,

or Oy

Quelle serait la forme générale de la solution ?

. Obtenir une solution de I’équation

af 82f_

(elle est en coordonées polaires, poser f = RO).
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Fic. 20 — Approximation de Fourier

. Résoudre I’équation de Schrédinger en trois dimensions,

h2 (020 9PU 92U
— (3352 + 0 + az2> = EV.

2m
sous les conditions aux limites

U(0,y,2) =Y(a,y,2) =¥ (x,0,z2) =V(x,b, 2)
=V(z,y,0) = ¥(z,y,c) = 0.

. On considere la fonction f(x) =1 pour 0 < x < m. En la considérant
comme la moitié droite d’une fonction impaire définie sur 'intervalle
(—m,m), calculer sa série de Fourier. Méme question en la considérant
comme la moitié droite d’une fonction paire.

. Calculer la série de Fourier de la fonction f(z) = x pour —7 < z < 7.

6. Calculer la série de Fourier de la fonction

0 si —m<x<0
r si0<zxz<m.

)=

. Calculer la solution de I’équation de la corde vibrante lorsque sa lon-
gueur | = m, que sa vitesse initiale % est nulle et que son déplacement
initial y est donné par

Ao

T si 0<o <3
y(z,0) =

[\

2(r—x) si §<z<m
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7 Algebre linéaire

7.1 Matrices

La multiplication par un nombre et I’addition de deux matrices de mémes
dimensions A = (aj;) et B = (b;;) se font entrée par entrée :

cA=(caij) et A+ B = (a;+by).

Pour multiplier la matrice A par la matrice B, il faut que le nombre de
colonnes de A soit égal au nombre de lignes de B. Si A est une matrice m xn
et B est une matrice n x p, AB est une matrice m x p dont I'entrée ¢;; a la
ligne ¢ et la colonne j est donnée par

n
Cij = E aikbkj.
k=1

Il est remarquable que ce produit n’est pas commutatif : si A et B sont deux
matrices carrées de méme dimension, leur commutateur

[A,B] = AB — BA

n’est pas nécessairement la matrice nulle O dont toutes les entrées sont égales
a 0.

Exemple. Si
1 2 1 -1
A—<3 4> et B—<0 9 ),
on a
1 3
- (33)
mais

-2 =2
n- (2 2)

Le commutateur de ces deux matrices est

[AB—BA]:<_33 _53>
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Le produit matriciel de matrices carrées admet cependant un élément
neutre, la matrice identité |, matrice diagonale dont toutes les entrées dia-
gonales sont égales a 1 : pour toute matrice carrée A, on a

Al =I1A =A.

Une matrice carrée est dite inversible si elle admet une matrice inverse A~!
telle que
AATL =A"IA =1

La condition nécessaire et suffisante pour cela est que son déterminant det(A)
soit différent de 0. Ecrivant alors A~ = (d;;), on a

_ i -det(Aji)
d = (1))

ou Aj; est la matrice carrée d’ordre n— 1 obtenue de A en y enlevant la ligne
j et la colonne i. Si A est inversible et

X1 b1
i) b2
X = et b= . ,
In bn,
I’équation matricielle
Ax=Db

admet alors une solution unique
x=A"1b.
RAPPEL SUR LES SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES
Un systeme de m équations linéaires en n inconnues,
a111 + a12x2 + - - + 10Ty = by

a911 + a2 + -+ + 9Ty = by

Am121 + Amax2 + - -+ AmnTy = by,
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peut admettre une solution unique, une infinité de solutions ou aucune so-
lution. Lorsque m = n et que la matrice A des coefficients est inversible, la
solution est unique et peut s’écrire a ’aide de la régle de Cramer :

x‘:det(AJ’) <j<’I’L
T det(A)T T T

ou A; désigne la matrice obtenue de la matrice A en y remplacant la colonne
j par b. Si A n’est pas inversible, le systéme peut admettre une infinité de
solutions ou aucune, dépendant de b (il y en a toujours une infinité si b = 0).

Exemples.

1. La matrice des coefficients du systeme

r—y+2t=1
42+ 3t =0
r+2y+1t=0

e — 2y — 2+ 5t=0

est inversible car det(A) = 19. On peut donc calculer son unique solu-
tion avec la regle de Cramer :

g4 7 _ 30, 40
T 190 YT 19T 19" T 19

2. La matrice des coefficients du systeme

r+2y+3z=a
dr + 5y + 62z =0
T4+ 8y + 9z =

n’est pas inversible. Ce systéme étant équivalent a

r+2y+3z=a
-3y — 6z =0 —4da
—6y — 12z =~v— T«

il admet une solution si et seulement si

—a+20—-vy=0.

78



On a alors

5 2
x—z—ga—gﬂ
4 1
=924 o — =
Y z+3a 36

ou z est arbitraire.

3. Lorsque n = 2, les équations
ar+by=a et cx+dy=p

admettent une et une seule solution si et seulement si les deux droites se
coupent si et seulement si leurs pentes sont différentes si et seulement
si

ad — bc # 0.
Autrement, elles peuvent étre paralleles (aucune solution) ou confon-
dues (une infinité de solutions).

Si A et B sont inversibles, alors leur produit AB ’est aussi car 'on a
det(AB) = det(A) det(B)

mais, attention,

(AB)"t =B !A"L

Une matrice A est dite orthogonale si elle est inversible et si son inverse

est égale a sa transposée :
ATl =AT

Une matrice A est orthogonale si et seulement si ses colonnes a; sont deux
a deux orthogonales et chacune est de norme unité :

= 0 sii#j
T _E’ o —
ajak—. lawazk—{ 1 §i g ]
i—

Exemples.

1. La matrice

cosf —sinb
A_<Sin9 cos @ >

Al cosf sind
~\ —sinf cosf )’

Cette matrice représente une rotation du plan.

est orthogonale et
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2. La matrice

cos 6 —sin6 0
A= sinfcos¢ cosflcos¢ —sing
sinfsing cosf@sing cos¢@

est orthogonale et det(A) = 1. Observons la relation

1 0 0 cosf —sinf 0
A= 0 cos¢ —sing sinf cosf 0
0 sing cos¢ 0 0 1

qui exprime que la matrice A est le produit de deux rotations consécutives
dans deux plans différents.

7.2 Valeurs propres et vecteurs propres

Lorsque
Ax = Ax avec x # 0,

on dit que A est une valeur propre de A et que x est un vecteur propre
associé.
La condition nécessaire et suffisante pour ceci est que

det(A — Al) =0

ce qui est une équation de degré n pour A\ (I’équation caractéristique).
Une matrice A est dite symétrique si elle coincide avec sa transposée :

A= AT,

Pour une telle matrice, il y a toujours n valeurs propres réelles (en comptant
les multiplicités) et les vecteurs propres associés peuvent toujours étre choisis
orthogonaux. (En général, il peut y avoir des valeurs propres complexes et il
n’y a pas nécessairement n vecteurs propres indépendants.) Lorsque n = 2,

on a
a b
=(0a)
I’équation a résoudre s’écrit
M —(a+d)\+ad—b*=0

et elle admet pour racines

(a+d)£+/(a—d)?+ 4b?

A=
2

Exemples.
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1. Pour la matrice

onaX = (5++5)/2et Ay = (5—+/5)/2 et des vecteurs associés
orthogonaux sont

(7)o

2. Pour la matrice

1+\f>

3

5

6
les valeurs propres sont A\; = 1, Ay = 4 et A3 = 6 et des vecteurs
propres associés sont

1
A=10
0

S =N

1 2 16
X1 = 0 , X9 = 3 et X3 = 25
0 0 10

3. Un modele moléculaire conduit a I’équation matricielle

a [ 0 T T
B a ry | =E| x
0 0 « T3 T3

ou « et B sont connus mais E ne l'est pas. Il s’agit donc de trouver
les valeurs propres et les vecteurs propres d’une matrice carrée d’ordre
trois. L’équation caractéristique est

(o — E)(E? = 20E 4+ o —23*) =0
et ses solutions sont
Fi=aq, E2:a+ﬁ\/§7 E3=a—ﬁ\@.

On peut prendre pour vecteurs propres

1 1 1
X] = 0 ,xo= | V2 et x3= | —v2
—1 1 1
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4. Pour la matrice

SEREVe

a j

6 «

6B
I’équation caractéristique est

(a=B—-E)(a—E)P?+pla-E)-25) =0

qui admet pour racines E=a— 0, E=a— et E=a+28. A ces
valeurs propres sont associés les vecteurs propres

-1 -1 1

0 , 1 et 1

1 0 1

7.3 Exercices
1. Soient

a 0 a b 1 0 0 0 ¢
A=10 a 0 ],B=[00b 0], C=|12¢1
a 0 a 01 b c 0 0

Calculer A + 2B + C puis AB2C.

2. Calculer le commutateur [AB — BA] des matrices

0 1 1 0
A (00 ) s (D0,
3. Vérifier que, pour toutes matrices carrées,
(AB)T = BTAT.

Le produit de matrices symétriques est-il nécessairement une matrice
symétrique 7

4. Déterminer les valeurs propres et des vecteurs propres correspondant
pour les matrices suivantes :

(32) (12
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5. Déterminer les valeurs propres et des vecteurs propres correspondant
pour les matrices suivantes :

1 0 3 1 0 1
02 5 |, 05 0
3 0 3 1 0 -1

6. Soient a, b, ¢ trois nombres distincts. Déterminer les valeurs propres et
des vecteurs propres correspondants pour la matrice :

O O
o o O

1
0
c
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8 Probabilités

8.1 Calcul des probabilités

Soit Q I'ensemble des issues possibles d’une expérience aléatoire (telle le
lancer de deux dés). Si tous ces cas sont équiprobables, la probabilité P{E}
d’un événement E C 2 est égale au nombre |E| de cas favorables a E divisé
par le nombre total |2| de cas possibles :

E]
P{E} = — .
1€
Il suit de cette définition que lorsque deux événements F et I’ sont incom-
patibles (E N F = (), leurs probabiliés s’additionnent

P{EUF}=P{E}+ P{F}
et que dans le cas général, on a
P{EUF}=P{E}+ P{F}—-P{ENF}.

D’autre part, si I/ et F' sont indépendants, c’est-a-dire que 'occurrence de
I’un ne modifie par la probabilité de ’autre, on a

P{ENF} = P{E}P{F}.

Il est souvent plus facile de calculer la probabilité du complémentaire E¢ =
Q\ E que celle de I'événement E lui-méme. On peut alors obtenir cette
derniere de la relation

P{E} =1—- P{E°}.

Attention. Ce n’est pas parce qu’il n’y a qu’un nombre fini d’issues pos-
sibles qu’elles sont équiprobables. Ainsi, lors du jet de deux piéces de mon-
naie identiques, ’oeil ne peut distinguer que trois cas : deux piles, une pile,
aucune pile mais ces trois cas ne sont pas équiprobables comme on s’en
persuade aisément en répétant cette expérience une vingtaine de fois. Pour
obtenir des cas équiprobables, il faut (mentalement) jeter les deux piéces
I'un apres l'autre. La premiére donne pile avec probabilité 1/2 et la seconde,
indépendamment de la premiere, aussi. Donc les cas (pile, pile), (pile, face),
(face, pile) et (face, face) sont vraiment équiprobables et les probabilités des
trois événements observables sont 1/4, 1/2 et 1/4 respectivement.

Exemples.
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1. Les dés.
On lance deux dés non pipés. Il y a 36 issues équiprobables

Q=A{@,7) |1 <4,j <6}

Alors
P{somme = 8 = P{(2,6), (3,5), (4,4), (5,3), (6,2)} = %
et
P{plus grand > 3} = 1 — P{plus grand < 3}
= P{(3,3),(3,2),(3,1), (1,3),(2,3), (2,2), (2, 1), (1,2), (1, 1)} = %
De méme,
P{somme divisible par 4} = P{somme = 4} + P{somme = 8}
+P{somme = 12}:%+%+%:i
et

P{au moins un dé pair} = P{dé 1 pair} + P{dé 2 pair}
—P{dé 1 et dé 2 pairs} = P{dé 1 pair} + P{dé 2 pair
11 11 3
—P{dé 1 pairtP{dé 2 pair} = - + - — — = = —.
{ dé 1 pair} P{dé 2 pair} 5t57 35~ 1
2. Les anniversaires.

La probabilité que, d’un groupe de n personnes, au moins deux aient
leur anniversaire de naissance le méme jour est

P{au moins deux anniversaires identiques}
= 1 — P{n anniversaires distincts}
365-364--- (365 —n+1)
~ 365-365---365

Lorsque n = 25, cette probabilité est 0,5687. Lorsque n = 80, elle vaut
1.
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8.1.1 Combinatoire

Le calcul des probabilité se ramene souvent a un probleme de dénombrement.
Le principe de base est le suivant : si une premiere opération admet nq is-
sues, si une deuxieme en admet no et si 'on effectue successivement ces
deux opérations, le nombre total d’issues possibles sera égal a ning. On uti-
lise aussi souvent le nombre C}' de facons de choisir d’'un ensemble de n
éléments (distincts) un sous-ensemble de k éléments (sans tenir compte de
lordre dans lequel ces éléments sont choisis). Il est égal a

Exemple. Le modele de I'urne.

Une urne contient B boules identiques sauf pour la couleur : il y en a N
noires et R rouges (N + R = B). On en retire k. La probabilité p d’observer
n boules noires est

() (5n)
n k—n

B

()

Ainsi, a la loterie 6/49 (simplifiée), pour gagner quelque chose, il faut avoir
au moins trois des numéros tirés. On a B =49 et N = 6.

p:

P{gain} = P{3 numéros} + P{4 numéros} + P{5 numéros} + P{6 numéros}
D+ BE) - OO+ DD) o,
6

(Le dénominateur est 13 983 816).

8.2 Variables aléatoires

Une variable aléatoire est une quantité qui prend ses valeurs avec cer-
taines probabilités, telle le nombre de piles observé lors de 10 lancers d’une
piece de monnaie ou la température mesurée d’un mélange gazeux (a cause
des erreurs de mesure). On distingue les variables discrétes des variables
continues.

8.2.1 Variables discretes

La distribution d’une variable discrete X est spécifiée en donnant les
probabilités pi de ses diverses valeurs xj

pr = P{X = z1}.
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Quelles que soient ces probabilités, elles satisfont toujours
> pe=1.
k
L’espérance mathématique de X,

E(X) = xkpy
k

est une mesure de position de la variable et sa variance

V(X) =E((X ~E(X))*) = > aipi — (Z mm)
k k

est une mesure de la dispersion de X autour de cette position. (La racine
carrée de la variance s’appelle écart-type.)

La loi binomiale.

Le nombre X de succes observés lors de n répétitions dans les mémes
conditions d’une expérience aléatoire résultant a chaque fois en un succes
avec probailité p admet la distribution suivante :

P{X =k} = (Z)pk(l —p)"k 0<k <n.

Son espérance mathématique est np et sa variance est np(1 — p).

Exemple. Lors de 5 lancers de deux dés non pipés, soit X le nombre de
fois ot une somme paire est observée. Alors X suit une loi binomiale de
parametres n =5 et p = 1/2.

P{X =k} = (2) <;)5 0<k<5.

Son espérance mathématique est 2,5, sa variance 1, 25.
SiY est le nombre de fois o une somme divisible par 4 est observée, Y
suit une loi binomiale de parametres n =5 et p = 1/4.

pr-n = () () ()" oenes

Son espérance mathématique est 1,25, sa variance est 0,9375. (Figures 21,22,
pages 88,88 ).
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F1G. 21 — Loi binomiale, n =5, p = 1/2

—
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F1G. 22 — Loi binomiale, n =5, p =1/4
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8.2.2 Variables continues

La distribution d’une variable continue X est spécifiée au moyen d’une
fonction de densité de probabilité f(z) qui donne la probabilité que X = z
« a dx pres ». Pour une telle variable, en effet, la probabilité de n’importe
quelle valeur z est nulle (un nombre réel est en fait une abstraction) et c’est
la probabilité qu’elle soit comprise entre deux valeurs a et b qui importe,
probabilité qui est donnée en intégrant la fonction de densité de probabilité
entre ces valeurs :

b
Pla < X < b} :/ f(z)dx.
Quelle que soit la fonction de densité de probabilité, on a toujours
+oo
f(z)de = 1.

—00

L’espérance mathématique de X est

“+oo
E(X):/ xf(x)dx

et sa variance,

V(X) = /m 22 f(z) dz — </+OO of (@) dx>2.

—00 —00

La loi uniforme
Un nombre X choisi au hasard entre a et b admet pour fonction de
densité de probabilité

1

— sla<xz<bd
b—a

fz) =

0 sinon.
Son espérance mathématique est (a + b)/2 et sa variance est (b — a)?/12.

Exemples.

1. Soit X le temps d’attente de la prochaine rame sur un quai de métro.
S’il y a un train aux 7 minutes, X suit une loi uniforme sur l'intervalle
(0,7) et son espérance mathématique est 3, 5.
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2. Si X est un point choisi au hasard dans I'intervalle (0, L) et R désigne

le rapport de la longueur du plus petit segment déterminé par X au
plus grand,

1 X 1 L-X 1
plnet}op{ X I pfEax 1)

La loi normale

Le résultat X d’une mesure en laboratoire est généralement considéré
comme une variable aléatoire distribuée suivant une loi normale de pa-
rametres E(X) = p égale a la « vraie » valeur mesurée et de variance
V(X) = 0% dépendant de la précision des appareils de mesure. La fonction
de densité de probabilité d’une telle variable est

fla)= —— e_; <x;M>2.

oV 2w

(Figure 23, page 90).

F1G. 23 — Loi normale, y = 1,02 = 4

Pour une variable aléatoire distribuée normalement, on a

P{|X —pu| <o} =0,68
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P{|X —p| <20} =0,95

et
P{\X — ,u\ < 30} =0,99.

Exemple. Si X suit une loi normale 1 = 10, o = 36,

P{d< X <16} = P{-6< X — 10 < 6} = 0,68.

L’importance de la loi normale tient au théoréme central limite suivant
lequel si X1, Xo,..., X, sont des variables aléatoires indépendantes et de
méme distribution (quelle que soit cette distribution), la distribution de la
variable

X1+ Xo+--+ X, —nE(Xy)

se rapproche de la distribution normale centrée (u = 0) réduite (o = 1)

lorsque n tend vers l'infini. Ce résultat est applicable & beaucoup de situa-
tions.

Exemple. Un variable aléatoire binomiale X de parameters n et p peut
étre considérée comme une somme de n variables aléatoires binomiales X
de parametres 1 et p indépendantes, la variable X} étant le nombre de succes
observés lors de I’épreuve k. La distribution de X se rapproche effectivement
d’une distribution normale lorsque n croit. (Figure 24, page 91).

015+
010+

0.05+

7...-'!__ _III-.A.‘AA-A
5 10 15 20 25

Fi1G. 24 — Loi binomiale, n = 25, p = 0, 4.
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8.3

1.

Exercices

Une population est composée de 100 individus qui peuvent étre dis-
tingués suivant deux caracteres (I ou II pour le premier, a,b ou ¢ pour
le second). On sait que 40 individus présentent le caractere I dont 10
ont caractere a et 20 le caractere b. D’autre part, 30 individus au total
ont le caractere a et 50 le caractere b. On choisit un individu au hasard
dans la population. Calculer la probabilité P{IT et b} qu’il présente les
caracteres I et b. Calculer de méme P{II ou b} puis P{I et (b ouc)}.

Un tiroir contient, péle-méle, 12 couteaux, 12 fourchettes et 12 cuillers.
On y prend 3 ustensiles au hasard. Calculer la probabilité d’obtenir
3 ustensiles différents; d’obtenir 3 couteaux; d’obtenir 3 ustensiles
identiques.

Une particule se trouve dans 1'un des 3 niveaux d’énergie eg, €1, €3 avec
probabilités

1
P{e;} = ge—ei/(kT)

ou k est une constante et T est la température. Déterminer la valeur
de la constante de proportionnalité q.

. On lancer une piece de monnaie non biaisée a 10 reprises. Quelle est la

probabilité a priori d’observer 10 fois pile ? Que devient cette proba-
bilité apres que 1'on ait observé 9 fois pile lors des 9 premiers lancers 7
Soit X le nombre de piles observées. Calculer P{X = 2}, P{X > 2},
E(X), V(X).

On considere ’équation quadratique

>4+ Bz +0,1=0.

Si B est un nombre choisi au hasard entre 0 et 1, quelle est la proba-
bilité que ses racines soient réelles ?

Soit X une variable normale centrée réduite. Calculer les probabilités
suivantes :

P{0< X <1}, P{1 < X <2}, P{X > 2}, P{|X| > 3}.
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