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Question

Comment est-ce que les nombres premiers sont distribués parmi les nombres
naturels ? Comportement déterministe ou aléatoire ?

Remarque

| \

La définition des nombres premiers « par exclusion » fait leur détection tres
difficile.
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Le théoreme des nombres premiers

7(x) := {p premier : p < x}, p, est le n-iétme nombre premier.

En étudiant des tables de premiers, Gauss a observé (quand il avait 15 ou 16
ans) que la densité des nombres premiers autour de x est a peu prés 1/ log x.
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Théoreme des nombres premiers (de la Vallée Poussin - Hadamard

(1896), de la Vallée Poussin (1899))
7 (x)

e T = 1. Enparticulier, p, ~ nlogn.




Comparaison numérique de 7(x) et Li(x)
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Comparaison numérique de 7(x) et Li(x)

x 7(x) Li(x) — 7(x)
1013 346065536839 108970
1014 3204941750802 314889
10° 29844570422669 1052618
1016 279238341033925 3214631
1017 2623557157654233 7956588
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1021 | 21127269486018731928 597394253
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Hypotheése de Riemann : 7(x) = Li(x) 4+ O (x/?%¢)

Qu’est-ce qu’on peut dire pour les plus fines propriétés statistiques des
nombres premiers ? e.g. Répartition de leurs différences d,, := py+1 — pn ?
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Ce modele aléatoire est appelé le modele de Cramér aprés Harald Cramér qui
I’a introduit en 1936.

Probléme : on a aussi que E[#{k < x:k,k+1¢€ P’} ~ K/log? K — o0,
qui est absurd car si p > 3 est premier, alors p + 1 est pair. ..
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Test numérique de la prédiction

ma(x) := #{p < x:p+ 2 premier}, F(x)=ca- /x
2
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1016 | 10304195697298 | 10304192554495 3142803
‘Wolfram MathWorld
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Conjecture :

T (x) = F(x) 4+ O (x/?%)
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Un effort de calculer cette somme (appelée la constante de Brun) par Thomas
Nicely a relevé le Pentium FDIV bug du processor Intel P5 Pentium.

Théoréme (Chen, 1966)

1l y un nombre infini de nombres premiers p pour lesquels p + 2 a un ou deux
facteurs premiers.

Remarque
Un entier avec un nombre borné de facteurs premiers est appelé quasi-premier.
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Petits €carts entre des nombres premiers

Si h € N est donné, on ne peut pas montrer que #{p : p + 2h premier} = oo.

Est-ce qu’on peut montrer qu’il existe H € N tel que
#{p:pt <p+ H} = o0, o0upt estle prochain nombre premier ?

L’idée de GPY (Goldston, Pintz, Yildirim) : considerons

H
S .= Z (Z lpremier(n + h) - 1) Whns

x<n<2x \h=0

oll w,, est un poids positif. Si S > 0, alors liminf, .. (p™ — p) < H.

Exigence : calculer > _, o Tpremier(n +h)wn €t 3 o Wy
Le choix de GPY : si % C [0, H] N Z est ‘admissible’ et fixé, on pose
Wn =~ Hhe% lquaSi—premier(n + h).

Défi : afin de calculer S, on a besoin d’information sur la repartition des
premiers en progressions arithmétiques.
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Théoréme de Bombieri-Vinogradov : I’hypothése BV(1/2 — €) est vraie ; on
échoue pour € !

Probléme : I’hypothese BV(1/2 + €) est méme plus forte que I’Hypothese de
Riemann Généralisée. . .

Théoréeme (Goldston, Pintz, Yildirim (2005))

F
liminf?Z—2 —
p—oo  logp

(En moyenne, p™ — p ~ logp.)



(a) Dan Goldston (b) Janos Pintz




Le grand shock : écarts bornés entre les premiers
En mai 2013, un mathématicien appelé Yitang Zhang, inconnu a cette
époque-la, a prouve que

liminf(p™ — p) < 70 000 000.
pP—r00
Afin de faire ceci, il a montré quelque chose méme plus stupéfiant :

BV(1/2 + €) est vraie un certain € > 0. (Travaux reliés de
Bombieri-Friedlander-Iwaniec et de Fouvry.)

FIGURE : Yitang Zhang
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Une approche alternative : les poids de Maynard-Tao

En novembre 2013, James Maynard, un postdoc a I’Université de Montréal a
cette époque-1a, a annoncé le résultat

liminf(p™ — p) < 600.
p—00
Il a annoncé un autre résultat, méme plus étonnant : pour tout m € N, on a que
liminf(py4m — pn) < o0,
n—o0
c’est-a-dire, on peut detecter m 4 1 nombres premiers dans un intervalle de

longuer bornée !

Nouvelle idée : changer les poids de GPY (idée indépendamment découverte
par Terence Tao presque simultanément).

Record courant : liminf,_,~ (p™ — p) < 246, un résultat de D. H. J. Polymath
(une collaboration de plusieurs mathématiciens accueilli par le blog de
Terence Tao).



(a) James Maynard (b) Terence Tao
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la parité du nombre de facteurs premiers d’un entier, e.g. de p + 2).



Et les nombres premiers jumeaux ?

Sur une conjecture (une grande généralisation de 1’hypothese BV (6)),
Polymath a montré que
liminf(p™ — p) <6.

p—00

En fait, il a montré qu’il y a une infinité des premiers p tels que p +2oup 4+ 6
sont également premiers.

#{p : p+ 2 aun ou deux facteurs premiers} = oo

#{p : p+2oup+ 6 est premier} = co

Il y a un obstacle tres subtile que ne nous permet pas de montrer la conjecture
des premiers jumeaux. Il s’appelle la barriere de parité (ici, ‘parité’ se réfere a
la parité du nombre de facteurs premiers d’un entier, e.g. de p + 2).

Enlévement de la barriere de parité * => ’ conjecture de Goldbach

(p + g = 2N), conjecture des premiers jumeaux, nombres premiers de
Germain (p, 2p + 1 premiers), faible version de I"HRG, calcul des nombres de
classe des corps de nombres,. ..
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En moyenne, p™ — p ~ log p. Est-ce qu’on peut montrer que
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lim supp P _ 4007
p—oo  logp
Sim = n!, alors les nombres m,m + 1, ..., m + n sont composés.
Ici logm = logn! ~ nlogn et, donc, n ~ lolgol%gm.

On généralise : étant donné z > 1, on cherche H aussi grand que possible et
classes de résidus a, (mod p), p < z, tels que [1, H]NZ C |J, {ap (mod p)}.

SiP =[], ilexiste m € [P,2P] tel que m = —a, (mod p) pour tout p < z.

Les nombres m + 1,...,m + H sont composés.

+— logl log loglog 1
Rankin: 3Jc>0tq max’— 2> .(loglog x) (log log log log x)
p<x logp (logloglog x)2

Erdés a offert $10,000 pour remplacer ¢ par une fonction f(x) — oo.

Maynard et Ford-Green-Konyagin-Tao ont résolu le défi d’Erdés a 1’été 2014.
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Grands €écarts entre les premiers : conjectures
Rappelez le modele (simple) de Cramér : { Y} },>3 var. aleat. ind. avec

Av={Yi=1, Yi; =0 (1 <j<clog’k)} (k>3).

_ clog2 k

P(4,) = 1 n( 1 ek ]
" logk log(k+j)) ~ logk  k¢logk
j<clog?k

c>1 = ) P(&)<ox
k>1

Borel-Cantelli = P(limsupAx) = P(A, arrive pour une infinité de k) = 0

k—o00

Conjecture : mélx(pJr —p)~clog’x, ot c¢=17,c=2¢7?,¢c ="
p<



Merci !



