
ÎÁ ÎÖÅÍÊÀÕ ÕÅ�ØÀ�ÏÝÉÍÀ�ØÈÔÔÅ�À ÍÀÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÅ ÇÍÀ×ÅÍÈß ÇÀÄÀ×È ÑÒÅÊËÎÂÀÀËÅÊÑÀÍÄ� ÆÈ�ÓÀ�, ÈÎÑÈÔ ÏÎËÒÅ�ÎÂÈ×Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ òî÷íîñòü èçîïåðèìåòðè÷åñêîãîíåðàâåíñòâà Õåðøà�Ïýéíà�Øè��åðà äëÿ n-íîãî íåíóëåâîãî ñîá-ñòâåííîãî çíà÷åíèÿ çàäà÷è Ñòåêëîâà íà îãðàíè÷åííîé îäíîñâÿçíîéïëîñêîé îáëàñòè ïðè âñåõ n ≥ 1. �àâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ â ïðåäåëåäëÿ ñåìåéñòâà îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé, âûðîæäàþùèõñÿ â íåñâÿçíîåîáúåäèíåíèå n îäèíàêîâûõ êðóãîâ. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó-÷åíû äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-íèé. Ìû òàêæå ïðèâîäèì íîâîå äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà Õåðøà�Ïýéíà�Øè��åðà ïðè n = 2, èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àåîíî ñòðîãîå.1. Ââåäåíèå è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû1.1. Çàäà÷à Ñòåêëîâà. �àññìîòðèì îãðàíè÷åííóþ îäíîñâÿçíóþ ïëîñ-êóþ îáëàñòü Ω ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé. Ïóñòü ρ ∈ L∞(∂Ω) � íåîòðèöà-òåëüíàÿ �óíêöèÿ íà ãðàíèöå, òîæäåñòâåííî íå ðàâíàÿ íóëþ. Çàäà÷à íàñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Ñòåêëîâà îïðåäåëÿåòñÿñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè [29℄:(1.1.1) {

∆u = 0 â îáëàñòè Ω,
∂
∂νu = σ ρu íà ãðàíèöå ∂Ω,ãäå ∂

∂ν � íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ âäîëü ãðàíèöû. Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷-íûå �èçè÷åñêèå èíòåðïðåòàöèè çàäà÷è Ñòåêëîâà [3, 26℄. Â ÷àñòíîñòè, îíàîïèñûâàåò êîëåáàíèÿ ñâîáîäíîé ìåìáðàíû, ó êîòîðîé âñÿ ìàññà M(Ω)ñîñðåäîòî÷åíà íà ãðàíèöå ∂Ω è ðàñïðåäåëåíà íà íåé ñ ïëîòíîñòüþ ρ:(1.1.2) M(Ω) =

∫

∂Ω
ρ(s)ds.Åñëè ρ ≡ 1, òî ìàññà M(Ω) â òî÷íîñòè ðàâíà äëèíå ãðàíèöû îáëàñòè Ω.Çàäà÷à Ñòåêëîâà èìååò äèñêðåòíûé ñïåêòð, è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

0 = σ0 < σ1(Ω) ≤ σ2(Ω) ≤ σ3(Ω) ≤ · · · ր ∞�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå êàíàäñêîãî Íàöèîíàëüíîãî èññëåäîâàòåëüñêîãîñîâåòà ïî íàóêå è èíæåíåðèè (NSERC) è êâåáåêñêîãî Ôîíäà åñòåñòâåííî-íàó÷íûõ èòåõíîëîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé (FQRNT).1



2 ÀËÅÊÑÀÍÄ� ÆÈ�ÓÀ�, ÈÎÑÈÔ ÏÎËÒÅ�ÎÂÈ×óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì âàðèàöèîííûì �îðìóëàì [3, ñòð. 95 è ñòð. 103℄:
σn(Ω) = inf

En

sup
06=u∈En

∫

Ω |∇u|2 dz
∫

∂Ω u
2ρ ds

, n = 1, 2, . . .(1.1.3)Òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü çäåñü áåðåòñÿ ïî âñåì n-ìåðíûì ïîäïðîñòðàí-ñòâàì En ñîáîëåâñêîãî ïðîñòðàíñòâà H1(Ω), îðòîãîíàëüíûì êîíñòàíòàìíà ∂Ω, ò.å. ∫

∂Ω u(s)ρ(s) ds = 0 äëÿ âñåõ u ∈ En. Çàìåòèì, ÷òî êàê èâ ñëó÷àå çàäà÷è Íåéìàíà, ñïåêòð çàäà÷è Ñòåêëîâà âñåãäà íà÷èíàåòñÿ ñíóëåâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîáñòâåííûì �óíê-öèÿì u = const.Åñëè ïëîòíîñòü ρ òîæäåñòâåííî ðàâíà åäèíèöå, òî ñîáñòâåííûå �óíê-öèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è Ñòåêëîâà ñîâïàäàþò, ñîîòâåòñòâåí-íî, ñ ñîáñòâåííûìè �óíêöèÿìè è ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðàÄèðèõëå-Íåéìàíà
Γ : H1/2(∂Ω) → H−1/2(∂Ω),çàäàâàåìîãî �îðìóëîé

Γf =
∂

∂ν
(Hf).Çäåñü Hf � ãàðìîíè÷åñêîå ðàñøèðåíèå �óíêöèè f ∈ H1/2(∂Ω) âî âíóò-ðåííîñòü îáëàñòè Ω. Åñëè ãðàíèöà îáëàñòè äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ, òî îïåðà-òîð Äèðèõëå-Íåéìàíà ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîäè��åðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîìïåðâîãî ïîðÿäêà [31, ñòð. 37�38℄. Îí èìååò ìíîæåñòâî âàæíûõ ïðèëîæå-íèé, â ÷àñòíîñòè, ê èçó÷åíèþ îáðàòíûõ çàäà÷ [32℄.1.2. Îöåíêè ñâåðõó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è Ñòåêëîâà.Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ñëåäóþùåãî âîïðîñà:Âîïðîñ 1.2.1. Íàñêîëüêî áîëüøèì ìîæåò áûòü n-íîå ñîáñòâåííîåçíà÷åíèå çàäà÷è Ñòåêëîâà íà îãðàíè÷åííîé îäíîñâÿçíîé ïëîñêîé îáëà-ñòè �èêñèðîâàííîé ìàññû?Äëÿ n = 1 îòâåò íà ýòîò âîïðîñ áûë ïîëó÷åí Âàéíñòîêîì [34℄ â 1954-ìãîäó. Âàéíñòîê äîêàçàë, ÷òî(1.2.2) σ1(Ω)M(Ω) ≤ 2π,ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ íà êðóãå ñ ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòüþ íà ãðà-íèöå. Çàìåòèì, ÷òî íà åäèíè÷íîì êðóãå D ñ åäèíè÷íîé ïëîòíîñòüþ íàãðàíèöå, ïåðâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå Ñòåêëîâà ðàâíî åäèíèöå è èìååòêðàòíîñòü äâà: σ1(D) = σ2(D) = 1. Íåðàâåíñòâî Âàéíñòîêà ïîñëóæèëîîòïðàâíîé òî÷êîé äëÿ ìíîãèõ ðàáîò [2, 18, 4, 10, 11℄. Íåäàâíèé îáçîððåçóëüòàòîâ íà ýòó òåìó ñîäåðæèòñÿ â ñòàòüå [1℄.Â 1974-ì ãîäó, Õåðø, Ïýéí è Øè��åð [20, ñòð. 102℄ äîêàçàëè ñëåäó-þùèå íåðàâåñòâà:

σm(Ω)σn(Ω)M(Ω)2 ≤
{

(m+ n− 1)2 π2 åñëè m+ n íå÷åòíî,
(m+ n)2 π2 åñëè m+ n ÷åòíî.(1.2.3)



ÎÁ ÎÖÅÍÊÀÕ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ÇÍÀ×ÅÍÈÉ ÇÀÄÀ×È ÑÒÅÊËÎÂÀ 3Â ÷àñòíîñòè, ïðè m = n è m = n+ 1 ìû ïîëó÷àåì:(1.2.4) σn(Ω)M(Ω) ≤ 2πn, n = 1, 2, . . . ,(1.2.5) σn(Ω)σn+1(Ω)M(Ω)2 ≤ 4π2n2, n = 1, 2, . . . .1.3. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè n = 1, íåðàâåí-ñòâà (1.2.4) è (1.2.5) ÿâëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè íà êðóãå ñ ïîñòîÿííîé ïëîò-íîñòüþ ρ íà ãðàíèöå. Â ðàáîòå [20℄ îòìå÷àåòñÿ, ÷òî íåðàâåíñòâà (1.2.3)âðÿä ëè ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè äëÿ âñåõm è n. Ýòî óòâåðæäåíèå, ñêîðåå âñå-ãî, ñïðàâåäëèâî. Â òî æå âðåìÿ, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ m = n è m = n+1,íåðàâåíñòâà (1.2.3) òî÷íû ïðè âñåõ n ≥ 1.Òåîðåìà 1.3.1. Ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî îäíîñâÿçíûõ îãðàíè÷åííûõ îá-ëàñòåé Ωε ⊂ R
2 ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé è ïëîòíîñòüþ ρ ≡ 1 íà íåé, âû-ðîæäàþùèõñÿ â íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå n îäèíàêîâûõ êðóãîâ ïðè ε→ 0+òàêèì îáðàçîì, ÷òî(1.3.2) lim

ε→0+
σn(Ωε)M(Ωε) = 2πn, n = 2, 3, . . .è(1.3.3) lim

ε→0+
σn(Ωε)σn+1(Ωε)M(Ωε)

2 = 4π2n2, n = 2, 3, . . .Â ÷àñòíîñòè, íåðàâåíñòâà Õåðøà�Ïýéíà�Øè��åðà (1.2.4) è (1.2.5) òî÷-íû ïðè âñåõ n ≥ 1.Çàìå÷àíèå 1.3.4. Êàê áóäåò ïîêàçàíî â ðàçäåëå 2.2, ðàâåíñòâà (1.3.2) è(1.3.3) âåðíû îòíþäü íå äëÿ âñåõ ñåìåéñòâ îáëàñòåé, âûðîæäàþùèõñÿ âíåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå n îäèíàêîâûõ äèñêîâ.Áûëî áû èíòåðåñíî ïðîâåðèòü, âëå÷åò ëè ëþáîå èç ñîîòíîøåíèé (1.3.2)è (1.3.3) ñõîäèìîñòü (â îïðåäåëåííîì ñìûñëå) ñåìåéñòâà Ωε ê íåñâÿçíîìóîáúåäèíåíèþ n îäèíàêîâûõ êðóãîâ ïðè n ≥ 2.Çàìå÷àíèå 1.3.5. Ïðè ρ ≡ 1, èç îöåíêè (1.2.4) è ñòàíäàðòíîãî èçîïåðè-ìåòðè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà â R
2 ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

σn(Ω)
√

Area(Ω) < n
√
π, n ≥ 2.Ïðè óñëîâèè, ÷òî ïëîùàäü îáëàñòè Area(Ω) �èêñèðîâàíà, òî÷íàÿ îöåíêàíà σn, n ≥ 2, íåèçâåñòíà (ñì. [16, Îòêðûòàÿ ïðîáëåìà 25℄).Òåîðåìà 1.3.1 äàåò ïðàêòè÷åñêè èñ÷åðïûâàþùèé îòâåò íà Âîïðîñ 1.2.1.Îñòàåòñÿ ëèøü ïðîâåðèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè íåðàâåíñòâà (1.2.4) ñòðîãèìèïðè âñåõ n ≥ 2. Mû ïîëàãàåì, ÷òî ýòî âåðíî. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà, ïðåä-ëîæåííîãî â ðàáîòå [14℄, ìû äîêàçûâàåì ýòîò ðåçóëüòàò äëÿ n = 2.Òåîðåìà 1.3.6. Íåðàâåíñòâî (1.2.4) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì ïðè n = 2:(1.3.7) σ2(Ω)M(Ω) < 4π.



4 ÀËÅÊÑÀÍÄ� ÆÈ�ÓÀ�, ÈÎÑÈÔ ÏÎËÒÅ�ÎÂÈ×Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1.3.6 èñïîëüçóåò òåîðåìó �èìàíà î êîí�îðì-íîì îòîáðàæåíèè, êîòîðàÿ òàêæå ïðèìåíÿåòñÿ â ðàáîòàõ [30, 34, 14℄.Îòìåòèì, ÷òî èñõîäíîå äîêàçàòåëüñòâî îöåíîê (1.2.3) îñíîâàíî íà ñîâåð-øåííî äðóãèõ èäåÿõ.1.4. Ñðàâíåíèå ñ çàäà÷àìè Äèðèõëå è Íåéìàíà. Îöåíêè (1.2.2) è(1.3.7) èíòåðåñíî ñðàâíèòü ñ àíàëîãè÷íûìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ ñîáñòâåí-íûõ çíà÷åíèé çàäà÷ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå è Íåéìàíà. Ýòèçàäà÷è îïèñûâàþò êîëåáàíèÿ îäíîðîäíîé ìåìáðàíû, â ïîýòîìó åå ìàññàîïðåäåëÿåòñÿ ïëîùàäüþ.Ïóñòü 0 < λ1(Ω) ≤ λ2(Ω) ≤ . . . è 0 = µ0 < µ1(Ω) ≤ µ2(Ω) ≤ . . . � ñîá-ñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷ Äèðèõëå è Íåéìàíà, ñîîòâåòñòâåííî, íà îãðà-íè÷åííîé ïëîñêîé îáëàñòè Ω. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå îöåíêè:� Íåðàâåíñòâî Ôàáåðà�Êðàíà: λ1(Ω)Area(Ω) ≥ π λ1(D) (ñ�îðìóëè-ðîâàíî �ýëååì â [27℄ â êà÷åñòâå ãèïîòåçû, äîêàçàíî â [12℄ è [22℄;áîëåå ñëàáûé âàðèàíò ýòîé îöåíêè áûë ïîëó÷åí Êóðàíòîì [7℄).� Íåðàâåíñòâî Êðàíà: λ2(Ω)Area(Ω) > 2πλ1(D) ([23℄). Ýòîò ðåçóëü-òàò èìååò èíòåðåñíóþ èñòîðèþ (ñì. [1, ñòð. 110℄). �àâåíñòâî äî-ñòèãàåòñÿ â ïðåäåëå äëÿ ñåìåéñòâà îáëàñòåé, âûðîæäàþùèõñÿ âíåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå äâóõ îäèíàêîâûõ êðóãîâ.� íåðàâåíñòâî Ñåã¼�Âàéíáåðãåðà: µ1(Ω)Area(Ω) ≤ π µ1(D). Ýòà îöåí-êà áûëà äîêàçàíà Ñåã¼ [30℄ äëÿ îäíîñâÿçíûõ ïëîñêèõ îáëàñòåé.Âàéíáåðãåð [33℄ îáîáùèë åå íà ïðîèçâîëüíûå îáëàñòè â ëþáîéðàçìåðíîñòè.� Åñëè îáëàñòü Ω îäíîñâÿçíà, òî µ2(Ω)Area(Ω) ≤ 2π µ1(D). Ýòîíåðàâåíñòâî áûëî äîêàçàíî â íåäàâíåé ðàáîòå àâòîðîâ è Í. Íàäè-ðàøâèëè [14℄. �àâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ â ïðåäåëå äëÿ ñåìåéñòâà îá-ëàñòåé, âûðîæäàþùèõñÿ â íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå äâóõ îäèíàêî-âûõ êðóãîâ. Áûëî áû èíòåðåñíî îáîáùèòü ýòó îöåíêó íà ñëó÷àéíåîäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé.Äëÿ áîëåå âûñîêèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé Äèðèõëå è Íåéìàíà, òî÷íûåîöåíêè òàêîãî âèäà íåèçâåñòíû, è àíàëîãèÿ ñî ñëó÷àåì çàäà÷è Ñòåêëî-âà íå ïðîñëåæèâàåòñÿ. Êàê îòìå÷àëîñü â [14, Çàìå÷àíèå 1.2.8℄, íåñâÿç-íîå îáúåäèíåíèå n îäèíàêîâûõ êðóãîâ íå ìîæåò ìàêñèìèçèðîâàòü âå-ëè÷èíó µn(Ω)Area(Ω) äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n, ïîñêîëüêó ýòî ïðî-òèâîðå÷èò çàêîíó Âåéëÿ. Ýòî âåðíî òàêæå è äëÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè
λn(Ω)Area(Ω). Â ÷àñòíîñòè, èìååòñÿ ãèïîòåçà, ïîäòâåðæäåííàÿ ÷èñëåí-íûìè âû÷èñëåíèÿìè, ÷òî ìèíèìóì λ3(Ω)Area(Ω) äîñòèãàåòñÿ íà îäíîìêðóãå [35, 6℄.1.5. Ïëàí ðàáîòû. Â ÷àñòè 2 íàñòîÿùåé ðàáîòû ìû äîêàçûâàåì Tåî-ðåìó 1.3.1. Ìû òàêæå ñòðîèì ñåìåéñòâî îáëàñòåé, âûðîæäàþùèõñÿ âíåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå äâóõ êðóãîâ òàê, ÷òî âñå èõ ñîáñòâåííûå çíà÷å-íèÿ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Ýòî ÿâëåíèå äîâîëüíî óäèâèòåëüíî è íå èìååòàíàëîãîâ äëÿ ñïåêðîâ çàäà÷ Äèðèõëå èëè Íåéìàíà. Ïîñëåäóþùèå ÷àñòè



ÎÁ ÎÖÅÍÊÀÕ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ÇÍÀ×ÅÍÈÉ ÇÀÄÀ×È ÑÒÅÊËÎÂÀ 5ðàáîòû ïîñâÿùåíû äîêàçàòåëüñòâó Òåîðåìû 1.3.6. Â ÷àñòè 3 ìû ïðèìå-íÿåì ê çàäà÷å Ñòåêëîâà ìåòîä �ñëîæåííûõ è ïåðåðàñïðåäåëåííûõ ìåð�,ïðåäëîæåííûé â ñòàòüå [25℄ è ðàçâèòûé â [14℄. Â ÷àñòè 4 ìû èñïîëüçó-åì òîïîëîãè÷åñêèå è àíàëèòè÷åñêèå èäåè, ÷òîáû ïîñòðîèòü äâóìåðíîåïðîñòðàíñòâî òåñò-�óíêöèé äëÿ âàðèàöèîííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (1.1.3)âòîðîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ çàäà÷è Ñòåêëîâà. Ýòî ïðîñòðàíñòâî èã-ðàåò âïîñëåäñòâèè êëþ÷åâóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå íåðàâåíñòâà (1.3.7).2. Ìàêñèìèçàöèÿ è �êîëëàïñ � ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷èÑòåêëîâà2.1. Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1.3.1. Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ n = 2. Äëÿêàæäîãî ε ∈ (0, 1
10 ), ðàññìîòðèì îäíîñâÿçíóþ ïëîñêóþ îáëàñòü(2.1.1) Ωε = {|z − 1 + ε| < 1} ∪ {|z + 1 − ε| < 1} ⊂ C.Ïðè ε → 0+, îáëàñòü Ωε âûðîæäàåòñÿ â íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå äâóõ

PSfrag repla
ements
2ε

�èñ. 1. Îáëàñòü Ωε ïðè n = 2îäèíàêîâûõ åäèíè÷íûõ êðóãîâ.Ëåììà 2.1.2. Äîïóñòèì, ÷òî ρ ≡ 1 íà ∂Ωε äëÿ ëþáîãî ε. Òîãäà
lim

ε→0+
σ2(Ωε) = 1.Íàïîìíèì, ÷òî åñëè ρ ≡ 1, òî σ1(D) = σ2(D) = 1.Çàìå÷àíèå 2.1.3. Ýòî óòâåðæäåíèå íå íàçîâåøü íåîæèäàííûì, íî â òîæå âðåìÿ îíî íå ñëåäóåò íàïðÿìóþ èç îáùèõ ðåçóëüòàòîâ î ñõîäèìîñòèñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ñëîæíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñåìåéñòâî Ωεíå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ëèïøèöåâûì. Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ñåìåé-ñòâî Ωε íå óäîâëåòâîðÿåò ðàâíîìåðíîìó óñëîâèþ êîíóñà (ñì. [8, ñòð. 49℄èëè [17, ñòð. 53℄). Èíûìè ñëîâàìè, íåâîçìîæíî âûáðàòü êîíñòàíòó Ëèï-øèöà ðàâíîìåðíî ïî z ∈ ∂Ωε è ïî ε îäíîâðåìåííî. Äåéñòâèòåëüíî, ëåãêî



6 ÀËÅÊÑÀÍÄ� ÆÈ�ÓÀ�, ÈÎÑÈÔ ÏÎËÒÅ�ÎÂÈ×âèäåòü, ÷òî êîíñòàíòà Ëèïøèöà ñòàíîâèòñÿ íåîãðàíè÷åííîé îêîëî òî÷êè
z = 0 ïðè ε → 0. Ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷èÑòåêëîâà â òàêîé ñèòóàöèè ìîæåò áûòü àïðèîðè âåñüìà íåîæèäàííûì,ñì. ðàçäåë 2.2.Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 2.1.2. Èç íåðàâåíñòâà (1.2.4) ñëåäóåò, ÷òî

σ2(Ωε)M(Ωε) ≤ 4πäëÿ âñÿêîãî ε ∈ (0, 1
10 ). Ïîñêîëüêó limε→0+M(Ωε) = 4π, òî

lim sup
ε→0+

σ2(Ωε) ≤ 1.Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî(2.1.4) lim inf
ε→0+

σ2(Ωε) ≥ 1.Ââèäó Çàìå÷àíèÿ 2.1.3, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèìåíèòü ñòàíäàðòíûå ðå-çóëüòàòû î ñõîäèìîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, íàì íåîáõîäèìî �óñòðà-íèòü� îñîáåííîñòü â íóëå ó ñåìåéñòâà îáëàñòåé Ωε. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:
Ω′

ε = Ωε ∩ {ℜz < 0}. �àññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó ñî ñìåøàí-íûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà îáëàñòè Ω′
ε: íàëîæèì óñëîâèÿ Íåéìàíàíà èíòåðâàëå Ωε ∩ {ℜz = 0} è îñòàâèì óñëîâèÿ Ñòåêëîâà íà ∂Ω′

ε ∩ ∂Ωε.Ïóñòü 0 = σN
0 (Ω′

ε) < σN
1 (Ω′

ε) ≤ σN
2 (Ω′

ε) . . . � ñïåêòð ýòîé ñìåøàííîéçàäà÷è (îíà åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò ïðè èçó÷åíèè êîëåáàíèéæèäêîñòè, ñì. [13℄). Äîáàâëåíèå óñëîâèé Íåéìàíà âíóòðè îáëàñòè óâå-ëè÷èâàåò ïðîñòðàíñòâî äîïóñòèìûõ òåñò��óíêöèé. Ïîýòîìó, ñîãëàñíîñòàíäàðòíîìó ïðèíöèïó ìîíîòîííîñòè, [3, ñòð. 100℄, ñîáñòâåííûå çíà÷å-íèÿ óìåíüøàþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,
σ2(Ωε) ≥ σN

1 (Ω′
ε),è, òåì ñàìûì, ÷òîáû äîêàçàòü (2.1.4), äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî(2.1.5) lim

ε→0+
σN

1 (Ω′
ε) = 1.Ñåìåéñòâî îáëàñòåé Ω′

ε ñõîäèòñÿ ê D â äîïîëíèòåëüíîé òîïîëîãèè Õà-óñäîð�à (ñì. [5, ñòð. 101℄) ïðè ε → 0+. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó îáëàñòè
Ω′

ε ðàâíîìåðíî ëèïøèöåâû îäíîâðåìåííî è ïî z ∈ ∂Ω′
ε, è ïî ε ∈ (0, 1

10 ),îïåðàòîðû ðàñøèðåíèÿ H1(Ωε) → H1(R2) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû [5, p.198℄. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, íîðìû îïåðàòîðîâ îãðàíè÷åíèÿ íà ãðàíè-öó òîæå ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû [9℄. Çàìåòèì, ÷òî ÷àñòü ãðàíèöû ∂Ω′
ε,ñîâïàäàþùàÿ ñ Ωε ∩ {ℜz = 0}, íà êîòîðîé çàäàíî óñëîâèå Íåéìàíà, âû-ðîæäàåòñÿ â òî÷êó z = 0 ïðè ε → 0+. Ñëåäîâàòåëüíî, èç îòíîøåíèÿ�ýëåÿ äëÿ ñìåøàííîé çàäà÷è Íåéìàíà�Ñòåêëîâà [13, ñòð. 673℄) íåìåä-ëåííî âûòåêàåò ðàâåíñòâî

lim
ε→0+

σN
n (Ω′

ε) = σn(D), n = 1, 2, . . . .Ïîëàãàÿ n = 1, ìû ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå (2.1.5). Ëåììà äîêàçàíà. �



ÎÁ ÎÖÅÍÊÀÕ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ÇÍÀ×ÅÍÈÉ ÇÀÄÀ×È ÑÒÅÊËÎÂÀ 7Çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1.3.1. Èç îöåíêè (1.2.5) è î÷åâèä-íîãî íåðàâåíñòâà σn+1(Ωε) ≥ σn(Ωε) ñëåäóåò, ÷òî (1.3.2) âëå÷åò (1.3.3).Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå (1.3.2). Ïðè n = 2îíî ñëåäóåò èç Ëåììû 2.1.2. Ïðè n > 2 äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî.Ïóñòü Ωε � îáúåäèíåíèå n êðóãîâ ðàäèóñà 1 + ε ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ
z = 2k, k = 0, 1, . . . , n − 1. Ñäåëàåì ðàçðåçû âäîëü âåðòèêàëüíûõ ëèíèé
ℜz = 2k− 1, k = 1, 2, . . . , n è íàëîæèì óñëîâèÿ Íåéìàíà âäîëü ýòèõ ðàç-ðåçîâ. Ìû ïîëó÷èì n âñïîìîãàòåëüíûõ ñìåøàííûõ çàäà÷ äâóõ âèäîâ:äâà êðàéíèõ êðóãà èìåþò åäèíñòâåííûé ðàçðåç (êàê è âûøå, îáîçíà÷èìñîîòâåòñòâóþùèå îáëàñòè ñèìâîëîì Ω′

ε), a ïðîìåæóòî÷íûå êðóãè èìå-þò äâà ðàçðåçà � îäèí ñëåâà è äðóãîé ñïðàâà (ñîîòâåòñòâóþùèå îáëàñòèîáîçíà÷èì Ω′′
ε). Ñïåêòðû êàæäîé èç n âñïîìîãàòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷íà÷èíàþòñÿ ñ íóëåâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ. Èñïîëüçóÿ, êàê è âûøå,ïðèíöèï ìîíîòîííîñòè, ìû ïîëó÷àåì:

σn(Ωε) ≥ min
(
σN

1 (Ω′
ε), σ

N
1 (Ω′′

ε)
)
.Äîêàçûâàÿ, êàê è â ñëó÷àå n = 2, ñõîäèìîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèéâñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷, ìû ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâàì:

lim
ε→0+

σN
1 (Ω′

ε) = lim
ε→0+

σN
1 (Ω′′

ε) = 1.Òåì ñàìûì, lim infε→0+ σn(Ωε) ≥ 1. Ïîñêîëüêó limε→0+M(Ωε) = 2πn, èçíåðàâåíñòâà (1.2.4) ñëåäóåò, ÷òî lim supε→0+ σn(Ωε) ≤ 1. Òàêèì îáðàçîì,
limε→0+ σn(Ωε) = 1. Òåîðåìà 1.3.1 äîêàçàíà.2.2. �Êîëëàïñ� ñïåêòðà çàäà÷è Ñòåêëîâà. Ñåìåéñòâî îáëàñòåé Ωε,ïîñòðîåíî ïóòåì �ðàñòàñêèâàíèÿ� êðóãîâ, â òî âðåìÿ êàê ãåîìåòðè÷åñêèáîëåå åñòåñòâåíûì êàæåòñÿ ñîåäèíèòü èõ ìàëåíüêèìè ïåðåøåéêàìè, èñ-÷åçàþùèìè ïðè ε→ 0. Îäíàêî, êàê ïîêàçûâàåò ïðèâåäåííûé íèæå ïðè-ìåð, ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è Ñòåêëîâà ïðèòàêîì âûðîæäåíèè îáëàñòåé ìîæåò îêàçàòüñÿ âåñüìà íåîæèäàííûì.Êàê è ðàíåå, ïîëîæèì ρ ≡ 1. Ïóñòü Σε = D1 ∪ Pε ∪ D2 � îáëàñòü,

}PSfrag repla
ements ε

ε3

�èñ. 2. Îáëàñòü Σε



8 ÀËÅÊÑÀÍÄ� ÆÈ�ÓÀ�, ÈÎÑÈÔ ÏÎËÒÅ�ÎÂÈ×ïîëó÷åííàÿ ñîåäèíåíèåì äâóõ åäèíè÷íûõ êðóãîâ D1 è D2 ïðè ïîìîùèïðÿìîóãîëüíîãî ïåðåøåéêà Pε äëèíû ε è øèðèíû ε3 (ñì. �èñ. 2). Ìåíü-øèå ñòîðîíû Pε ÿâëÿþòñÿ õîðäàìè ãðàíè÷íûõ îêðóæíîñòåé ∂D1 è ∂D2.Òî, ÷òî øèðèíà ïåðåøåéêà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ãîðàçäî áûñòðåå äëèíû,èìååò ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå. Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðó-ãè è ïåðåøååê ðàñïîëîæåíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî îáëàñòü Σε ñèììåòðè÷íàîòíîñèòåëüíî îáåèõ îñåé êîîðäèíàò. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè ε→ 0 ìû ïî-ëó÷àåì â ïðåäåëå óäèâèòåëüíîå ñîîòíîøåíèå:(2.2.1) lim
ε→0+

σn(Σε) = 0äëÿ âñåõ n = 1, 2, . . . . Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïîïàðíî îðòîãîíàëü-íûå òåñò��óíêöèè, çàíóëÿþùèåñÿ íà ìíîæåñòâå (D1 ∪ D2) \ Pε è ðàâ-íûå sin 2πnx
ε âíóòðè ïåðåøåéêà Pε. Òîãäà, äëÿ âñÿêîãî n, ãðàäèåíò òàêîéòåñò��óíêöèè èìååò ïîðÿäîê n/ε, ïëîùàäü Pε ðàâíà ε4, à äëèíà �âíåø-íåé� ÷àñòè ãðàíèöû ∂Pε ∩ ∂Σε ðàâíà 2ε. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïîñòðîåí-íûå òåñò-�óíêöèè ñêëåèâàþòñÿ íåïðåðûâíûì îáðàçîì âäîëü ìåíüøèõñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà Pε, è ïîýòîìó ïðèíàäëåæàò ñîáîëåâñêîìó ïðî-ñòðàíñòâó H1(Σε). Òåì ñàìûì, äëÿ êàæäîãî �èêñèðîâàííîãî n, ñîîòâåò-ñòâóþùåå îòíîøåíèå �ýëåÿ èìååò ïîðÿäîê n2ε è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè

ε→ 0+, îòêóäà ñëåäóåò �îðìóëà (2.2.1).Ïîõîæèå êîíñòðóêöèè èñïîëüçîâàëèñü ðàíåå ïðè èçó÷åíèè ãðàíè÷íûõçàäà÷ ñ óñëîâèÿìè Íåéìàíà (ñì. [21, 15℄ è ðàáîòû, öèòèðóåìûå â ýòèõñòàòüÿõ). Îäíàêî, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îáëàñòè Σε ñ óñëîâèÿìè Íåé-ìàíà ñõîäÿòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì íåñâÿçíîãîîáúåäèíåíèÿ äâóõ êðóãîâ ïðè ε → 0+. Ïîëíûé �êîëëàïñ� ñïåêòðà çà-äà÷è Ñòåêëîâà, íàáëþäàþùèéñÿ â ïðèâåäåííîì âûøå ïðèìåðå, ñâÿçàí ñòåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå â çíàìåíàòåëå îòíîøåíèÿ �ýëåÿ ñòîèò èíòåãðàë ïîãðàíèöå. Çàìåòèì, ÷òî ïåðèìåòð ïåðåøåéêà Pε ñòðåìèòñÿ ê íóëÿ ãîðàçäîìåäëåííåå, ÷åì åãî ïëîùàäü è, ïîýòîìó, äëÿ êàæäîãî �èêñèðîâàííîãî n,÷èñëèòåëü â îòíîøåíèè �ýëåÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ íàìíîãî áûñòðåå, ÷åìçíàìåíàòåëü.Â ïîñëåäóþùèõ ÷àñòÿõ ðàáîòû ìû äîêàçûâàåì Òåîðåìó 1.3.6.3. Ñëîæåííûå è ïåðåðàñïðåäåëåííûå ìåðû3.1. Êîí�îðìíîå îòîáðàæåíèå íà êðóã. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿîäíîñâÿçíàÿ ïëîñêàÿ îáëàñòü ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé. Êàê è âûøå, D =
{
z ∈ C

∣
∣ |z| < 1

} îáîçíà÷àåò îòêðûòûé åäèíè÷íûé êðóã. Ïî òåîðåìå �è-ìàíà î êîí�îðìíîì îòîáðàæåíèè (ñì. [31, ñòð. 342℄), ñóùåñòâóåò êîí-�îðìíûé äè��åîìîð�èçì φ : D → Ω, ïðîäîëæàþùèéñÿ äî ãîìåîìîð-�èçìà D → Ω (÷òîáû íå óñëîæíÿòü îáîçíà÷åíèÿ, çäåñü è äàëåå ìû îáî-çíà÷àåì êîí�îðìíîå îòîáðàæåíèå è åãî ïðîäîëæåíèå âïëîòü äî ãðàíèöûîäíèì è òåì æå ñèìâîëîì). Ïóñòü ds � ìåðà äëèíû íà ãðàíèöå ∂Ω, à dµ



ÎÁ ÎÖÅÍÊÀÕ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ÇÍÀ×ÅÍÈÉ ÇÀÄÀ×È ÑÒÅÊËÎÂÀ 9� ïðîîáðàç ìåðû ρ(s)ds ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ φ. Èíûìè ñëîâàìè,
∫

O
dµ =

∫

φ(O)
ρ(s) ds(3.1.1)äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà O ⊂ S1. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèåñîîòíîøåíèå (3.1.1) è èñïîëüçóÿ êîí�îðìíóþ èíâàðèàíòíîñòü èíòåãðàëàÄèðèõëå, ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü âàðèàöèîííóþ �îðìóëó (1.1.3) äëÿ σ2 âñëåäóþùåì âèäå:

σ2(Ω) = inf
E

sup
06=u∈E

∫

D
|∇u|2 dz

∫

S1 u2 dµ
.(3.1.2)Òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü çäåñü áåðåòñÿ ïî âñåì äâóìåðíûì ïîäïðîñòðàí-ñòâàì E ⊂ H1(D), òàêèì ÷òî ∫

S1 u dµ = 0 äëÿ ëþáîãî u ∈ E.3.2. �èïåðáîëè÷åñêèå øàïî÷êè. Ïóñòü γ � ãåîäåçè÷åñêàÿ íà ïëîñ-êîñòè Ëîáà÷åâñêîãî â ìîäåëè Ïóàíêàðå â êðóãå. Èíûìè ñëîâàìè, γ åñòüëèáî äèàìåòð êðóãà, ëèáî äóãà îêðóæíîñòè, îðòîãîíàëüíàÿ àáñîëþòó
S1 = ∂D. Êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà D \ γ íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè-

PSfrag repla
ements
al,p p

l

�èñ. 3. �èïåðáîëè÷åñêàÿ øàïî÷êà al,p÷åñêîé øàïî÷êîé [14℄. Äëÿ êàæäîé òî÷êè p ∈ S1 è ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà
l ∈ (0, 2π), ìû ìîæåì îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü ãèïåðáîëè÷åñêóþ øàïî÷-êó al,p ñëåäóþùèì óñëîâèåì: äóãà ãðàíèöû ∂al,p ∩ S1 èìååò äëèíó l èåå öåíòð íàõîäèòñÿ â òî÷êå p (�èñ. 3). Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî îòîæ-äåñòâèòü ïðîñòðàíñòâî HC âñåõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ øàïî÷åê ñ öèëèíäðîì
(0, 2π) × S1. Äëÿ êàæäîé ãèïåðáîëè÷åñêîé øàïî÷êè a ∈ HC, îïðåäå-ëèì îòîáðàæåíèå τa : D → D, ÿâëÿþùååñÿ îòðàæåíèåì îòíîñèòåëüíîãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîäåçè÷åñêîé, îãðàíè÷èâàþùåé a. Èíûìè ñëîâàìè, τa



10 ÀËÅÊÑÀÍÄ� ÆÈ�ÓÀ�, ÈÎÑÈÔ ÏÎËÒÅ�ÎÂÈ×� åäèíñòâåííàÿ íåòðèâèàëüíàÿ êîí�îðìíàÿ èíâîëþöèÿ êðóãà D, îñòàâ-ëÿþùàÿ íåïîäâèæíîé êàæäóþ òî÷êó ãåîäåçè÷åñêîé ∂a∩D. Â ÷àñòíîñòè,
τa(a) = D \ a.Íàçîâåì ïîäíÿòèåì �óíêöèè u : a → R �óíêöèþ ũ : D → R, çàäàí-íóþ ñîîòíîøåíèåì(3.2.1) ũ(z) =

{

u(z) ïðè z ∈ a,

u(τaz) ïðè z ∈ D \ a.Çàìåòèì, ÷òî
∫

S1

ũ dµ =

∫

∂a∩S1

u dµ +

∫

τa(∂a)∩S1

u ◦ τa dµ

=

∫

∂a∩S1

u (dµ + τ∗adµ).(3.2.2)Íàçîâåì ìåðó(3.2.3) dµa =

{

dµ+ τ∗adµ íà ∂a ∩ S1,

0 íà S1 \ ∂añëîæåííîé ìåðîé. Ôîðìóëó (3.2.2) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðà-çîì: ∫

S1

ũ dµ =

∫

S1

u dµa.3.3. Ñîáñòâåííûå �óíêöèè íà êðóãå. Äëÿ êàæäîãî âåêòîðà t ∈ R
2,îïðåäåëèì �óíêöèþ Xt : D → R, ðàâíóþ ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ

Xt(z) = z · t, z ∈ D ⊂ R
2. Ïóñòü (e1, e2) � ñòàíäàðòíûé áàçèñ â R

2.Òîãäà �óíêöèè Xe1
è Xe2

îáðàçóþò áàçèñ â ïåðâîì ñîáñòâåííîì ïîäïðî-ñòðàíñòâå çàäà÷è Ñòåêëîâà íà êðóãå ñ åäèíè÷íîé ïëîòíîñòüþ íà ãðàíè-öå. Ìåòîä Õåðøà (ñì. [14, ðàçäåë 4.1℄) ïîçâîëÿåò íàì ïðåäïîëîæèòü áåçîãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî öåíòð ìàññ ìåðû dµ ðàñïîëîæåí â íóëå:
∫

S1

Xt dµ = 0, ∀t ∈ R
2.(3.3.1)Ïîâîðîòîì îñåé êîîðäèíàò âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî

∫

S1

X2
e1
dµ ≥

∫

S1

X2
t dµ, ∀t ∈ S1.(3.3.2)3.4. Ïåðåðàñïðåäåëåíèå ìåðû. Ïóñòü a ∈ HC � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ øà-ïî÷êà, à ψa : D → a � êîí�îðìíûé äè��åîìîð�èçì. Ñëåäóÿ ñîãëàøå-íèþ, ïðèíÿòîìó â ðàçäåëå 3.1, ïðîäîëæåíèå ýòîãî äè��åîìîð�èçìà äîãðàíèöû D → a ìû òîæå îáîçíà÷àåì ñèìâîëîì ψa. Äëÿ êàæäîãî t ∈ R

2,îïðåäåëèì �óíêöèþ ut
a : a→ R ïî �îðìóëå

ut
a(z) = Xt ◦ ψ−1

a (z) = t · ψ−1
a (z).Â äîêàçàòåëüñòâå Ëåììû 4.1.1 áóäåò èñïîëüçîâàíî ñëåäóþùåå âñïîìîãà-òåëüíîå óòâåðæäåíèå.



ÎÁ ÎÖÅÍÊÀÕ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ÇÍÀ×ÅÍÈÉ ÇÀÄÀ×È ÑÒÅÊËÎÂÀ 11Ëåììà 3.4.1. Ïîäíÿòèå �óíêöèè ut
a íå ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé �óíê-öèåé â êðóãå D.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî ũt

a � ãàðìîíè÷åñêàÿ �óíêöèÿ. Òîãäàîíà ãëàäêàÿ, è ïîýòîìó, â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëîé (3.2.1), íîðìàëü-íàÿ ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè ut
a äîëæíà ðàâíÿòüñÿ íóëþ â êàæäîé òî÷êå

p ∈ ∂a ∩ D. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ðàâåíñòâî íóëþ íîðìàëüíîé ïðîèç-âîäíîé ñîõðàíÿåòñÿ ïðè êîí�îðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ. Ñëåäîâàòåëüíî,íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè Xt = ut
a◦ψa çàíóëÿåòñÿ íà ìíîæåñòâå

ψ−1
a (∂a∩D) ⊂ S1. Â òî æå âðåìÿ, íåñëîæíîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òîïðè s 6= ± t

|t| , ∂
∂nXt(s) 6= 0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâîëåììû. �Ïóñòü wt

a ∈ C∞(D) � ãàðìîíè÷åñêîå ðàñøèðåíèå �óíêöèè ũt
a

∣
∣
S1
:

{

∆wt
a = 0 in D,

wt
a = ũt

a on S1,
(3.4.2)êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íûì îáðàçîì. Ôóíêöèè wt

a áóäóò èñïîëü-çîâàíû íèæå â êà÷åñòâå òåñò-�óíêöèé â âàðèàöèîííîé �îðìóëå (3.1.2).Çàìåòèì, ÷òî
∫

S1

ũt
a dµ =

∫

S1

ut
a dµa =

∫

S1

Xt ψ
∗
adµa.(3.4.3)Íàçîâåì ìåðó(3.4.4) dνa = ψ∗

adµaïåðåðàñïðåäåëåííîé ìåðîé íà S1.Íàçîâåì ñåìåéñòâo êîí�îðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé {ψa : D → a}a∈HC íå-ïðåðûâíûì, åñëè îòîáðàæåíèå èç ìíîæåñòâà (0, 2π)×S1×D â êðóã, îïðå-äåëåííîå ïî �îðìóëå (l, p, z) 7→ ψal,p
(z), íåïðåðûâíî. Ñëåäóþùàÿ ëåììàîïèñûâàåò ïîâåäåíèå ïåðåðàñïðåäåëåííîé ìåðû dνa ïðè äâóõ �ïðîòèâî-ïîëîæíûõ� âûðîæäåíèÿõ ãèïåðáîëè÷åñêîé øàïî÷êè a: â òî÷êó p ∈ S1 iâî âåñü êðóã.Ëåììà 3.4.5. Ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ñåìåéñòâî êîí�îðìíûõ äè�-�åîìîð�èçìîâ {ψa : D → a}a∈HC , òàêîå ÷òî äëÿ âñåõ ãèïåðáîëè÷åñêèõøàïî÷åê a ∈ HC è âñåõ âåêòîðîâ t ∈ R

2,
∫

S1

wt
a dµ = 0,(3.4.6)

lim
a→D

dνa = dµ,(3.4.7)
lim
a→p

dνa = R∗
pdµ,(3.4.8)ãäå wt

a îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå (3.4.2), dνa � ïåðåðàñïðåäåëåííàÿ ìåðà,çàäàííàÿ ñîîòíîøåíèåì (3.4.4), à Rp(x) = x − 2(x · p) � ñèììåòðèÿîòíîñèòåëüíî äèàìåòðà, ïåðïåíäèêóëÿðíîãî âåêòîðó p ∈ S1.



12 ÀËÅÊÑÀÍÄ� ÆÈ�ÓÀ�, ÈÎÑÈÔ ÏÎËÒÅ�ÎÂÈ×Äâå ïîñëåäíèå �îðìóëû â Ëåììå 3.4.5 òðåáóþò íåêîòîðûõ ïîÿñíåíèé.Êàê îòìå÷àëîñü â ðàçäåëå 3.2, ïðîñòðàíñòâî HC ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñöèëèíäðîì (0, 2π) × S1, è ñõîäèìîñòü â HC ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå îáû÷-íîé òîïîëîãèè íà ýòîì öèëèíäðå. Ñõîäèìîñòü ìåð ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëåòîïîëîãèè, çàäàâàåìîé íîðìîé(3.4.9) ‖dν‖ = sup
f∈C(S1),|f |≤1

∣
∣
∣
∣

∫

S1

f dν

∣
∣
∣
∣
.Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ïðèâîäèì ëèøü ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà, ïîäðîáíî-ñòè ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [14, ðàçäåë 2.5℄. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíîåíåïðåðûâíîå ñåìåéñòâî êîí�îðìíûõ äè��åîìîð�èçìîâ {φa : D → a}a∈HC ,òàêîå ÷òî lima→D φa = id. Îòîáðàæåíèå ψa îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîìïîçè-öèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ φa ñ àâòîìîð�èçìàìè êðóãà, âîçíèêàþùèìè â ìåòî-äå Õåðøà. Â ÷àñòíîñòè, ñîîòíîøåíèå (3.4.6) îêàçûâàåòñÿ àâòîìàòè÷åñêèâûïîëíåíî. Ïðè âûðîæäåíèè øàïî÷êè a â ïîëíûé êðóã D, êîí�îðìíûåäè��åîìîð�èçìû ψa ñõîäÿòñÿ ê òîæäåñòâåííîìó ïðåîáðàçîâàíèþ íà D,îòêóäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî (3.4.7). Íàêîíåö, ïîëàãàÿ n = 1 â óòâåðæäåíèè[14, Ëåììà 4.3.2℄, ìû ïîëó÷àåì �îðìóëó (3.4.8). �Çà�èêñèðóåì ñåìåéñòâî êîí�îðìíûõ îòîáðàæåíèé, ψa îïðåäåëåííûõâ Ëåììå 3.4.5. Çàìåòèì, ÷òî ïåðåðàñïðåäåëåííàÿ ìåðà dνa íåïðåðûâíîìåíÿåòñÿ ïðè âûðîæäåíèè ãèïåðáîëè÷åñêîé øàïî÷êè a. Ýòî ñâîéñòâîáóäåò èñïîëüçîâàíî â òîïîëîãè÷åñêîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà Ïðåäëîæå-íèÿ 4.2.2. 4. Ïîñòðîåíèå òåñò-�óíêöèé4.1. Îöåíêà îòíîøåíèÿ �ýëåÿ. Èç �îðìóëû (3.4.6) ñëåäóåò, ÷òî �óíê-öèè wt

a, îïðåäåëåííûå ñîîòíîøåíèåì (3.4.2), ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû âêà÷åñòâå òåñò-�óíêöèé â âàðèàöèîííîì ïðåäñòàâëåíèè (3.1.2) ñîáñòâåí-íîãî çíà÷åíèÿ σ2. Äëÿ êàæäîé ãèïåðáîëè÷åñêîé øàïî÷êè a ∈ HC, îáî-çíà÷èì ÷åðåç
Ea =

{
wt

a | t ∈ R
2
}
.äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî òåñò-�óíêöèé.Ëåììà 4.1.1. Äëÿ âñÿêîé òåñò-�óíêöèè wt
a ∈ Ea èìååò ìåñòî íåðà-âåíñòâî

∫

D

|∇wt
a|2 dz < 2π.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ wt

a ãàðìîíè÷åñêàÿ, åå èíòåãðàëÄèðèõëå ñòðîãî ìåíüøå, ÷åì ó ëþáîé äðóãîé �óíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà
H1(D) ñ òåìè æå ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè. Ôóíêöèÿ ũt

a íå ÿâëÿåòñÿ ãàð-ìîíè÷åñêîé ïî Ëåììå 3.4.1, è ïîñêîëüêó îíà íåïðåðûâíà, îíà íå ìîæåò



ÎÁ ÎÖÅÍÊÀÕ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ÇÍÀ×ÅÍÈÉ ÇÀÄÀ×È ÑÒÅÊËÎÂÀ 13ñîâïàäàòü ñ wt
a â ïðîñòðàíñòâå H1(D). Òàêèì îáðàçîì,

∫

D

|∇wt
a|2 dz <

∫

D

|∇ũt
a|2 dz =

∫

a
|∇ut

a|2 dz +

∫

D\a
|∇(ut

a ◦ τa)|2 dz

= 2

∫

a
|∇ut

a|2 dz = 2

∫

D

|∇Xt|2 dz = 2σ1(D)
︸ ︷︷ ︸

1

π
︷ ︸︸ ︷∫

S1

X2
t dθ = 2π.(4.1.2)Âòîðîå è òðåòüå ðàâåíñòâà â ýòîé �îðìóëå ñëåäóþò èç ñîõðàíåíèÿ èíòå-ãðàëà Äèðèõëå ïðè êîí�îðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ïëîñêèõ îáëàñòåé. �Ïóñòü t1, t2 ∈ S1 � äâà ïåðïåíäèêóëÿðíûõ âåêòîðà. Äëÿ âñÿêîé ãè-ïåðáîëè÷åñêîé øàïî÷êè a ∈ HC ìû èìååì:

∫

S1

(wt1
a )2 dµ =

∫

S1

(Xt1)
2dνa

≥ 1

2

∫

S1

1
︷ ︸︸ ︷

(Xt1)
2 + (Xt2)

2 dνa =
1

2

∫

∂Ω
ρ(s) ds.(4.1.3)Äåéñòâèòåëüíî, ïåðâîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç (3.4.2) è (3.4.3), ïîñëåäíååðàâåíñòâî âûòåêàåò èç (3.2.3) è (3.1.1), à íåðàâåíñòâî ïîñåðåäèíå ìîæíîñ÷èòàòü âåðíûì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè (åñëè îíî íåâåðíî, ïîìåíÿåììåñòàìè t1 è t2).Çàìå÷àíèå 4.1.4. Ïîñêîëüêó X2

t1 + X2
t2 = 1 íà îêðóæíîñòè S1, äîêàçà-òåëüñòâî îöåíêè (4.1.3) àíàëîãè÷íî ðàññóæäåíèþ, ïðèâåäåííîìó â ñòàòüå[19℄. Îíî çíà÷èòåëüíî ïðîùå äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãè÷íîãî ðåçóëüòàòà[14, Ëåììà 2.7.5℄ äëÿ çàäà÷è Íåéìàíà.�àññìîòðèì îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî òåñò-�óíêöèé

Vt1 =
{
αwt1

a | α ∈ R
}
.Èç Ëåììû 4.1.1 è �îðìóëû (4.1.3) ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ �óíêöèÿ u ∈ Vt1óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

∫

D
|∇u|2 dz

∫

S1 u2 dµ
≤ 4π

M(Ω)
.(4.1.5)Ìû õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ øàïî÷êà a,÷òî îöåíêà (4.1.5) âûïîëíåíà íå òîëüêî äëÿ u ∈ Vt1 , íî è äëÿ ëþáîé�óíêöèè u ∈ Ea. Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî Ea äâóìåðíî, íåðàâåíñòâî(1.3.7) áóäåò òîãäà ñëåäîâàòü èç �îðìóë (4.1.5) è (3.1.2).4.2. Ïðîñòûå è êðàòíûå ìåðû. Ïóñòü äàíà êîíå÷íàÿ ìåðà dν íà îð-êóæíîñòè S1. �àññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ �îðìó Vdν : R

2 → R, çàäàííóþ�îðìóëîé
Vdν(t) =

∫

S1

X2
t dν.



14 ÀËÅÊÑÀÍÄ� ÆÈ�ÓÀ�, ÈÎÑÈÔ ÏÎËÒÅ�ÎÂÈ×Îáîçíà÷èì ÷åðåç RP 1 = S1/Z2 ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ, à ÷åðåç [t] ∈ RP 1ýëåìåíò, ñîîòâåòñòâóþùèé ïàðå òî÷åê ±t ∈ S1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî [t] ∈
RP 1 åñòü ìàêñèìàëüíîå íàïðàâëåíèå ìåðû dν, åñëè Vdν([t]) ≥ Vdν([s])äëÿ ëþáîãî [s] ∈ RP 1. Íàçîâåì ìåðó dν ïðîñòîé, åñëè åå ìàêñèìàëüíîåíàïðàâëåíèå åäèíñòâåííî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, íàçîâåì ìåðó dν êðàò-íîé.Ëåììà 4.2.1. Ìåðà dν ÿâëÿåòñÿ êðàòíîé â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,åñëè Vdν(t) íå çàâèñèò îò âåêòîðà t ∈ S1.Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ëåììû âûòåêàåò èç ïðîñòîãî �àêòà, ÷òî
Vdν(t) åñòü êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà. Äåòàëè äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî íàéòè âðàáîòå [14, Ëåììà 2.6.1℄. �Çàìåòèì, ÷òî èç �îðìóëû (3.3.2) ñëåäóåò, ÷òî [e1] ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëü-íûì íàïðàâëåíèåì ìåðû dµ.Ïðåäëîæåíèå 4.2.2. Åñëè ìåðà dµ ïðîñòàÿ, òî ñóùåñòâóåò ãèïåðáî-ëè÷åñêàÿ øàïî÷êà a ∈ HC òàêàÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïåðåðàñïðåäå-ëåííàÿ ìåðà dνa êðàòíàÿ.Ïðåäëîæåíèå 4.2.2 äîêàçûâàåòñÿ îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òîìåðà dµ, à òàêæå ìåðû dνa äëÿ âñåõ a ∈ HC, ïðîñòûå. Äëÿ êàæäîéãèïåðáîëè÷åñêîé øàïî÷êè a, îáîçíà÷èì ÷åðåç [m(a)] ∈ RP 1 åäèíñòâåííîåìàêñèìàëüíîå íàïðàâëåíèå ïåðåðàñïðåäåëåííîé ìåðû dνa.Ïî ïîñòðîåíèþ, ñëîæåííàÿ ìåðà dµa íåïðåðûâíî çàâèñèò îò a. Ñåìåé-ñòâî êîí�îðìíûõ îòîáðàæåíèé ψa íåïðåðûâíî ïî Ëåììå 3.4.5 è, ñëå-äîâàòåëüíî, ïåðåðàñïðåäåëåííàÿ ìåðà dνa òîæå íåïðåðûâíî çàâèñèò îò
a. Ïîýòîìó, êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà Vdνa

è åäèíñòâåííîå ìàêñèìàëüíîå íà-ïðàâëåíèå [m(a)] ìåðû dνa íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò a.Èçó÷èì ïîâåäåíèå ìàêñèìàëüíîãî íàïðàâëåíèÿ ïðè âûðîæäåíèè ãè-ïåðáîëè÷åñêîé øàïî÷êè a â òî÷êó èëè âî âåñü êðóã.Ëåììà 4.2.3. Äîïóñòèì, ÷òî ìåðà dµ, à òàêæå ìåðû dνa äëÿ âñåõ
a ∈ HC, ïðîñòûå. Òîãäà

lim
a→D

[m(a)] = [e1](4.2.4)
lim

a→eiθ
[m(a)] = [e2iθ].(4.2.5)Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî �îðìóëà (4.2.4) íåìåäëåííîñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé (3.4.7) è (3.3.2). Äîêàæåì (4.2.5). Ïîëîæèì p =

eiθ. Ïî �îðìóëå (3.4.8) ìû èìååì:(4.2.6) lim
a→p

∫

S1

X2
t dνa =

∫

S1

X2
t R

∗
pdµ =

∫

S1

X2
t ◦Rp dµ =

∫

S1

X2
Rpt dµ.Ïîñêîëüêó ìåðà dµ ïðîñòàÿ, [e1] åñòü åå åäèíñòâåííîå ìàêñèìàëüíîå íà-ïðàâëåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (4.2.6) ìàêñèìàëüíàïðè Rpt = ±e1. Ïðèìåíÿÿ Rp ñ îáåèõ ñòîðîí, ìû ïîëó÷àåì t = ±e2iθ è,òåì ñàìûì, [m(a)] = [e2iθ]. Ëåììà äîêàçàíà. �



ÎÁ ÎÖÅÍÊÀÕ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ÇÍÀ×ÅÍÈÉ ÇÀÄÀ×È ÑÒÅÊËÎÂÀ 15Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 4.2.2. Äîïóñòèì, ÷òî ìåðà dνa ïðîñòàÿäëÿ êàæäîé ãèïåðáîëè÷åñêîé øàïî÷êè a ∈ HC. Êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå,ïðîñòðàíñòâî HC ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ îòêðûòûì öèëèíäðîì (0, 2π)×
S1. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå h : (0, 2π) × S1 → RP 1 ïî �îðìóëå h(l, p) =
[m(al,p)]. Êàê áûëî çàìå÷åíî âûøå, ìàêñèìàëüíîå íàïðàâëåíèå [m(a)]íåïðåðûâíî çàâèñèò îò a. Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ Ëåììó 4.2.3, ìû ïîëó÷àåì,÷òî h ïðîäîëæàåòñÿ äî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ çàìêíóòîãî öèëèí-äðà [0, 2π] × S1, ïðè êîòîðîì

h(0, eiθ) = [e1], h(2π, e
iθ) = [e2iθ].Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî h åñòü ãîìîòîïèÿ ìåæäó òðèâèàëüíîé ïåòëåé è íåñ-òÿãèâàåìîé ïåòëåé â RP 1. Ïî î÷åâèäíûì òîïîëîãè÷åñêèì ïðè÷èíàì ýòîíåâîçìîæíî. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ïðåä-ëîæåíèÿ. �4.3. Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1.3.6. Äîïóñòèì, ÷òî ìåðà dµ ïðîñòàÿ.Ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 4.2.2, ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ øàïî÷-êà a ∈ HC, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïåðåðàñïðåäåëåííàÿ ìåðà dνa êðàò-íàÿ. Òîãäà íåðàâåíñòâî (4.1.5) ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîé �óíêöèè u ∈ Ea,è Òåîðåìà 1.3.6 íåìåäëåííî ñëåäóåò èç âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà (3.1.2)äëÿ σ2.Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî ìåðà dµ êðàòíàÿ. Â ýòîì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâîçíà÷èòåëüíî ïðîùå. Äåéñòâèòåëüíî, êàê ñëåäóåò èç Ëåììû 4.2.1, ëþáîåíàïðàâëåíèå [s] ∈ RP 1 ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì íàïðàâëåíèåì ìåðû dµ.Âîçüìåì äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî

E =
{
Xt

∣
∣t ∈ R

2
}â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà òåñò-�óíêöèé â âàðèàöèîííîé �îðìóëå (3.1.2)äëÿ σ2. Çàìåíÿÿ wt

a íà Xt è àêêóðàòíî ïðîñëåæèâàÿ âûêëàäêè, ëåãêîâèäåòü, ÷òî ìíîæèòåëü 2 â �îðìóëå (4.1.2) èñ÷åçàåò. Òàêèì îáðàçîì, èç�îðìóëû (3.1.2) ñëåäóåò îöåíêà(4.3.1) σ2(Ω)M(Ω) ≤ 2π,áîëåå ñèëüíàÿ, ÷åì (1.3.7). Òåîðåìà 1.3.6 äîêàçàíà.Çàìå÷àíèå 4.3.2. Åñëè ìåðà dµ êðàòíàÿ, òî Ëåììà 3.4.1 íåïðèìåíèìà,ïîñêîëüêó ìû íå èñïîëüçóåì �îðìóëó (3.2.1). Ýòî îáúÿñíÿåò, ïî÷åìóìû ïîëó÷àåì íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî (4.3.1). Äåéñòâèòåëüíî, ðàâåíñòâîäîñòèãàåòñÿ íà êðóãå ñ ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòüþ íà ãðàíèöå.Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè îáëàñòü Ω èìååò ñèììåòðèþ ïîðÿäêà q ≥ 3(íàïðèìåð, åñëè Ω � ïðàâèëüíûé q-óãîëüíèê), òî ìåðà dµ êðàòíàÿ, ïðèóñëîâèè, ÷òî ãðàíè÷íàÿ ïëîòíîñòü ρ îáëàäàåò òàêîé æå ñèììåòðèåé (ñì.[2℄ è [3, ñòð. 136-140℄). Â ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îöåíêà (4.3.1) åñòü ÷àñò-íûé ñëó÷àé ðåçóëüòàòà [3, Òåîðåìà 3.15℄. Çàìåòèì, ÷òî èç òåîðåìû Êó-ðàíòà î íîäàëüíûõ îáëàñòÿõ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé çàäà÷è Ñòåêëîâà [24,÷àñòü 3℄ ñëåäóåò, ÷òî åñëè Ω è ïëîòíîñòü ρ îáëàäàþò ñèììåòðèåé ïîðÿä-êà q ≥ 3, òî σ1 = σ2 è îöåíêà (4.3.1) ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà Âàéíñòîêà



16 ÀËÅÊÑÀÍÄ� ÆÈ�ÓÀ�, ÈÎÑÈÔ ÏÎËÒÅ�ÎÂÈ×(1.2.2). Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå îáëàñòü Ω èìååò êàê ìèíèìóì äâåîñè ñèììåòðèè, è êàæäàÿ èç íèõ ÿâëÿåòñÿ íîäàëüíîé ëèíèåé ñîáñòâåííîé�óíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùåé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ σ1. Òàêèì îáðàçîì,åãî êðàòíîñòü mult(σ1) ≥ 2. Ìû íå çíàåì íè îäíîãî ïðèìåðà, â êîòîðîììåðà dµ êðàòíàÿ, à ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå σ1 ïðè ýòîì ïðîñòîå.Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîðû âûðàæàþò ïðèçíàòåëüíîñòü Ìèõàèëó Ëåâè-òèíó, Ìàðêî Ìàðëåòòå, Íèêîëàþ Íàäèðàøâèëè, Þðèþ Ñà�àðîâó è Ìàð-ëåí Ôðèãîí çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ. È. Ïoëòåðîâè÷ áëàãîäàðèò çà ãî-ñòåïðèèìñòâî Èíñòèòóò Âåéöìàíà (Èçðàèëü), ãäå áûëà çàâåðøåíà ðàáîòàíàä ýòîé ñòàòüåé. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Ashbaugh, M. and Benguria, R., Isoperimetri
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