PROPRIETATI COMUNE FUNCTIILOR INCHISE
SI CELOR CU PROPRIETATEA LUI DARBOUX

OCTAV CORNEA

Intuitiv, functiile reale, inchise, de variabild reald sint in mod eszntial diferite de cele
«<u proprietatea lui Darboux. Primul rezultat al luerdrii de fald subliniazd aceasta situatie,
urmétoarele, insd, pun in evidenid o serie de proprietd!i comune acestor doud clase de funcii,
ceea ce sugereazi ca ele ar putea avea o comportare similard fafd de fenomenul de continuitate.

Fie E si F doud spatii me'rice. Spunem ecd functia f: K — F este
inchisd daci imaginea prin f a oricirei mul{imi inchise din K este o
multime inchisi in F. Fie 4 < R. Vom nota prin a(4) inchiderea mul-
timii A, prin Int{A4) interiorul acestei multimi. Pentru o funciie j: 4 - &
vom hota prin Im f multimea imagine a lui A prin f. Daci 4 = E sau 4
este un interval veal inchis vom nota prin D, mul{imea discontinunitatilor
de prima spetd ale lui f. Prin I(4), CO(4), D(A) vom nots respectiv
clasele functiilor f: A — R, inchise, continue si a celor cu proprietatea
Iui Darboux. In fine, pentru un punet x< B vom nota prin I, f)
multimea n {f((x — ¢, v +t) n 4):¢> 0} (f este o functie f: 4 — 7).

I

Dacd f< D(R) se poate verifica imediat ci pentru orice punct
o ¢ B multimea L(w, f) este un interval ce se reduce eventual la un singur
punct acolo unde functia f este continuii. Propozitia de mai jos ne aratd
¢d dacd fe I(R), multimea L(x, f) are o cu totul altd formd. Ne este
necesard urmaiioarea leméi.

LemA. Fief: i - R, xye R gi oy e L(f, x,). Dacd fe I (R)sif(z,) #
# Yo atunci = a (o).

Demonstratice. Intrueit y,e L(f, z,) existd un zir {@,:n > 1} cu
lim (z,) = z silim (f(z,)) = y,. Pentru orice & ¢ N* multimea {x,: 2245} U

» o SL AL {URTn)) == Yo 25 EH ; t g
U {x,} este inchisi deci este inchisd gi mulfimea {f(x.): n> &} U {f(2)}.
Rezultd ci existd n, >k cu f(z,,) = ¥o-

Existd prin urmare un subsir al lui {#,:n > 1}, fieel {z,: n > 1}
astfel ineit f(zy) =y, k& > 1. Cum lim (z,) = x, rezultd @ye ¢ (f~")y,))-

ProroziTiA 1. Fie f: R > R §i x,¢ R. Dacd fe I(R), atunc
mulfimea L{x,, f) — {f(x,)} este discretd.

Dzmonsiratie. Bste suficient si ardtim ca singurul punct ce poate
fi punct de acumiuliie al mulimii J(w,, f) este f(x,). Si presupunem ca
te L(xz, f) este punct de acumulare peatin IL(w, f) §i ¢ # f(x,). Existd
deci un sir {y,: n > 1} > L (=, f) cu termeni doi cite doi distineti
si diferiti de 1 astfel ineit lim (y,) = 1. Exista m e N astfel incid pentru
k> m si avem ¥, # f(x,). Din lema antericard rezultd cd pentiu & > m
avem a, < a(f~1(y;)). Obtinem c¢& existd wpef~1(yx) n (2, — 1/6 2 +
+ 1/k). Imaginea mulfimii inchise {®,: k> m} U {x,} este muliimea
{yr: k > m} U {f(x,)} care nu este inchisi intrueit f(x,) # f. Contradictic.
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O consecintd imediatd a acestei propozitii o constituie un rezultat
pe care il intilnim in [1], unde este demonstrat pe o cale mai putin
directi.

CoroLAR. Cu mnotatiile de mai inainte avem D(R) n I(R) = O(R).

intr-adevir, fie fe D(R) n I(R). Din fe D(R) rezultd cd Iz, f)
este un interval pentru orice ¢ R. Aplicind propozitia lanterioard ob-
tinem i L(z,f) este numirabild. in concluzie L(z,f) se reduce la un
singur punct adicd f este continud.

Observatie. Propozitia 1 rimine valabild dacd functia inchisd f este:
definitd si aie valori intr-un spatiu metric.

II

Trecem acum la studiul unor proprietiti comune claselor de funetii
I(A4) si D(A), unde A este un interval real inchis sau 4 = R. Vom nota
H(A) = I(4) U D(A).

Prima noastrii observatie de acest gen este o consecintd simpld - a.
lemei de mai inainte. '

Daci fe H(R) si penlrw orice xe E  mulfimen f~Yx) este inchisd,.
atunci e C(R). '

Demonstratie. Pentru fe D(R) rezultatul este cunoscub (vezi de
exemplu [2]). S# presupunem ed fe I(R) Dacd f nu este continud
in x, e R, atunci existd oy € L(w,, f) astfel incit z # f(x,). Lema anteri-
oard ne asigura cd x,e a(f-Y(@,)). Fireste insii cd @, ¢ f~'(z;). Reiese ci
multimea f-%(z;) nu este inchisa.

Fie [a, b| un interval inchis. in cele ce urmeazi vom arita ci
pentiu dowd funetii fe H([a, b]) si g ¢ O([2, b]) ce coincid pe o multime
densi [a, b], multimea Im ¢ nu poate si difere prea mult de Im f.

1. Fie fe Di{q, b)) si g O([a, b]) asticl incit f si g coincid pe
multimea A densd in [a, b]. Dacd . ¢ Tm f, atunci avem pentru orice
z, fla) >y, sau f(x) < y,. Reiese de aici cd functia ¢ are proprietatea
cit pentru orice xc [a, b] avem g(x) > y, sau respectiv q(z) < y,. 1In
caz contrar ar exista doud intervale I, J c [a, b] astfel incit dacd < I,
atunci g(z) > ¥, iar dacd wxecd, atunei g(x) <. Pe de altd parte,
AnI #@si Anl + O deci ar exista a, ¢ I, ¢ J astfel ineit g(w,) =
= f(z,) >y, 51 g(@y) = f(z,) <y, Prin urmare dacii valoarea y, este
luatii de g, atunci ea este atinsd intr-un punet de minim sau maxim
clobal. Obtinem c& Im ¢ — Im f confine cel mult doui puncte gi anume:
cele ce corespund extremelor globale atinse de g¢.

2. Fie fe I([a, b]) si g < O([a, b]) dacd f coincide cu g pe o mul-
time A densd in [a, b], atunci Im gclm 1.

Presupunem ca Im g—Im f nu este vidd. Fie y, ¢ Im g—Im f. Existd
deci w, € [@, b] pentru care g(m,) = ¥, # f(x,). Intrueit A este densd
in [a, b] reiesec cd existd un sir {#,: n 21} c A cu lim (Tn) = Yo-
Prin urmare avem lim (f(#,)) = y, # f(#,). Imaginea prin f a multimii
inchise {#,:n > 1} U {z,} trebuie si fie inchisi. Rezultd cd exista Le N
pentru care f(@;) = y, Contradictie. )

Sintetizind ultimele doud rezultate ob{inem :

PropozITIA 2. Daci fe H([a, b]) §i f coincide pe o mulfime densd.
in [a, b] cu g< C([a, b)), atunci Img — Imf contine cel mull doud puncte..
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Este binecunoscut faptul ci o functie f ¢ D(R) nu poate avea discon-
tinuitiiti de prima spetd. Propozifia ce urmeazi ne va asigura ci si
atunei cind fe I(R) mulfimea discontinuititilor de prima spefd ale lui
f este destul de sédraci.

ProroZITIA 3. Dacd f € I(R), atunci multimea Dy esle rard.

Demonstrajie. Si presupunem ci D, este densd pe un intervsl I < L.
Fie x,¢ Int I astfel Incit x,< D, Avem lim (f(z): @ — 2, ¢ < @) =
=1, # flwy) sau Hm (f(z): & — @y @ > 2,) = 1, # f(@,). S presupunem
I, # f(z,). Si aritim, pentru inceput, ci multimea B = f-'(i;) n D, nu
poate fi rarii. Dacii B este rard, atunci D, fiind densd in [ veiese ci
D; — f-Y(1,) este densi in 1. Existd deci un sir {w,: n21} (D, — f~'(h) 0
N (— oo, x,] astfel incit lim (z,) = «,. Evident lim (f(x,)) =/,. Mul-
timea {x,: n > 1} U {x,} este inchisi §i intrucit I, ¢ {f(z.): » > 1} U
U f(2,)! ajungem la o contradictie. Am obfinut deci cd multimea B
este densdi pe un interval J. Fie y,e IntJ astfel incit y,e f~'(;) n Dy
Existd in B doud siruri: {z.:n > 1} cresciitor i convergent la y, si
{§a: m > 1) descresciitor si convergent la y, Punctul y, se giseste in
D, deci f are limite laterale in y,. In acelasi timp 2z e f-' (1)), v f- 1)
pentru k > 1. Obtinem lim (f(®): & — yp @ < ¥,) = {; si lim(f(z): = —
- Yo @ > 3,) = 1,. Intrucit y,ef-}l,) putem conchide cd f este con-
tinud in y,. Aceasti constatare ce contrazice y,< D, incheie demon-
stratia. BEvident dacd [, = f(x,) iar I, # f(x,) procedim analog.
in legiturd cu aceastd ultimd propozitie profesorul Solomon Marcus
ne-a pus intrebarea daci pentru orice multime A c R rard si numdrabild
existd o functie inchisi f:R — R astfel incit A < D,. Propozitia urma-
toare va ariita cd rispunsul la aceastd intrebare este negativ.

PrOPOZITIA 4. Fie f e I(R). Dacd x,e Dy, atunci existd t > 0 astfel
incit una dintre multimile (x,, x, + 1) 0 Dysauw (@, —t, ) n D, sd fie
vidd.

Demonstraie. Trebuie si aritim de fapt cd dacd x, este punct de
acumulare pentru multimea D;, atunci nu existd gi un sir crescator farg
n > 1} si unul descresciitor {y,: n > 1} amindoud avind limita x, si
amindoust incluse in D,. Si presupunem ci aceastd situafie ar avea
loc. Din x, e D, rezultd ci limitele laterale ale Iui f in x, existd. Cel
putin una dintre ele, fie aceasta I, nu este egali cu f(z,). Rezultd cd unul
dintre girurile {®,: » > 1} sau {y,: m > 1} are proprietatea cd ima-
ginea sa prin f are ca punct de acumulare pe 1,. Si zicem lim (f(x.)) =
=1, = f(x,). Intrucit imaginea prin f a multimii {x.: n >k} U {x}
este inchisd pentru orice & « N’ rezultdl cii existd un subgir {z,:n > 1}
< {w,: nm > 1} pentru care f(z) =1, &k > 1. Pentru orice &= N*
existdy 7, >0 astfel incit (e — re 2+ ) N & 21, n# k} =0.
Punctul z, se giseste in D, deci existd &€ (2 — 7y 2x + ry) astiel ineit
f(2;) # f(tx). Se constatd rapid ¢ girul {t,: n > 1} converge la x,. Avem
lim (f(t,)) = I, dar ‘pentru orice ke N¥, f(t;) #[;. Reiese cd imaginea
prin f a multimii {t,:n > 1} U {z,} nu este inchisd. Contradictie.

Fzemplu. Multimea {1/k: &k > 1} u { —1/k: %k > 1} U {0} nu peate
{i inclusd intr-o multime de tipul D, cu fe I(R).
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in [3] profesorul Solomon Marcus discutind unele extensii ale teo-
remei lui Froda referitoare la discontinuitiitile de prima spetd introduce
notiunea de spatiu Froda :

Un spatiu topologic M este spatiu Froda dacd pentru orice functie
f: R — M multimea discontinuititilor de speta I-a ale lui f este numi-
rabil3. : )

in mod analog putem spune ci un spafiu topologic M este un
e-spatiu dacdi pentru orice functie inchisd f: R —» M multimea discon-
tinuititilor de prima spetd ale lui f este rard. Demonstratia propozitiei
3 poate fi aplicati intocmai gi dacd functia inchisd f ia valori intr-un
spatiu metric, deci orice spatiu metric este un k-spatiu.

Rezultatele de mai inainte pot crea senzatia ci atirmatia de inceput
a lucrdirii dupd care funcfiile din I(R) si cele din D(R) sint esential dife-
rite ar fi nefondati.. Existd insi numeroase proprietiti ale functiilor
Darboux pe care functiile inchise nu le verificd. Spre exemplu teorema lui
Sierpinski ce afirmi c# orice functie f:[0, 1] — R poate fi scrisd ca suma
a doud functii din D([0, 1]) nu are un analog valabil pentru functiile
din I([0,1]). Intr-adevir, propozitia 1 ne arati ci dacd existd e [0, 1]
-astfel incit L(w,, f) si fie nenumdirabili, atunci f nu se poate scrie ca suma
a doud functii din I([0, 1]). Alte asemenea trisituri ale functiilor Darboux
pe care nu le au functiile inchise pot fi intilnite in [4], unde se studiazé
.0 serie de dezvoltiri ale teoremei lui Sierpinski. ' :
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COMMON PROPERTIES OF DARBOUX FUNCTIONS
AND OF COLOSED FUNCTIONS

ABSTRACT

The present paper is related to some results concerning the closed functions f:R — R,
-which are presented in [1;.

‘We are proving that each closed function f: R — R has a nowhere dense set of discon-
tinuities of the first species.

Let H ={f:[a, b] > R: f be a Darboux function or f be a closed function}. Let ¢ :[a,
b} - R be a continuous function. We are proving that if fe H and there exists a set A
dense in [a, b] such that f(z) = g(z) for each ze A, then the set Im f—Im g contains less
than three points. '

Our study suggests that Darboux functions and closed functions have a similar behaviour
:from the view-point of continuity. :




