UNELE PROPRIETATI DE SEPARARE ALE
HIPERSUPRAFETELOR

OCTAV CORNEA

In lucrarea de fatd ne propunem si introducem si si studiem un invariant topologic asociat
unei varietiti M compacti, conexi, orientabild si de dimensiune n > 2. Acest invariant, numit

—

genul lui M, notat C(M), este dat de max{N(A): A subvarietate compactd, orientabild, de codi-
mensiune 1 a lui M cn A n Bd(M) = Bd(A) si N(M — A) = 1} aici N(X) este numirul de
componente conexe ale lui X < M.

B

Prima sectiune este dedicatd definirii genului si stabilirii unor proprietiiti de baza ale sale.
in cea de a doua sectiune se demonstreaza, in cazul diferentiabil, aditivitatea invariantului
discutat fatid de suma conexd.

Notatii. Fie ¥ o multime finitd. Vom nota prin | ¥ | numérul elemen-
telor lui Y. Dacii B = X si X este un spatiu topologic vom mnota prin
a(B) aderenta lui B si prin N(B) numirul de componente conexe ale
lui B (presupunind ci acest numir este finit). Fie B un spatiu topologic
$i A = B o mulfime conexd. Spunem ¢ A disconecteazd (sau imparte)
pe B dacil existdi o componentd conexa TaluiBeu T=A4U A4, U A4y,
A, n A, =0, (4, U 4,) n4 =0, a(4,) n a(4,) = A. Diferenta a doud
multimi 4 si B va fi notati 4 — B. Vom nota prin V7 clasa varietdtilor
diferentiabile de ordin r € N*y {oo}, dimensiune n > 2, compacte, orien-

tabile, conexe, cu bord. Pentru simplificare vom nota V» = V. Fie
M e V* vom nota prin V(M) clasa subvarietatilor lui M, compacte,

orientabile, de codimensiune k gi pentru care bordul este egal cu inter-

sectia bordului lui M cu subvarietatea respectivii. Pentru o varietate M
vom nota prin Bd(M) bordul ei. Prin urmare avem pentru M e V7,
NeVyM),1<h <n, B4N)=Bd(M) n N. Daed G,, G, sint grupuri
si f:G, - G, este morfism, prin Ker( f) notim nuecleul siu, prin Im(f)
imaginea sa iar prin G, Ker(f) grupul factor corespunzdtor. Dacé cele
doui grupuri sint izomorfe, scriem G, = G,. Dacil @ este un grup abelian
finit generat notim prin rg(G) rangul sau. Vom lucra numai cu omologie
si coomologie cu coeficienti intregi. Pentru M € V? si N € V(M) conexd
notdm prin [N] clasa de omologie a lui N in H,_,(M) iar prin [N ]* clasa
duals lui [V ]in HY(M). Vom nota prin ¢} : H, (V) = H,_,(M) morfismul
indus de incluziunea V = M, unde V eV (M).

1. DEFINITIA GENULUIL

Fie M e V* si fie O(M) = sup{N(A): A € V,(M), N(M — A) = 1}.

6-—-—-
Vom spune ci C(M) este genul lui M.
Observatii. 1. Evident pentru orice M € V? avem C(M) > 0.

2. (Genul este invariant la homeomorfisme.
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Propozitia ce urmeazi ne aratd ci varietifile din clasa consideratd
au o comportare ,,pasnicd” fatd de gen.

PROPOZITIA 1. Pentru orice M € V7, C(M) este finit.

Demonstragie. Vom analiza mai intii cazul in care Bd(M) = @.
Fie A € V,(M). Din teorema generalizatd a lui Jordan [1] avem V(M —4)=
= N(M) + rg(Ker(i£)). S& presupunem cid A4 nu disconecteazd pe M
observind ¢ in acest caz N(M) = N(M — A) = 1 rezultd rg(Ker(i})) = 0.
Pe de alti parte N(A) = rg(H,_;(4)). Rezultd N(4)= rg(Im(7f)) <
< rg(H,_(M)) si deci pentru cazul Bd(M) =0 am obtinut C(H)<
< 1g(H,_(M)). Trecem la cazul Bd(M) # O. Fie 4 eV, (M) astfel
incit A nu disconecteazd pe M si fie M dublul lui M iar A dublul lui 4. Putem
presupune cé M contine pe.zl astfel ineit 4 € Vl(ﬂ). Se observi insd ime-
diat ¢ A nu disconecteazi pe . (Dacd x € Bd(M), atunci existd un drom
ce uneste pe x cu orice alt punct din M). Avem N(4) < N (4). Dupi cum
am aritat mai inainte N(4) < rg(Hn_l(ﬂ)) deci C(M) < rg(H,,_l(ﬁ)).

Observatii. 3. Dacih M eV, BA(M)=0 si H,_ (M)=0, atunci
C(M) = 0. In particular sferele de dimensiune cel putin 2 auml nul.

4. Din propozitia de mai sus a rezultat si C(M) < C(3M) cind
Bd(M) # O iar M este dublul lui M. In particular discurile de dimen-

~e

—
siune cel putin 2 au genul nul.

5. Fie M € V? cu Bd(M) = 0. Din demonstratia anterioard rezultd
6(M) = max {rg(Im(if)) : 4 € Vo(M), N(M — A4) = 1}.

6. Denumirea invariantului nu este abuzivi. Se observi cu ajutorul
unor argumente destul de simple cé daci H € Vi cu Bd(H) = O, atunci

e
genul lui H coincide cu genul clasic al lui H, adicd cu numérul de toruri
prin a ciror sumd conexd se obtine H. .

7. Dacii M € V* este simplu conex#, atunci O(M) = 0. Intr-adevir,
daci A € V,(M) este conexd si nu disconecteazd pe M, atunci exista un
drum inchis, continuu, ¢ ce intersecteazé transvers pe A iar numdrul de
intersectie al lui g cu A (mod 2) este 1. Pe de altd parte, intrucit g este
contractibil (cfiei M este simplu conexi) rezultd cd acest numadr este 0.
Prin urmare N(M — 4) = 2 5i C(M) = 0.

Rezultatul ce urmeazi ne aratd cf invariantul introdus aduce unele
informatii despre modul in care o varietate este disconectatd de o hiper-
suprafatd a sa din clasa considerata.

Fie MeVr si AeV (M) Fie D(M,4)=N4)— N —-4)+1
si D(M) = sup {D(M, A): A eV (M)].

TrOREMA 1. Pentru M € V* avem D(M) = C(M).

Demonstratie. Inegalitatea C(M) < D(3) este triviald intrucit dacd
A€ V,(M) nu-disconecteazi pe M, atunci N(4)= D(M, 4). Si de-
monstrim D(M) < C(M). Fie (M) = p. Dacd ardtdm cd pentrn
orice A € V (M), existi B € V(M) cu N(B) = p 51 D(M, B) = D(M, 4),
atunci teorema este demonstratd. Intr-adevir, D(M, BY=p — N(M —
— B) + 1 < p. Reiese de aici ci pentru orice A € V(M) avem D(H, A)gp
si deci D(M) < C(M). Este suficient sd ardtdm ci pentru orice A4 € V(M)
cu N(4)> p existh Be V(M) cu D(M, A) = D(M, B) si N(B) < N(4).
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Vom introduce acum o notiune utily,

DEFINITIE. Fie M € VesiC eV (m). Spunem ei o familie ¢ de com-
bonente conexe ale lui ¢ formeazi un sistem mazimal nedisconectant
(sestem MN) al Ini ¢ fatd de M daci orice componentd conexsi ¥ g lui C,
E ¢ ¢', disconecteazs multimea M — (H:Hecq).

LeMA 1. Fie M e VEew (M) = P. Orice A e Vi) cu NA)>»p
admite un sistem YN Jatd de M ce are P elemente.

Demonstragia lemei 1. Tie A° familia, ctomponentelor conexe ale lui
A. Alegem A’ < A° agtfel incit |4’ =p i V(M — y (H:Hed))
83 fie minim (fatd de alte alegeri ale lui 4’). Vom arita ci daci F e A°
dar E¢ A’, atunci E disconecteazy, Pe M — y(H:HeA’' Fie 7 —
= A’ U{F}. Daci pentru orice G € Z, @ nu disconecteazi multimea M — y
(L:LeZ I # &), atunci rezults ci y (L:LeZ)nu disconecteazi pe M
¢eea ce contrazice C(M) = P (Z are p 41 elemente). Fie deci ¢ €7 ce
disconecteazii Pe M —n(H:H €Z,H # G). Dacii E nu diseonecteaz: pe
M—-y@H:H €A4’'), atunci @ # E si rezultd ci @ disconecteazs, pe M —
—U(LeZ: L #E L% G) (altfel intrucit nu disconecteaz pe M —
—U(L€eZ:L # E) rezulta ¢ G nu disconecteazs Pe M —u(LeZ: L

# @)). Obtinem N(3 — (LeZ:L % ) >N — (LeZ:L # @)
ceea ce contrazice minimalitatea rezultatd din alegerea lui A’. Evident
A’ este chiar sistemul M N ciutat.

S& revenim la teorema noastri.

Pentru H e V(M) vom nota pPrin By respectiv Cy, doui mul{imi
prima avind ca elemente componentele conexe ale lui H iar cea de a doua,
componentele conexe ale lui i — g, Fie AeVv,(M) cu ¥ (4) > p. Lema,
anterioard ne asiguri cj putem alege din familig B, un sistem M N , 4,
(fatd de M) ce are p elemente. Fie Y ¢ By, Y ¢ A, se observi e T imparte
O _componentd conexdi g multimii i — L:LeB,, L 7 ) in doui
pirti pe care le notim Y 1 $1 ¥,. S4 considersim B — A — Y. Rezulty
BeV,(M), By = By —{Y} 5i 05 = (4 — {7, .hHu Y, v X, u Y}
Prin urmare DM, A) = D(M, B) iar N(B) < N(4).

Observatii. 8. Fie €Vy, BA(M) =0 $i A€V, (M). Din teorema
lui Jordan (deja mentionatd) obtinem (M —A4)=1 +rg (Ker(id)).
Avem D(M, A) — NA) - NM —-4)+1 = Ig(H,_,(4)) — rg(Ker (1) =
= rg(Im(:)). Rezulty CM) = max{rg(Im(i$)): 4 e Vi(21)}.

9. Din demonstratia teoremei reiese ci dacd C’ este un sistem M N
bentru C eV, (M) fatd de M jar B = y (L:LeC) atunci B eV, (M)
Si DM, 0) = D(M, B) < N(B).

0 urma unor sugestii si observatii ale lui Stefan Papadima a reie-
§it valabilitatea urmitoarelor rezultate ce aduc o precizare importants,

asupra gradului de ,,finete” al genului.

PROPOZITIA 2. 4. Fie M < Ve st NeVn oy Bd(M) = Bd(N) = 0.
Daci M si N sint echivalente omotopic atunei C(M ) = O(N).

b. Fie M e V7, Bad(M) = Q. Sint echivalente afirmatiile O(M) = 0
st H,_ (M) = 0.

echivalenta omotopicd a lui M cy N, Observim ci S induce I3 omologie
un izomorfism intre H, (M) si H,_,(N). Fie VeV N) cu NV) =
= O(N) i N(N — V) = 1. Printr-un argament de transversalitate putem
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presupune ci f~Y(V) = WE V,(M). Se verifici imediat cd rg(Im(i})) =
— rg(Im(¢})) si deci C(M) > C(N). Inegalitatea contrard se deduce
in mod analog.

b. Fie [M; §'] multimea claselor de omotopie ale aplicatiilor con-
tinue g: M — SYS* este sfera 1-dimensionald) si fie f*: HY(S!) —» HY(M)
morfismul indus la coomologie de o functie continud f: M — St Hste
valabil urmitorul fapt ce se obtine (eventual) ca o consecintd simpld a
unei teoreme din [2], p. 428 : Existd un element i € HY(S8*) si o bijectie
J:[M; 8] - HY(M) definitd prin J(f) = f*(i). Revenind la problema
noastrit remarcim ci in virtutea observatiei 8 ne rimine si demonstrim
i Q(M)=0 implicd H,_,(M) = 0. Presupunem H,_,(M) # 0. Fie
acH, (M), a#0sifief= J~1(a*) (a* este dualul lui a, a* € H'(H)).
Existd un punect p € 8t astfel incit [plr=1si f~Yp) = V € Vi(M). Avem
insg [VT* = f*(@) = J(f) = a*. Rezultd [V] = a. Observind cd H,._,(M)
este liber si aplicind teorema lui Jordan relativ la V obtinem C(M)> 1.

Observatie. 10. Punctul b al propozitiei anterioare ne arati ca egali-
tatea genului cu 0 (in cazul discutat) este pusd in evidentd de structura
grupului fundamental al lui M. Mai exact avem echivalentd intre C(M) = 0
si rg(H(M)) = 0 cdici intrucit M este compactd, rg(H,(M)) = rg(HY(M)) =
= 1g(Ha_1(M)).

2. 0 PROPRIETATE DE ADITIVITATE

Rezultatul principal pe care ni-l propunem in aceastd sectiune este
continut in teorema ce urmeazé.

TroREMA 2. Fie M e Ve cu Bd(M) =0 st My < M, M;¢€ V.(M),
astfel incit M = M, u M, U My cou M, n M, = Bd(M,) = Bd(M,) =
— M,. Fie Be V(M) ce intersecteazd pe My dupd o subvarietate a lwi M
din Vo(M). Daci C(M3)= 0, N(Ms3) = 1,atunci D(M, B) < C(M,)+ C(M,).

Demonstragie. Lui A € V(M) ii vom asocia numirul N4 n M)
numit complexitatea lui 4. Pentru p € N* fie Fp, = {A eV (M): 4 nM3=
— RBeu E =0 sau EeVy (M), D(M, A) > p}. Observim ci dacd A este
de complexitate 0, atunci 4 = 4, U A, eu A, ¢ My, A, My, Ay n
N M, =A,n M, =@. Obtinem N(A) = N(4;) + N(4y), MM — A) =
— N(M, — A) + NM, — A4,)—1 i deei D(M, A)y=DM,, A)) +
4 D(M,, Ay) < O(M,y) + O(M,). Si presupunem cé pentru orice r € N*
existd o metodil care si ne conduci de la un element 4 de complexitate
nenuli din F, la un alt element A’ eF, reducind complexitatea (adicd
astfel incit A’ si fie de complexitate strict mai micd decit A). Daci apli-
c#m repetat de un numdir suficient de mare de ori metoda reductivd por-
nind de la hipersuprafata B din enunt pe care o consideram apartinind
i F, cut= DM, B), vom obtine o hipersuprafati B’ €¥, de complexi-
tate 0. in acest caz avem D(J, B) < D(M, B') < C(M,) + C(M,) ceea
ce incheie demonstratia modulo descrierea metodei reductive.

Ne este necesard o observatie simpli.

LeMA 2. Fie Te Ve cu BAYT) =9 si L e Vy(T). Daci C(T)=0,
atunci existd o componentd conexd S a lui I pentru care existd o componentd
conexd T’ a i T—S astfel tncit T° nL=9.

Demonsiratia lemet 2. Intrucit C(T) = 0 rezultd ci orice L € Vi(T),
L conexi, disconecteazd pe 7. Proceddm prin inductie dupd N(L). Cazul
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NIy =14 fost mentionat maj gy, Presupunem rezultatul stabilit pentru
N(L) < m. Fie acum [ e V(D) asttel ineit NI =m + 1. Elimingm
din I ¢ components conexy g Sa L;. Rezults ¢f existd o components,
conexd L, g Ini pentru care o Componentd 7, 4 Iuj 7 __ L, intersec-
teazi pe I, cel mult dupg Ly, Adieg Ti n L =0 sy 7, nL= Ly. Dacs,
T, n L = 9, atunci L, este tomponenta conexj g lui 7 ce satisface pro-
Prietatea dority. Daca 1, g 1 — L, rezultd ex L, imparte pe T in dous
parti 7y i T{'. Una dintre acestea, de pilds, T, va ti mérginity i de L,,
In schimb TV nu va fj marginits decit de L, i 77 o [, — 0.

Metoda reduetivy, Fie 4 V(M) de complexitate nenuyls, sSid nMe
€ Vy(M). Notim prin. A% multimes, tomponentelor conexe ale lui 4 i
prin B° multimeg, ¢omponentelor coneye ale lui  — 4 N M,. Fie i 40,
Dacid H disconecteqzj be M — y (K EA:K g ), atunci brin elimj-
harea Iui H din A% ca in teorema, 1, ge obtine 4’ ¢ V(M) eu DM, 4%y =
= D(M, 4) s complexitatea Iyj 4 va fi mai miesy (u neapirat striet).
decit complexitatea luj 4. Prin urmare putem considerg 3 orice G e 4o
nu disconectenzy pe A — y (g €A% K « G). Din lema 2 rezultd ¢,
exXistd F e E0 gutfe] incit una dintpe componentele Iy My — F 53 ny inter-
secteze pe 4. Fie aceastd components (alui 37, ) U. Fie y elementyl
Iui 4° pentry care F < ¥ Fije 11 O vecindtate bigulerati g 1yi M, in
si Mg, copii difeomorte ale Iui 7, situate in Wdeo barte side altg, g,
i M, cn M < 3, M < M, Fie W Componentg, conexi, desehisé,,
alui W cuprinsi intre Misi My, Fie 7o W, n N, Alegem pe W sufi-
cient de micy astfel incit fiecare componenti conexy g Iy V' osd conting,
un singur element, din E°, Fie Y Componenta conexs g Ini V ce contine
pe F. Multimeg Y este marginity de doud multimi - SE" cu b M; n
ny, Fre My g N. Daca W este suficient de micd, atunci p- respectiv’
F" se vor comporta in 3f; si M3 exact cum se comportd F iy M. Mai
exact, a(.X) disconecteazy a(W,)iar F’ ¢ Vi), F eV, ¥ UF" =
= Bd(a(X)) $iin plus £ SLF” delimiteazy in M Tespectiv My’ cite ¢ parte
U’ respectiv 77 a multimilor M — N si M — N astfel neit U7 4 —
=0,U"n4g-—g far U7, v ¢ sint incluse in aceeasi components,
conexa Q) a Iyj a(Wy) — a(X). s considerim multimea 4’ (4 — x)y
uuouuor. Aceasts multime exte, dupi o eventualy rotunjire g colfu-
rilor, o hipersuprafa,ti A e T ). In mod evident ea gre complexitateg,
mai micd decit 4. Réimine <3 demonstrim D(M, 4) < D(M, A"). Fig
R=M_ (Hed: K » N) si fie N'— N—X)u p’y U”. Stim
cd N nu disconecteazy be R. Este suficient Si ardtim cj una dintre com-
bonentele conexe ale Iy} N nu disconecteazs pe R. 84 observim ¢d pentry
€& 0 components conexsy aluiSe Vi), s < R, si ny disconecteze pe R
este suficient g3 existe un drum continuy iy B al cirui humir de
intersectie (mod 2) cu § g5 fie 1. In barticular, rezulty ey existd un drum
” continuu in R 4] cdrui numir de intersectie (mod 2) ¢y ¥ este 1. 85
observim e numirul de intersectie al Iuj "cu N (mod 2) egte tot 1.
Intr—a’devzir, putem presupune » NN nJX=0. Pe de alty barte, nums-
rul de Intersectie (mod 2) al Iyj r cu Xy g ypr este 0 intrueit Xu
voy o disconecteazy pe R. Obtinem rpn N’ — (rn™uy (r n(U'y
U U") dar r q (U"oU"y =4 g Yu oyyg ). Rezults cj numirul
de intersectie (mod 2) al Iyj » cu N’ este 1 intrucit este egal cu numdirul
de intersectie (mod 2) al Iyj » cu N,

2 — ¢ 2272
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N(L) =1 a fost laentionat mai syg. Presupunem rezultatul stabilit bentry
N(L) < m. Fie acum Le V(M) asttel ineit N(L) = m -+ 1. Elimingm
din I ¢ tomponenta conexy g Sa Ly, Rezults ¢f existd o components,
conexd I, a luj J, bentru care o Componentd 7, o Iyj 7 __ L, intersec-
teazd pe I, cel mult dupi I,. Adics T nL=0 say T, nrL= L. Daes,
T, nL = O, atunci L, este tomponenta conexy g lui 7, ce satisface pro-
Prietatea dorits, Dacd T, n [ — L, rezultd ey L, imparte pe T, in dous
parti 7y i T)'. Una dintre acestea, de pildy, Ti, va ti marginitd i de L,.
in schimhb Y nu va fi MArginitd decit de Lisi Ty g g, — 0.
Metoda reductivy. Fie 4 Vi(M)de complexitate nenyly I e M, e
€ Vy(M). Notim prin {0 multimeg, componentelor coneye ale lui 4 si
prin E° multimeg, componentelor conexe gle hi =4, M;. Fie H A0,
Dacd H disconecteazs be M — y (K e g0 ‘H % H) atunci prin elimj-.
narea lui H din A% ca in teorema 1, se obtine 4’ ¢ Vi) eu DM, 4"y =
= D(M, 4) si complexitatea lyj 4- va fi mai miesx (hu neapirat strict).
decit complexitatea lui 4. Prin urmare putem considerg ¢ orice G e 4o
nu disconectegzy pe M — y(x €4°: K # @). Din lema 2 rezulty ci.
existd F e FO getfe] incit una dintre componentele lyj My — F 83 nu inter-
secteze pe 4. Fje aceastd componenty (a lui M, — F)U. Fie ;v elementyl
Iui 4° pentry cqre F < N. Fie W o vecindtate bigulerats alui M, in
s M3, my copii difeomorfe ale Ini M situate in J1 de o parte st de alty g
lui M, cu S M = M, Fie W, components conexy, deschisy,
alui W Cuprinsd intre Misi My Fie 7 W, n N, Alegem Pe W sufi-
cient de mici astfe] incit fiecare componentd conexy g Iyj Vosi conting,
Un singur element dip E°. Fie X tomponenta conexy g lui V ce contine
pe F. Multimeg Y este marginity de doud multimi p” SE cu b’ < M n
NN, Py | Y. Daci W este suficient de micd, atunci F’ respectiv
" se vor Comporta in 1] $1 M3 exact cum Se comporty F ip M. Mai
exact, a(.Y) disconecteazi a(W,)iar F’ ¢ Vi), F eV, ¥ UF" =
= Bd(a(X)) §iin plus F- S1F” delimiteazs in M; respectiv ; 3" cite ¢ parte
" respectiv 7’ a multimilor M; — N si My — N astfel neit 7' 74 —
=0,U"n4 =9 far U7, U ¢ sint incluse in aceeasi components,
conexi Q a Iyj a(W;) — a(X). 83 considerim mulfimeg 47 - (4 — Xx)y

w

u Uy o, Aceasts multime exte, dupi o eventuals rotunjire g coltu-

rilor, o hipersuprafati 4’ ¢ F(X). In mod evident eg are complexitateq,
mai micd decit 4. Réamine <3 demongstrim D(M, 4) < D(M 4’). Fie

R=M_\ (KeA°:K¢N) §1 fie N'= (¥ :
c¢d N nu disconecteazy pe . Este suficient i ardtim cj una dintre com-
bonentele conexe ale Iyj \ hu disconecteazs Pe R. Si observiim 3 pentru
€a 0 components coneyy alui§e Vi, s & R, 53 ny disconecteze pe B
este suficient gy existe un drum continuy in R al cirui humir de
intersectie (mod 2) cu § g4 fie 1. Tn barticular, rezqlts, cd existd un drum

7 continuu in R 4] cidrui numir de intersectie (mod 2) ey ¥ este 1. S3.

observim ¢3 numirul de intersectie al lui r cu N (mod 2) este tot 1.
Intr—adevavr, putem presupune » NN nNX =0 Pe de altj barte, nums-
rul de intersectie (mod 2) allui r ey ¥ U Uy U este ¢ intrucit Xy
vuy o disconecteazs pe R. Obtinem rpn N’ — (rnN)u@ N0y
U U") dar r g (U'v Uy =, N Yo oy U”). Rezults o3 numiryl
de intersectie (mod 2) al Iyj cu N’ este 1 intrucit este egal cu numiryg
de Intersectie (mod 2) al Iyj cu ¥,

2 — ¢, 2272
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Pentru a pune in evidentd unele consecinte importante ale teoremei 2
ne este necesar rezultatul ce urmeazd.

LeMa 3. Fie MeV® cu Bd(M)=0 so A€ V(M) conexd astfel
incit: M= M, u AU My M, nM,=4= Bd(M;) = Bd(M,) si fie
Be V(M) ce intersecteazd pe A. Ewistd o vecindtate biguleraté U a ut A
ce include A’ € V(M), A’ si A difeomorfe, M= M,u A v M, M; 0
n M,=A" = BdM) = Ba(M;) st astfel incit A° n B = Vy(M)sau
A" n B=0.

Aceastd lemi este un caz particular al teoremei de transversalitate
a lui Thom. In cele ce urmeazd vom prezenta o demonstratie simpld a
lemei.

Demonstratia lemet 3. Fie U o vecindtate biguleratd a lui A. Putem
alege pe U suficient de micd astfel incit a(U) — U s& aibi doud compo-
nente conexe A, si A, §i 53 putem defini o tunctie f:a(U) = [a,b] = R
cu urmitoarele proprietdti: f(4, U A,) = {a, b}, existd y € [a, b] astfel
incit 4 = f~Xy), [ este de clasd C> si nu are puncte critice. Restrictia
functiei fla B n a(U) o vom nota prin k. Din teorema lui Sard rezultd cd
existd o valoare regulatd =z € (@, b) a lui h. Dacd putem alege 2 astfel incit
h-Y2) # O rezultd e hl(z) € Vo(M). Pe de altiy parte, conform unui
rezultat simplu de teorie Morse [3], A’ = f7l(z) se giseste in V(M) si
este difeomorfd cu A. Hipersuprafata A’ va fi chiar cea ciutatd. Dacd
h~Y2) = 9, atunci similar 4’ = f~1(2) §i rezultd A’ n B = 0.

COROLARUL 1. Fie M, M, M, st M, ca in teorema 2. Avem C(M) <
< C(M,) + C(My).

Demonsiratie. Fie B € V,(M). Dacid B n M, =@, atunci evident
DM, B) < C(M,) + C(M,). Dacd B n M, # 0 gisim M} ca in lema 3
sirezultd M = M,y M;u M;cu M,n M, = M Alegind in lema 3 pe U
suficient de mich, putem obtine pe M; difeomort cu Mt =1,2). Prin
armare C(M}) = C(M,) i C(M;)=C(M2).Rezult§. din teorema 2 D(M, B) <
< O(M}) + C(a3) = O(M,) + O(M,)-

COROLARUL 2. Fie M, M, eVs, nz 3, cu Ba(M,) = BA(M,) = O.
Avem C(M, ¥ M,) = O(M,) + C(My), unde M, # M, esie suma conexd
a i M, cu M,.

Demonsiratie. Fie D, < M, un dise deschis n-dimensional, t+ = 1, 2.
Presupunem cé ,lipirea’” lui M, cu M, se face dupa trontierele lui D; i
D, care se identifics dind nagtere lui SeVy(M, ¥ M) Tie Be Vy(M; #*
# M,). Folosind lema 3 rezultd ¢ putem considera cs B n S =0 sau
oi B n 8 = CeVy(M % M) tntrucit S este difeomorfd cu o sferd de
dimensiune cel putin 2, rezultd ¢ C(S) = 0 sine putem situa in conditiile
teoremei 2. Conform demonstratiei acestei teoreme rezultd ci putem gasi
B e V,(M, # Mp)cu B oS =0si DM ¥ M, B) < D(M, % M, B').
Prin urmare este suficient s} analizim cazul in care B n S = 9. Rezultd
¢4 B= B, U By, cu B, € VM, — Dy) si By V(M — D,). Se observi
ugor cd intrucit B; n § =90 rezultdy D(M; — D, B,) = D(M;, B,) pentru
i — 1, 2. Pe de altd parte, D(M, # M,, B) = D(M, — D,, B;) + DM, —
— D,, B,). Obtinem astfel C(M, # M,) < C(My) + O(M,). Pentru 2
obtine inegalitatea contrari considerdm in M; 0 hipersuprafaté B, e V(M)
pentru care D(M;,, B)= C(M,;) si alegem discurile D; = M; astfel
ineit D; n Bi =9, 1=1,2. Lipim apoi pe M, cu M, dupid frontierele
Iui D, si Dy Avem DM, # M, B, U B,) = C(M,) + O(Ms).
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Observatii finale. Teorema 2 cq §i corolariile ej capitd o importanti.
Sporitd in cazul in Care varietitile cu care luerdm admit ¢ descompunere
€3 sume conexe de varietdti mai simple (de pilds dacs sint valabile nigte
rezultate similare celoy din 4], [57). Astfel iatd citevy aplicatii in cazul
varietitilor tridimensionaje, Pentru & e y3 oy Bd(¥) = 0 fie #(N) numi-
rul de componente difeomorfe cu St X 8% ce apar in descompunereg, lui ¥
¢a sumi conexs de varietdti prime. (Vezi [47 si [5].) Se observy usor ci.
ON) > n(N). Fie acum M ¢ V3, Bd(M) = 9, M ireductibily, Dacid M
hu este Haken, atuncij O(M) =0 (M e ireductibils, dgacs orice sfers scufun-
datd in M mirgineste o bild ; dacs, in plus, M nu este Haken, atunci orice
He V(M) de gen nenul este compresibild adics exists, un dise D scufun-
dat in M astfel incit D n g — Bd(D) si Bd(D) nu este contractibili in ).
Intr—adevﬁr, fie 4 € Vi(M) conexy asttel incit N — 4) = 1. Cum genul
Iui 4 nu poate fi 0, rezulty ¢3 existd disecul D n astfel incit in urma
unei chirurgii dupsd Bd(D) = p N 4 54 obtinem 4 ¢ Vi(M) de gen stricet
mai mic decit genul lui 4. Printr-yn argument simplu (de pildd bazat pe
numere de intersectie) se obtine D(M, A"y » D(M, 4) = 1. R]e aplicd apoi
acelasi proceden lui 4 §1 continuind astfel vom obtine o sfers, scutundaty,
in M ce nu disconecteazy Pe M. Acest fapt contrazice insj ireductibili-
tatea lui M. Prin urmare (M) = (. Aplicind corolarul 2 rezultd cj o
sumé conexy de varietdti ireductibile si care nu sint Haken are genul
0. Se poate demonstra cj C(8* x 82) — 1. Rezultd in tinal cd pentry
Me Vs, Bd(M) = 9, relatia O(M)>n(M) implics, faptul ci exists o
componentd ireductibils (in descompuneres, lui- M ca “sumy conexdt de
varietdti prime) ce este Haken . Incidental, folosing $1 propozitia 2, re-
zultd pentru f ¢ ys cu Bd(M) = O, M ireductibils, cx rg(H,(M)) #« o
implics faptul ci M este Haken, rezultat ce apare si in [6].
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SOME SEPARATION PROPERTIES
ABSTRACT

Let M be a compact, orientable, connected, n-dimensionga] (n> 2), smeoth manifold,
For B < M let N(B) be the number of the connected components of B and let Vi(M) = {A <
A is a codimension one, orientable, ¢ompact submanifold of M with Bd(4) = Bd(ar) p A}
Let C(M) = SUp{N(A4): Ae Vi(M)y, N1 — 4) =13},
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In the first section of the paper we prove that C(M) is finite, that C(M) = sup{N(A) —
— N(M —~A)y+1: A€ Vy(M)}, that C(M) < rg(Ha_,(M)) when Bd(M) = © and also that,
in this case, C(M) = 0 implies Hpq(M) = 0. We also prove that C(M)isa homotopical inva-
riant.

In the second section we prove that C(M # N) = C(M) + C(N), M # N being the
connected sum of the manifolds M and N. As a simple consequence it results that if M is 3-di-
mensional, Ba(M) = @, and C(M)> n(M) then the prime decomposition of M contains a fac-
tor which is a Haken manifold. Here n(M) is the number of St x S? appearing in the prime
decomposition of M.




