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3 Exercices du Chapitre 3
Exercice 10.1
Soient z,y € R”. Etablir que
lz+ylI* + llz =yl = 2 |=[|* + 2 [|y]|*

Interpréter géométriquement ce résultat.

Solution. Par définition de la norme
|z]| = vV - .
Ceci donne donc

o +yll* +llz = ylI> = (@ +y) - (¢ +y) + (@ —y) (z —y)
::L'.z+y.y+2z.y+z.x+y.yf2x.y
=2z -z +2y-y = 2|zl +2|ly|*.

La somme des carrés des cotés d'un parallelogramme est égale a la somme des carrés
de ses deux diagonales. O

Exercice 10.2

Soit 2 € R¥, k > 2. Démontrer qu'il existe Yy e R”, y #0, tel que x -y =0.

Solution. Si x = 0 on peut prendre n’importe quel y # 0. Si & = (x1,...,2%) # 0,
il existe i tel que x; # 0. On considere deux cas :

k k
Zx? =0 et Zx? > 0.
j=1 j=1

J#i J#i

Dans le premier cas x; = 0 pour j # 7 et on prend
yi=0 et y; =1 pourj#i;
dans le second cas, on prend

k

o 1 2

y; =x; pour j #i et yi:*x—iE :xj'
Jj=1
JFi
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Exercice 10.3
Soit Ry ={z e R: 2z >0}.

(i) Montrer que, pour tout espace métrique (X,d) et pour toute constante
a > 0, la fonction

(2,9) = (ad)(w,y) < ad(, )
est une métrique sur X.
(i) Sidy et do sont deux métriques sur X, montrer que la fonction
déf
(:Ea y) = (d' + d2)(.’L‘,y) = dl(l‘,y) + dQ(‘ra y)

est une métrique sur X.
(iii) Montrer que, pour tout espace métrique (X, d), la fonction
s _d(z,y)
x,y) = d(z,y) = ————
(z,y) = d(2,y) = 1 - d.9)
est une métrique sur X.

(iv) Soit {d, : n > 1} une suite de fonctions d,, : X x X — Ry tel que pour
tout entier n > 1

Va,y € X, du(z,y) = du(y, ) (3.1)
Vo,y,2 € X, dp(z,2) < dn(2,y) + dn(y, 2) (3.2)
=y = dy(z,y)=0 (3.3)
et, en plus,
di(z,y) =0 = xz=y. (3.4)

Montrer que la fonction

aéf = 1 dy(z,y)
oo () Y o
(@,y) (z,y) =201+ dy(,y)

est bien définie et qu’elle est une métrique sur X.

Solution. On doit dans chaque cas vérifier les trois axiomes de la Définition 2.1 :
une métrique dans un ensemble X est une fonction

r,y) = dx,y): X x X >Ry, R e reR:2>0
+ +

qui satisfait les trois axiomes suivants :
(M1) d(z,y) =0 <= z=y;
(M2) d(z,y) = d(y,z);
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(M3) d(z,y) < d(x,2) +d(z,y).

(i) Pour a >0, ad : X x X = Ry et

M1) ad(z,y) =0 <<= d(z,y)=0 <= z=y;
(M2)

)

(

2) ad(z,y) = ad(y, x);
3) ad(z,y) < ad(z,z) +ad(z,y).
(ii) Par définition des métriques dy et da, dq +do : X x X — Ry et
(M1) (dy +d2)(z,y) =0 <= di(z,y) =0et do(z,y) =0 <= zx=y;
(M2) dy(z,y) +da(2,y) = di(y, x) + da(y, ¥) ;
(M3) dy(z,y) < di(z,2) + di(z,y) et da(z,y) < da(z,z) + da(z,y) entraine
di(z,y) + da(2,y) < di(x, 2) + d2 (2, 2) + di(2,y) + +d2(2,y)) -
(iii) Par définition, d: X x X — Ry et
M1) d(z,y) =0 <= dz,y)=0 <= z=y;
Pour (M2)

ZZZ

dz,y)  dy,)

d(w,y) = L+d(z,y) 14+d(y,x)

= C_l(ya x)

Pour (M3), on réécrit

d(z,y) 1

d(w,y) = 1+d(z,y) =1- 1+d(x,y)

Maintenant, puisque d(z,y) < d(z, z) + d(z,y), il vient

1+d(z,y) <14+d(z,z) +d(z,y)
1 1 1
1+ d(z,y) 2 1+d(z,2)+d(z,y) 2 1+d(z,2)+d(z,y) +d(z,2)d(z,y)
1
C (T+d(z,2) (1 +d(z,y)

Donc
d(x,y) 4 1 . 1
1+ d(z,y) 1+d(z,y) — (I+d(z,2) (L+d(z,y))
d(z, z) +d(z,y) + d(z, 2) d(z,y)
(14+d(z,2) (1 +d(z,9))
- d(x,2) +d(z,y) + 2d(x, 2) d(z,y)
- (I+d(z,2) 1+ d(z,y))
 dw:) | de)
1+d(x,2)  14+d(z,y)

(iv) Pour (M1), si « = y alors pour chaque n > 0, d,,(z,y) =0 et

o0

- 1 dn(z,y)
doo (2,Y) *; 2 1+ dy (2, ) -
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Réciproquement, si ds(z,y) = 0, alors pour chaque n > 0, d,,(z,y) = 0. En parti-
culier, do(z,y) = 0 et, par hypothese sur dy, = = y.

Comme chaque d,, vérifie (M2), alors, par définition de duo, doo vérifie (M2).
Enfin (M3) est une conéquence directe de la partie (iii). O

Exercice 10.4 (page 102)
Soient (X;,d;), 1 <i < n, des espaces métriques et
X% ox X ¥ (2, m) 2 € X3} (3.5)

Iespace produit des X;. Alors la fonction

) déf

(Z',y) = ((1‘15 ce 7$n)7 (yla s ;yn)) = dOO('rvy = 112?<Xnd’b(:rlay’b)

(3.6)
(X X x X)X (X x - x X)) = Ry

est une métrique sur Xy x --- x X,;. De la méme fagon, pour tout p, 1 < p < oo, la
fonction

n 1/p
déf
dy(,y) = {Zdi(zi,yi)p} (3.7)
i=1
est une métrique sur X; X - -+ X X,,.

Solution. A compléter en suivant la démonstration du Théoreme 1.2 page 51. O

Exercice 10.5

Soit E un espace vectoriel normé au sens des Définitions 1.1 et 1.4 du Chapitre
2. Montrer que

déf
d(z,y) = |z —y|
est une métrique sur E.

Solution. A partir des propriétés de la norme (Définition 1.4 page 50). O
Exercice 10.6 (page 103)
Soient A1, Ao, ... des sous-ensembles d’un espace métrique. On pose
B,=U",A; et B=UZA,.
Démontrer que
Vn>1, B,=U" A, et BDUZA,.

Donner un exemple ot 'inclusion est stricte.
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Solution. (i) On a clairement A; C A; et donc

B, =U" A, CU A, = B, CUL A,
Dans l'autre sens,

A;CcU A = A, CU_ A, =B, = U" A, CB,.
(ii) On reprend le dernier argument avec n = oo :
A;CUX A = A, CUR A =B = U2 A CB.
En général, on n’a pas ’égalité. Il suffit de considérer I’exemple
Vi>1, A;={1/i} = B={l/i:i>1}et B=BU{0}

ce qui donne A; = A; et

U2, 4, = BS BU{0}=B.

Exercice 10.7

Donner un exemple d’un ensemble borné de R ayant exactement trois points
d’accumulation.

Solution. L’ensemble

1 1 1
{—:nZl}U{l—l——:nZl}U{Q—i——:nZl}
n n n

a pour points d’accumulation exactement 0,1 et 2. |

Exercice 10.8

On désigne par E’ I’ensemble des points d’accumulation d’un sous-ensemble
d’un espace métrique (X, d). Etablir que E’ est fermé et que F et E ont les mémes
points d’accumulation. E et E’ ont-ils toujours les mémes points d’accumulation ?

Solution. Soit (X, d) I'espace métrique sousjacent et £ C X.

(i) (") € E'. Pour montrer que E’ est fermé dans (X, d), il suffit d’établir
que (E') C FE’, c’est-a-dire, tout point d’accumulation 2’ € X de E’ est un point
d’accumulation de E ce qui revient a démontrer que

Vr >0, BL.(z)NE+#@.
On fixe r > 0. Par définition du point d’accumulation =’ € (E'),

Bl () NE # 2.
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1l existe donc z} € E', o) # 2/, tel que d(z},z') < r/2. Comme 2} € F’,

Bar oryy3(@) NE # @
et il existe 1 € E, x1 # o}, tel que d(2}, x1) < d(z},2")/3. Donc, par 'inégalité du
triangle,

d(a', z")

d(z1,2") < d(2,2)) +d(2),2") < +d(z},2')<r = z1€B.()NE

3
d / /
A ) 2 d(aa') — d(zh) > d(zh o)) — DT

= B.(2')NE D {x} # 2.

>0 = a1 #a2

Comme ceci est vrai pour tout > 0, 2’ € E' et (E') C E’. Comme E’ contient
tous ses points d’accumulation, il est fermé.
(ii) ' = (E)'. Comme E C E, si 2/ € F’, alors, par définition,

Vr>0, B.(z)NE#@ =Vr>0, B.(zYNE#®o

et B/ C (E). _
Dans Pautre sens, on veut montrer que pour 2’ € (E)’, on a 2’ € F’, c-a-d.,

Vr >0, B.(z)NE+#@. (3.8)

On fixe r > 0. Comme B; ,(2') NE +# @, soit T € B;/2(:c’) N E. Comme € E est

un point d’adhérence de E et que d(Z,z’) > 0, il vient

Soit un point y € By(z,.7y/3(2) N E. Par I'inégalité du triangle

"

dly,a') < dly. 7) + () < D20 Laany < Tl <y
'

dly.o') > d(z. o) — dly, ) > d(z,a") - D27 = 2az 0y > 0

= yeB.()YNE =2 €kl

puisque, pour tout r > 0, B,(2') N E # @.
(iii) (E') = E’'? De la partie (i), on sait que (E’) C E’. Cependant, en
général, I’égalité n’est pas vérifiée. On considere, par exemple, I’ensemble

1 1 1
E:{—:nZl}U{l—l——:nZl}U{Z—i——:nZl}
n n n

qui a pour points d’accumulation exactement E’ = {0, 1, 2}. Comme E’ n’a que
des points isolés, (E")" = @. Donc, en général, (E') G E'. O
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Exercice 10.9

Tout point d’un ensemble fermé F C R? est-il point d’accumulation de E ?
Reprendre le probleme en supposant E ouvert.

Solution. (i) Tout point d’un ensemble fermé n’est pas un point d’accumulation. Il
suffit de prendre E = {0} dans R.
(ii) Cependant, pour tout point # d’un ensemble ouvert F, il existe r > 0 tel
que B, (z) C E et pour tout p, 0 < p <r, B,(xz) C E, Donc
Vp,0<p<r, B,(r)NE=DB)(r)#2
=Vp>0, B,(x)NE#o

et x € E'. Pour un ouvert F, on a donc E C E’. O

Exercice 10.10
Soit (F,d) un espace métrique et E un sous-ensemble de X. Montrer que
(a) Cint E = CE.
(b) Est-ce que E et int E ont le méme intérieur ?

(¢) Est-ce que E et int F ont la méme adhérence ?

Solution. (a) Cint £ = CE. Comme int E C E, on a CE c Cint E. De plus, comme
int E est ouvert, Cint E est fermé et

CEcCintE.

Dans I'autre sens, on montre que_EE_E C int E ce qui implique Cint & C CE. Comme
CCE est ouvert, pour tout = € CCE, il existe r» > 0 tel que

B.(z)cCCE = B.(2)nCE=2 = B, (2)NnlE=90 = B.(z)CE

et z € int E.

(b) Est-ce que E et int E ont le méme intérieur ? Oui car, par le Théoréme 3.1
(ii) et (iii) du Chapitre 3, int E' est ouvert et, si E est ouvert, alors F = int E. On
a donc int (int ) = int E.

(c) Est-ce que E et int E ont la méme adhérence ? Par définition, int E C E
entraine int £ C E. En général, on n’a pas I’égalité. Par exemple,

EE {02, F=F, intE=]12[ WF =12

Donc, int £ = [1,2] S {0} U[1,2],= E
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Exercice 10.11

Donner un exemple d’un recouvrement ouvert de l'intervalle |0, 1] dont on ne
peut extraire de sous-recouvrement fini.

Solution. On prend

sf (1 st (1 1
Gn éf(—,1), n>1 ou Gndéf(—,l——), n>1.
n n

[N

Exercice 10.12

Si X est un ensemble infini, on pose pour tout x,y € X

1, six#y
d(z,y) = {0 o=y

Montrer que d est une métrique sur X. Quels en sont les ouverts? les fermés? les
compacts ?

Solution. (i) d est une métrique. On voit que d : X x X — Ry. Par définition
d(z,y) = 0 si et seulement si © = y et (M1) est vérifié. L’axiome (M2) de symétrie
Pest aussi par définition. Pour 'axiome (M3), si = y, alors d(z,y) = 0 < d(z,2) +
d(z,y) pour tout z € X. Siz # y, alors pour tout z € X, oubien x # z et d(z,z) = 1
ou bien y # z et d(y,z) =1 :

d(z,y) =1 <d(z,2z)+d(y, 2).

(ii) Soit z € X. En prenant r = 1/2, il vient By5(z) = {z}. Par définition
tout singleton {x} de X est un ouvert. Comme les unions arbitraires d’ouverts sont
ouvertes, alors tout sous-ensemble de X est ouvert.

De méme, pour tout sous-ensemble E de X, CE est un ouvert ce qui entraine
E =C((CE) est fermé.

Pour un compact K C X, pour tout recouvrement ouvert G, de K, il existe
un sous-recouvrement fini :

K CcUL,G,,.

En particulier, la famille {G,. : € X}, G, = {a}, est un recouvrement ouvert de
K. Donc

K cU Gy, = {111, .. .,xn}

et K ne contient qu'un nombre fini de point. Réciproquement si K est fini, il a la
propriété et K est compact. On en conclut que tous les singletons sont ouvert, fermé
et compact. O
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Exercice 10.13

On considere 'ensemble & deux éléments {0, 1} dans R équipé d’une métrique
arbitraire d (il en existe au moins une : d(z,y) = |z — y|).

(i) Enumérer tous les ouverts de ({0,1},d). Justifier.
(ii) Enumérer tous les compacts de ({0,1}, d). Justifier.
(iii) Est-ce que ({0,1},d) est complet ? Justifier.
)

(iv) Enumérer tous les fermés de X = {0,1,2} pour une métrique arbitraire
dx sur X. Justifier.

Démonstration. (i) Les ensembles & et X sont ouverts. Par définition de la métrique,
d(1,0) > 0. Les ensembles {0} et {1} sont des ouverts. En effet, la boule By ,0)/2(0) =
{0} et trivialement Bg(y0)/2(0) C {0}. De méme pour {1}.

(ii) Comme tous les sous-ensembles de X n’ont qu'un nombre fini d’éléments,
ils sont recouvrables par un sous-recouvrement fini de n’importe quel recouvrement
ouvert. Donc ils sont tous compacts et fermés.

(iii) Comme X est compact, il est complet.

(iv) Tous les sous-ensembles de X n’ont qu'un nombre fini d’éléments, ils sont
recouvrables par un sous-recouvrement fini de n’importe quel recouvrement ouvert.
Donc ils sont tous compacts et fermés. O

Exercice 10.14

Soit {x,} une suite de Cauchy d’une espace métrique (X, d) ayant une valeur
d’adhérence = € X. Montrer que z,, — x.

Solution. Soit {x,, } la sous-suite telle que x,, — x. Par I'inégalité du triangle
d(xp, ) < d(Tpn, n,, ) + d(Tn,, ). (3.9)
Pour € > 0, il existe N tel que

VYm,n >N, d(@m,x,) <

Do | M

et il existe K > N tel que

VE > K, d(zp,,z) <

Do | M

Comme, par définition d’une sous-suite,
ny <ng <ng <---<np <ngy1 <...,

ng > ket lim ny =400, onapour k> Ketn >N
k— o0

ng>k>K>N = dw,,x,,) <

DN ™
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Par l'inégalité du triangle (3.9)

A0, ) < d(n@0,) + d(w,,7) < 5+ 2 (3.10)
= Vn>N, dx,z)<e (3.11)
et toute la suite converge vers x. |
Exercice 10.15
Soit X = R muni de la métrique d(z,y) = |x — y|.
(i) Montrer que lapplication
déf T
= plr) = R—=]—-1,1 3.12
o) & R - L] (312)
est une bijection.
(ii) Vérifier que
déf x Yy
dy,(z,y) = d(p(x), =|— - — 3.13

est une métrique sur R.
(iii) Vérifier que la suite {n}, n > 1, est d,-Cauchy, mais pas d-Cauchy.
Démonstration. (i) La fonction ¢ est bien définie. Pour z, y € R tel que p(z) = ¢(y),
on a

Ty
L4z 14|y

ce qui veut dire que = et y ont le méme signe. Si x > 0

T Y N
1+ 14y 4
siz <0
z Y
=7 = ax=y.
1l—2 11—y 4
La fonction ¢ est injective. Pour la surjectivité, on se donne y €] — 1,1[ et on

cherche s € R tel que z/(1 + |z|) = y. On voit que x doit étre du méme signe que
y. Il y a de nouveau deux cas. Si x > 0

T Y Y

1tz 7 Ty 1-y
six <0

€ Yy Yy

1-z 7 1ty 1-y
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La fonction inverse

)
1 — [yl

e M (y) =

est donc bien définie et ¢ est bijective.
(ii) Par définition, dy(x,y) = d(¢(z),¢(y)) > 0 puisque d est une métrique.
Comme ¢ est une bijection, on a M1

do(z,y) = d(p(2),0(y) =0 = @) =9py) = z=y.
Pour M2

dp(z,y) = d(p(2), 0(y)) = d(e(y), p(x)) = dy(y, T).

Pour M3

d(p(x), p(2)) < d(p(2), 9(y)) + d((y), #(2))
= dy(w,2) < dp(z,y) +dy(y, 2).

(iii) On considere la suite d’entiers naturels {n} pour laquelle

n+m n m 1

d = - - - '
p(n+m,n) I+n+m 1+4n| (A+n+m)(l+n) 1+4n

Pour € > 0, soit N un entier naturel plus grand que 1/ — 1, Alors, pour tout n > N
et tout m > 1

1
1—|—n<1+N

do(n+m,n) < <e

et {n} est d,-Cauchy. O

Exercice 10.16

Soient (X, d) un espace métrique complet et {F,} une suite décroissante de
fermés bornés non-vides tel que

lim diam (E,) = 0.

n—r00

Montrer que N2, E,, est un singleton.

Solution. Comme lim,,_,~ diam (F,,) = 0, il existe une sous-suite {E,, } telle que

. 1
Vk>1, diam(E,,) < ok

Pour chaque k on choisit un point xy, € E,,. Comme E,, , C E,,, on a

1

VEk>1, d(zgir,ar) < diam(E,,) < ok
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La suite {z} est Cauchy : pour tout k > 1 et tout m > 1

m—1 1 1
A(Tp4ms Tk) < Z ok+i = ok—1
i=0

Comme X est complet, il existe x € X tel que x — . Etant donné que ng < k, on
a E,, C Ej et la suite {z}} se retrouve donc dans chaque Ej, a partir d’un certain
rang et comme chaque Ej est fermé, x € Ej. Donc

déf oo

rell =Ny E,.
Si E n’est pas un singleton, alors diam £ > 0 et comme F C F,
Vn >1, diamF, > diam FE > 0,

ce qui contredirait I’hypothese que diam F,, — 0. |

Exercice 10.17

On dit qu'un espace métrique est séparable s’il contient un sous-espace dé-
nombrable et dense. Montrer que R* est séparable.

Solution. Tl suffit de prendre le sous-espace Q. Comme Q est dénombrable, Q" est
dénombrable par le Théoreme 2.3 du Chapitre 2. De la méme fagon, comme Q est
dense dans R, Q" est dense dans RF. O

Exercice 10.18

On dit qu’une famille d’ouverts {O,} est une base de X si tout ouvert de X
est la réunion d’ouverts de cette famille. Montrer qu’un espace métrique séparable
posssede une base dénombrable.

Solution. Soit S le sous-espace dénombrable dense de (X, d). On associe & chaque

s € S la famille de boules ouvertes
{By(s):0<qeQ} et BE{B,(s):0<qeQ etsecS} (3.14)

Comme il y a bijection

(5,9) = By(s) : SxQF, @Y, ¥ {geQ:q>0

la famille d’ouverts B = {By(s)} est dénombrable.

Si O est un ouvert de (X, d), alors pour tout point z € O, il existe r € R
tel que B,(x) C O. Par densité de S, il existe s, € S tel que d(z, s,) < r/3. Donc
B,ja(s:) C Br(xz) C O et x € B, /3(s2) puisque

V2 € Byja(se), d(z,2) <d(z,s:) +d(ss,2) < g + g <r
d(z,s,) < Z< g = x € Bys(s:) C Br(xz) C O.

w
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Enfin, par densité de Q dans R, il existe ¢, € QT tel que 7/3 < ¢, < r/2. On a donc

Vz € By, (s2), d(z,z) <d(z,sz)+d(ss,2) < g +qr < g + g <r

d(z,s,) < g < ¢ = € By (sy) C By(xz)CO.

On a montré que, pour chaque x € O, il existe s, € S et g, € QT tel que

x € Bq,(82) C Byp(z) CO

= 0 CU ,cg et 3geqt By(s) C O.
tel que By (s)CO

La famille B est donc bien une base séparable de (X, d). O

Exercice 10.19

Soit un espace métrique (X, d) dans lequel tout sous-ensemble infini possede
au moins un point d’accumulation. Démontrer que X est séparable. Indication :
Soit » > 0 et 1 € X ; ayant déterminé z;....,z; € X, choisir, s’il existe, un point
xj+1 tel que d(xj,xj41) > r pour tout ¢ = 1,..., 7. Montrer que cette construction
s’arréte au bout d’un nombre fini de boules ouvertes de rayon r. Prendre r = 1/n
(n=1,2,3,...) et considérer les centres des boules correspondantes.

Solution. Soit r > 0 et 1 € X ; ayant déterminé x;....,x; € X, choisir, s’il existe,
un point ;11 tel que d(z;,x;41) > r pour tout ¢ =1,..., .

Si la construction ne s’arrete pas apres un nombre fini d’étapes, on obtient
une suite infinie de points distincts S = {x; : ¢ € N}. Par hypothese, cet ensemble
possede au moins un point d’accumulation x € X :

!/
Vp>0, B,(r)NS#a.
Pour p = r/4, Bj(x) NS contient une infinité de points de S et

r
Vs € B,(x) NS, d(s,x) < 1
Donc pour tous points s1 et s de By (x) NS, s1 # s2,

d(s1,s2) <d(s1,x) + d(s2,2) < 2 + 2 = g <r

ce qui contredit le fait que par construction tous les points de S sont distants d’au
moinst 7.

Pour r = 1, soit x11,...,21,n,} la suite finie associée; pour r = 1/2, soit
Z21,...,T2.N, ) la suite finie associée; pour r = 1/n, soit @y 1,..., 2y N, } la suite
finie associée. L'union E de toutes ces suites est au plus dénombrable.

Cet ensemble est dense dans X . En effet, supposons qu’il existe z € X et € > 0
tel que pour tout x,, j, € S, d(x,x, j,) > ¢e. Soit n € N tel que 1/n < e. Donc,

1
anv 1SJHSNTH d(zazn,jn>26> -
n

et ceci contredit la construction des points z, ;, pour r = 1/n car on pourrait y
ajouter z qui est & une distance plus grande que 1/n de tous les autres. |
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Exercice 10.20

Démontrer que tout espace métrique compact K a une base dénombrable et
qu’il est donc séparable. Indication : pour tout entier n > 0, il existe un nombre
fini de boules ouvertes de rayon 1/n recouvrant K.

Solution. Si K ne posséde quun nombre fini de points {x1,z2,...,2,}, ils sont
isolés et I'on peut associer a chacun d’entre eux la boule ouverte de rayon
ri € inf d(zj,x;) > 0.

1<5<

J#i
Si K possede un nombre de points infini, alors comme K est compact, il contient
un point d’accumulation par le Théoreme 7.3 du Chapitre 3 et on peut appliquer
les résultats de 1’Exercice 10.19. O
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