
Efficacité relative asymptotique (ERA) du test de
Mann-Whitney par rapport au test-t

I On considère la situation où l’on dispose de deux
échantillons, et l’on désire tester:

H0 : FY (x) = FX (x),

H1 : FY (x) = FX (x − θ),

avec θ > 0.
I L’ERA du test de Mann-Whitney par rapport au test-t est

définie comme:

eMW ,t = 12σ2
{∫ ∞
−∞

f 2
X (x)dx

}2

,

où fX (x) est la densité des observations associée à FX (x).



Interprétation de l’ERA

I Supposons que l’on dispose de X1, . . . ,Xm et Y1, . . . ,Yn.
I On interprète l’ERA ainsi: si n et m sont assez grands, la

puissance du test de Mann-Whitney, basée sur n + m
observations, est approximativement la même que celle du
test-t , basée cependant sur:

12σ2
{∫ ∞
−∞

f 2
X (x)dx

}2

(n + m)

observations.



Quelques lois pour comparer les efficacités

I Uniforme: fX (x) = I(−1
2 < x < 1

2);
I Logistique:

fX (x) =
exp(−x)

{1 + exp(−x)}2
, x ∈ R;

I Double-exponentielle:

fX (x) =
1
2

exp(−|x |), x ∈ R;



Table d’efficacités pour plusieurs fX (x)

I On a les efficacités suivantes:

fX Uniforme Normale Logistique Double-expo. Exponentielle
eMW ,t (fX ) 1 3

π
= 0.955 π2

9 = 1.097 3
2 3

I On rappelle que le test-t possède des propriétés
d’optimalité dans la situation où les données sont
normales.

I Justement, lorsque les données sont de loi normale, si le
test de Mann-Whitney dispose de 1000 observations, il
n’en faut que 955 afin que le test-t atteigne la même
puissance.



Hodges et Lehmann: efficacité bornée par 0.864

I Supposons que les observations possèdent une densité fX
et que la variance existe, de sorte que 0 < σ2 <∞.

I On a vu que dans la cas de la normale, le test-t est
supérieur.

I Une question est s’il existe d’autres distributions FX où le
test-t fait mieux; et dans quelle mesure il fait mieux.

I Hodges et Lehmann ont montré que l’ERA ne peut être
inférieure à une certaine borne:

eMW ,t (fX ) ≥ 108
125

= 0.864.

I Autrement dit, dans la comparaison du test-t avec le test
de Mann-Whitney, le test de Mann-Whitney ne peut perdre
plus d’environ 14% d’efficacité par rapport au test-t .



Choix des cotes

I Le test de Wilcoxon a été motivé en oubliant les valeurs
particulières des statistiques d’ordre, notée U(·) = u(·).

I On a alors remplacé u(·) par les cotes linéaires a(i) = i ,
i = 1, . . . ,N.

I Une question naturelle porte sur le choix des cotes.
I Considérons:

a(i) = E
{

Z(i)N
}
, i = 1, . . . ,N,

où Z(i)N sont les statistiques d’ordre de N variables
aléatoires N (0,1) indépendantes.



Test avec cotes normales

I Le test obtenu en posant a(i) = E
{

Z(i)N
}

est le test avec
cotes normales.

I Chernoff et Savage ont alors montré un résultat
remarquable:

eTCN,t (fX ) ≥ 1,

avec égalité si et seulement si la loi sous-jacente fX est la
densité de la normale.

I Des tables existent pour N ≤ 50.



Cotes de van der Waerden

I Test asymptotiquement équivalent au test avec cotes
normales.

I Il consiste à considérer les cotes:

a(i) = Φ−1(i/(N + 1)), i = 1, . . . ,N,

où Φ−1(p) est tel que Φ(z) = p, Φ étant la fonction de
répartition d’une N (0,1).


