
Comparaisons de plusieurs groupes

I On considère le modèle d’analyse de variance à un facteur
(ANOVA):

Xjk = µ+ αj + εjk ,

avec j = 1, . . . ,g, k = 1, . . . ,nj . On impose la contrainte∑g
j=1 njαj = 0.

I On a que µ est l’effet global, αj est un effet propre au
groupe j , et εjk est un terme d’erreur.

I On présume que les erreurs εjk sont indépendantes et
identiquement distribuées.



Hypothèses d’intérêt

I On cherche à confronter:

H0 : α1 = α2 = . . . αg = 0,
H1 : Les αj ne sont pas tous nuls.

I Le test classique présume la normalité du terme d’erreur,
de sorte que εjk ∼ N (0, σ2).

I Le test F est alors:

F =
N − g
g − 1

SSinter

SSintra
,

avec

SSinter =

g∑
j=1

nj(X̄j − X̄ )2,

SSintra =

g∑
j=1

nj∑
k=1

(X̄jk − X̄j)
2



Test de permutation

I On suppose que la loi du terme d’erreur est continue mais
quelconque.

I On procède comme avec deux échantillons, et on
considère:

U = (U1, . . . ,UN)>,

= (X>1 , . . . ,X
>
g )>,

avec Xj = (Xj1, . . . ,Xjnj )
>, j = 1, . . . ,g.

I La loi de permutation sous l’hypothèse nulle de la
statistique F est la même que la loi conditionnelle étant
donné la configuration, présumant U(·) = (U(1), . . . ,U(N))

>

fixé.



Performance du test de permutation

I On a vu que sous la distribution de permutation, effectuer
un test sur F est équivalent à faire un test que

Q =

g∑
j=1

nj X̄ 2
j .

I L’analyse pour deux échantillons se généralise à g
échantillons: le test de permutation basé sur Q se
comporte asymptotiquement comme la version
asymptotique du test inconditionnel basé sur Q.

I Si les observations sont normales, le test basé sur F est
performant et le test basé sur Q sera également puissant,
au moins asymptotiquement.

I Si les observations ne sont pas normales, le test basé sur
F peut ne pas être très puissant, et le test de permutation
reposant sur Q ne le sera guère plus, même si
min(n1, . . . ,ng) est grand.



Test de Kruskal-Wallis

I On pose N0 = 0, Nj =
∑j

i=1 nj , j = 1, . . . ,g
I La statistique de test de Kruskal-Wallis repose sur la forme

quadratique:

QKW =
12

N(N + 1)

g∑
j=1

{
Sj − nj

N+1
2

}2

nj
,

=
12

N(N + 1)

g∑
j=1

S2
j

nj
− 3(N + 1),

avec Sj =
∑Nj

i=Nj−1+1 Ri , où (R1, . . . ,RN)> correspond aux

rangs des U = (U1, . . . ,UN)>.



Règles de décision

I Afin de faire le test de H0 : αj = 0, ∀j , on utilise un test
unilatéral à droite.

I Si min(n1, . . . ,ng)→∞, on peut montrer que:

Q d→ χ2
g−1

I La zone de rejet est alors de rejeter H0 si Q > χ2
g−1,1−α, où

χ2
g−1,1−α représente le quantile d’ordre 1− α d’une

variable aléatoire χ2
g−1.

I Lorsque g = 3, l’approximation est bonne dès que
min(n1,n2,n3) > 5. Pour g = 4, c’est satisfaisant dès que
min(n1,n2,n3,n4) > 4.



Efficacité relative asymptotique (ERA)

I On suppose que F est la fonction de répartition d’une
variable aléatoire continue de densité f , avec 0 < σ2

f <∞.
I Il est possible de montrer que:

eKW ,F (f ) = eMW ,t (f ).

I Ainsi eKW ,F (f ) ≥ 0.864, et ce quelque soit f , du moment
que la variable en cause possède une variance.



Choix des cotes

I On a vu que le test de Kruskal-Wallis correspond aux
cotes linéaires a(i) = i .

I Si on veut considérer des cotes arbitraires, on est amené à
étudier une statistique qui s’exprime comme une forme
quadratique:

Q =
N − 1
Saa

g∑
j=1

{
Sj − nj āN

}2

nj
,

avec Saa =
∑N

i=1(a(i)− āN)2 et Sj =
∑Nj

i=Nj−1+1 a(Ri),
j = 1, . . . ,g.

I On note que l’on retombe sur la statistique de
Kruskal-Wallis en posant a(i) = i .



Choix des cotes normales

I Si on choisit les cotes normales, on pose

a(i) = E{U(i)N},

avec U(i)N la ième statistique d’ordre d’un échantillon de N
variables aléatoires indépendantes N (0,1).

I Dans ce cas il est possible de montrer que:

eTCN,F (f ) = eTCN,t (f ).

I Du résultat précédent, la discussion précédente dans le
cas de deux échantillons s’applique, à savoir que
eTCN,F (f ) ≥ 1 avec égalité si et seulement si f est la
densité d’une N (0,1).


