Test des signes (Sect. 5.4)

» On dispose de Xi,..., X, iid, tel que X; ~ Fx, présumée
continue et strictement croissante.

» On veut faire le test de:
Ho . F)?1(1/2) =Mmy.
» On considére les écarts X; — mg, i =1,...,neton
considére la statistique:
n
K=> 1(X;— mg>0).
i=1

» Ainsi la statistique K compte le nombre de différences
positives.



» On avu que la loi de K est connue sous Hp ou sous une
alternative unilatérale ou bilatérale:

K ~ bin(n, ),

avec 0 = P(X; > mp).
» Cependant, sous Hp, on aura § = 1/2.
» Soit

Ho: K1/2 = mo,
H, - K1/2 > Mo,

» Onavu que xq/2 > my si et seulement si ¢ > 1/2, de sorte
qu’il devrait y avoir plus de chances que X; > mg sous H;
et on devrait rejeter pour de grandes valeurs de K.



Régions critiques du test des signes (alternatives

unilatérales)

» Puisque sous Hy nous avons K ~ bin(n,1/2), on trouve:

» Sif > 1/2, alors la région critique sera {K > k,}, avec k,
choisit le plus petit possible tel que:

n
P(sza):%z <7> <a
i=Kq

» Sif < 1/2, alors la région critique sera {K < k/,}, avec K,
choisit le plus grand possible tel que:

ka

P(ng;):;nZG) < a.

i=0



Région critique du test des signes (alternative

bilatérale)

» Si 6 #1/2, alors la région critique sera {K > k, 2} ou
{K <k, )} aveck, et k| , déterminés de sorte que:

P(sza/z):% Zn: <7> < a/2.

i=Kq 2

k
1.2 /n
P(ng;/z):2n2<i> < a2

i=0




Valeurs-p du test des signes

» Compte tenu du calcul des probabilités en cause, les
valeurs-p peuvent étre particulierement utiles.

» Supposons que basé sur un échantillon Xi,..., X,, ona
obtenu kgps €carts positifs.

» Si H;:0>1/2, alors la valeur-p est:

P(K > kobs) = l zn: <n>

2n

, i
i=Kobs

» Si H;: 0 < 1/2, alors la valeur-p est:

1 kobs n
nzr - 155(0)




Valeur-p du test des signes dans le cas bilatéral

» Supposons que basé sur un échantillon Xi,..., Xy, ona
obtenu kgps €carts positifs et qu’un test bilatéral avec
H, : 0 # 1/2 doit étre effectué;

» La valeur-p est alors:

2min {P(K > Kops), P(K < Kobs)}




Approximations par la loi normale

» Si n est relativement grand (np > 5, nq > 5), on peut
utiliser 'approximation normale pour calculer la région
critique.

» Lapproximation peut s’avérer utile dans le calcul des
valeurs-p.

» On illustre le calcul sur le test unilatéral suivant:

Ho: K1/2 = mo,
H; : K12 > M.

» On a vu que la région critique est de la forme {K > k,}.




Région critique approximative

» On a alors:
P(K>k) = 1-P(K<k),
= 1-P(K<k,—1),
= 1-P(K < k,—1/2), (corr.cont.)

_ 4 _ofke—1/2-n/
_ N .

ko—1/2—n/2

Ve

n+1 +/n
~ T2 oA

» La valeur-p sera quant a elle:

» Onpose zy_, = de sorte que:

ka

PIK > kops) =1 @ (;wobs e 1)/21))



Traitement des zéros

» Compte tenu que nous avons supposé que Xi, ..., X, sont
iid, les égalités a my arrivent avec probabilité zéro.

» Cependant, elle arrivent en pratique!

» |l est recommandé de retirer les 0 et d’ajuster nen
conséquence.

» Cette recommendation reviendra souvent dans d’autres
contextes.




Etude de la puissance

>

Le test des signes est particulierement intéressant car il
est possible de faire un traitement détaillé sous Hy mais
également sous H;.

En effet on peut facilement trouver les lois sous
I'hypothése nulle ainsi que sous l'alternative.

On illustre le calcul sur le test unilatéral suivant:

Ho: K1/2 = mo,
H; : K12 > Mg.

On rappelle que sous H; laloide K =37, I(X; > mp) est:
K ~ bin(n, 0),

avec 0 = P(X; > my).
On note p(#) la puissance du test de la médiane.



Puissance du test de la médiane

» On rappelle que par définition:
p(0) = P({rejeter Hy} | {H; est vraie})
» Ainsi:

p(0) = PHK > k,} | {H; estvraie}),

n

_ (7) o'(1—0)",

i=Ka

ou I'on rappelle que k, est le plus petit entier tel que:

150




Puissance du test de la médiane (approximation

normale)

» Lapproximation normale est également utile, et permettra
des applications pour la recherche explicite d’une taille
échantillonnale.

» Ainsi:

p(0) = P({rejeter Hy} | {H; est vraie}),
= P({K > k.} | {H; estvraie}),
= P({K >k, —1/2} | {H; est vraie}),

K —né Ko —1/2 —n6
= P > ,
V/no(1 —0) V/no(1 —0)

_ 1_¢< a—1/2—n9>
no(1 —0)




Puissance du test de la médiane (approximation

normale; suite)

» On a déja vu que lorsqu’on utilise I'approximation normale

k, satisfait:
n+1 +/n
~ 2 Tahe
» Ainsi en remplagant dans la fonction de puissance

précédente on trouve:
ko —1/2—nf
) = 1-o| =2 L=,
Po) ( v/no(1 —0) )

1_¢<”§1+@z1_a—1/2—n9>

no(1 — 0)

,_o[n05-06)+05/nz_,
V(1 —6)




Choix de la taille échantillonnale

» Puisque I'on dispose d’'une expression pour la fonction
puissance, on peut solutionner pour n afin d’avoir une
puissance voulue.

» On considére a nouveau:

Ho : k12 = mo,
H, - K12 > My.

» On doit fixer le niveau a «. On cherche alors n donnant
une valeur spécifiée de la puissance:

lorsque 0 = P(X; > mg) est déterminé.
» |l faut donc déterminer n tel que

LE() e S (0o

i=Ka i=Ka



Choix de la taille échantillonnale (avec approximation

normale)

» Avec I'approximation normale, on a vu que:

n+1 /n
~ T2 Tahe

ce qui illustre bien que k, est fonction de n.
» On a déja montré que la fonction puissance est:

1o ka —05—nb\ 15
no(1 —0)
® ka —05—n6\ 8,
no(1 —0)
ko—05—-nf

1 o
=g V=2

ka



Choix de la taille échantillonnale (avec approximation

normale; suite et fin)

> Puisque k, = 1 + ¥7z,_,, on doit avoir:

ke =051 = z5/no(1 —6),
0.5n—nb + 0.5\/EZ1 —a = \/ﬁ\/ 0(1 — Q)ZB,
VAl —20) 1 z_0 = 2/0(1 — )z

» Finalement:

n> {2\/9(1 —9)25 — Z1—a }2
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