
Test des signes (Sect. 5.4)

I On dispose de X1, . . . ,Xn iid, tel que Xi ∼ FX , présumée
continue et strictement croissante.

I On veut faire le test de:

H0 : F−1
X (1/2) = m0.

I On considère les écarts Xi −m0, i = 1, . . . ,n et on
considère la statistique:

K =
n∑

i=1

I(Xi −m0 > 0).

I Ainsi la statistique K compte le nombre de différences
positives.



I On a vu que la loi de K est connue sous H0 ou sous une
alternative unilatérale ou bilatérale:

K ∼ bin(n, θ),

avec θ = P(Xi > m0).
I Cependant, sous H0, on aura θ = 1/2.
I Soit

H0 : κ1/2 = m0,

H1 : κ1/2 > m0,

I On a vu que κ1/2 > m0 si et seulement si θ > 1/2, de sorte
qu’il devrait y avoir plus de chances que Xi > m0 sous H1
et on devrait rejeter pour de grandes valeurs de K .



Régions critiques du test des signes (alternatives
unilatérales)

I Puisque sous H0 nous avons K ∼ bin(n,1/2), on trouve:
I Si θ > 1/2, alors la région critique sera {K ≥ kα}, avec kα

choisit le plus petit possible tel que:

P(K ≥ kα) =
1
2n

n∑
i=kα

(
n
i

)
≤ α.

I Si θ < 1/2, alors la région critique sera {K ≤ k ′α}, avec k ′α
choisit le plus grand possible tel que:

P(K ≤ k ′α) =
1
2n

k ′
α∑

i=0

(
n
i

)
≤ α.



Région critique du test des signes (alternative
bilatérale)

I Si θ 6= 1/2, alors la région critique sera {K ≥ kα/2} ou
{K ≤ k ′α/2}, avec kα/2 et k ′α/2 déterminés de sorte que:

P(K ≥ kα/2) =
1
2n

n∑
i=kα/2

(
n
i

)
≤ α/2.

P(K ≤ k ′α/2) =
1
2n

k ′
α/2∑

i=0

(
n
i

)
≤ α/2.



Valeurs-p du test des signes

I Compte tenu du calcul des probabilités en cause, les
valeurs-p peuvent être particulièrement utiles.

I Supposons que basé sur un échantillon X1, . . . ,Xn, on a
obtenu kobs écarts positifs.

I Si H1 : θ > 1/2, alors la valeur-p est:

P(K ≥ kobs) =
1
2n

n∑
i=kobs

(
n
i

)
.

I Si H1 : θ < 1/2, alors la valeur-p est:

P(K ≤ kobs) =
1
2n

kobs∑
i=0

(
n
i

)
.



Valeur-p du test des signes dans le cas bilatéral

I Supposons que basé sur un échantillon X1, . . . ,Xn, on a
obtenu kobs écarts positifs et qu’un test bilatéral avec
H1 : θ 6= 1/2 doit être effectué;

I La valeur-p est alors:

2 min {P(K ≥ kobs),P(K ≤ kobs)}



Approximations par la loi normale

I Si n est relativement grand (np > 5, nq > 5), on peut
utiliser l’approximation normale pour calculer la région
critique.

I L’approximation peut s’avérer utile dans le calcul des
valeurs-p.

I On illustre le calcul sur le test unilatéral suivant:

H0 : κ1/2 = m0,

H1 : κ1/2 > m0.

I On a vu que la région critique est de la forme {K ≥ kα}.



Région critique approximative

I On a alors:

P(K ≥ kα) = 1− P(K < kα),

= 1− P(K ≤ kα − 1),

= 1− P(K ≤ kα − 1/2), (corr .cont .)

= 1− Φ

(
kα − 1/2− n/2√

n/4

)
.

I On pose z1−α = kα−1/2−n/2√
n/4

de sorte que:

kα =
n + 1

2
+

√
n

2
z1−α.

I La valeur-p sera quant à elle:

P(K ≥ kobs) = 1− Φ

(
2√
n

(kobs − [(n + 1)/2])

)



Traitement des zéros

I Compte tenu que nous avons supposé que X1, . . . ,Xn sont
iid, les égalités à m0 arrivent avec probabilité zéro.

I Cependant, elle arrivent en pratique!
I Il est recommandé de retirer les 0 et d’ajuster n en

conséquence.
I Cette recommendation reviendra souvent dans d’autres

contextes.



Étude de la puissance

I Le test des signes est particulièrement intéressant car il
est possible de faire un traitement détaillé sous H0 mais
également sous H1.

I En effet on peut facilement trouver les lois sous
l’hypothèse nulle ainsi que sous l’alternative.

I On illustre le calcul sur le test unilatéral suivant:

H0 : κ1/2 = m0,

H1 : κ1/2 > m0.

I On rappelle que sous H1 la loi de K =
∑n

i=1 I(Xi > m0) est:

K ∼ bin(n, θ),

avec θ = P(Xi > m0).
I On note p(θ) la puissance du test de la médiane.



Puissance du test de la médiane

I On rappelle que par définition:

p(θ) = P({rejeter H0} | {H1 est vraie})

I Ainsi:

p(θ) = P({K ≥ kα} | {H1 est vraie}),

=
n∑

i=kα

(
n
i

)
θi(1− θ)n−i ,

où l’on rappelle que kα est le plus petit entier tel que:

1
2n

n∑
i=kα

(
n
i

)
≤ α



Puissance du test de la médiane (approximation
normale)

I L’approximation normale est également utile, et permettra
des applications pour la recherche explicite d’une taille
échantillonnale.

I Ainsi:

p(θ) = P({rejeter H0} | {H1 est vraie}),
= P({K ≥ kα} | {H1 est vraie}),
= P({K ≥ kα − 1/2} | {H1 est vraie}),

= P

(
K − nθ√
nθ(1− θ)

≥ kα − 1/2− nθ√
nθ(1− θ)

)
,

= 1− Φ

(
kα − 1/2− nθ√

nθ(1− θ)

)



Puissance du test de la médiane (approximation
normale; suite)

I On a déjà vu que lorsqu’on utilise l’approximation normale
kα satisfait:

kα =
n + 1

2
+

√
n

2
z1−α.

I Ainsi en remplaçant dans la fonction de puissance
précédente on trouve:

p(θ) = 1− Φ

(
kα − 1/2− nθ√

nθ(1− θ)

)
,

= 1− Φ

(
n+1

2 +
√

n
2 z1−α − 1/2− nθ√

nθ(1− θ)

)
,

= 1− Φ

(
n(0.5− θ) + 0.5

√
nz1−α√

nθ(1− θ)

)



Choix de la taille échantillonnale

I Puisque l’on dispose d’une expression pour la fonction
puissance, on peut solutionner pour n afin d’avoir une
puissance voulue.

I On considère à nouveau:

H0 : κ1/2 = m0,

H1 : κ1/2 > m0.

I On doit fixer le niveau à α. On cherche alors n donnant
une valeur spécifiée de la puissance:

p(θ) = 1− β,

lorsque θ = P(Xi > m0) est déterminé.
I Il faut donc déterminer n tel que

1
2n

n∑
i=kα

(
n
i

)
≤ α,

n∑
i=kα

(
n
i

)
θi(1− θ)n−i ≥ 1− β.



Choix de la taille échantillonnale (avec approximation
normale)

I Avec l’approximation normale, on a vu que:

kα =
n + 1

2
+

√
n

2
z1−α,

ce qui illustre bien que kα est fonction de n.
I On a déjà montré que la fonction puissance est:

1− Φ

(
kα − 0.5− nθ√

nθ(1− θ)

)
= 1− β,

Φ

(
kα − 0.5− nθ√

nθ(1− θ)

)
= β,

kα − 0.5− nθ√
nθ(1− θ)

= Φ−1(β) = zβ.



Choix de la taille échantillonnale (avec approximation
normale; suite et fin)

I Puisque kα = n+1
2 +

√
n

2 z1−α, on doit avoir:

kα − 0.5− nθ = zβ
√

nθ(1− θ),

0.5n − nθ + 0.5
√

nz1−α =
√

n
√
θ(1− θ)zβ,√

n(1− 2θ) + z1−α = 2
√
θ(1− θ)zβ

I Finalement:

n ≥

{
2
√
θ(1− θ)zβ − z1−α

1− 2θ

}2


