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Chapitre 3. Estimation par intervalle

Considérons le caractére étudié X: I'apport hebdomadaire de
capitaux dans une entreprise. Ce caractére est une variable
aléatoire.

Il est décidé de modéliser ce phénomeéne par une variable
normale, ainsi X ~ N (u, o2).

Le paramétre d’'intérét dans un premier temps est p, 'apport
hebdomadaire moyen.
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Supposons que 'on ait prélevé un échantillon en centaine de
milliers de dollars canadien:

£:1.37,0.92,0.67,1.16;
Ainsi, la réalisation £ : Xj, X5, X3, X4 permet de construire une

estimation ponctuelle.
On a vu que la meilleure estimation ponctuelle de 1 est:

4
1
u:x:4;:1.03,

qui impliquerait ici que I'entreprise enregistre en moyenne 103
000$ par semaine.
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Lestimation ponctuelle ne fournit qu’'un nombre sans mention
aucune de la précision de cette estimation.

Lestimation par intervalle en tient compte.

Elle se présente sous la forme: Il y a 95 chances sur 100 que u
soit compris entre 0.99 et 1.07.

Dans les médias, 95 chances sur 100 est souvent rapporté
comme 19 fois sur 20.
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La longueur de lintervalle, ici 1.07-0.99 = 0.08, est a la fois
fonction de la précision de I'estimation ponctuelle ainsi que du
degré de confiance qu’on accorde a I'énoncé.

Parfois, on préférera rapporter un intervalle sous la forme:

1.03 + 0.04,

afin de faire ressortir ’estimation ponctuelle et |la mesure de
précision.
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Le degré de confiance dans l'intervalle sera appelé le niveau
de confiance.

Dans une perspective fréquentiste (par opposition a une
perspective bayésienne), un niveau de confiance de 95%,
disons, s’interprete ainsi:

Si on préléve 100 échantillons de taille n = 4, on doit s’attendre
a ce que 95 d’entre eux contiennent la vraie valeur de .
Autrement dit, 95 d’entre eux auront une valeur de x telle que
I'écart |x — u| < 0.04.

On note que p n’est pas aléatoire, c’est un parametre. Il n’y a
pas de sens a affirmer que la probabilité que . soit dans
l'intervalle est 95%. C’est plutét I'intervalle qui est aléatoire, qui
contiendra . avec probabilité 95%.
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Construction d’'un intervalle de confiance: principle

général

Soit X un caractere étudié dont la loi dépend d’'un paramétre

inconnu 6.
Soit £ : Xj, ..., X, un échantillon aléatoire de taille n et soit
X1,...,Xp une réalisation.

On définira un pivot pour 6 une variable aléatoire a la fois
fonction de £ et de 6 qui présente les caractéristiques
suivantes:

(i) Saloi soit entierement connue;

(i) Elle deviendrait une statistique si la valeur de 6 était
connue.
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Exemple: Supposons que X ~ N (6,1).
La variable aléatoire X est telle que X ~ N (0, n~ ") et ce n’est

pas un pivot.

Par contre, n'/2(X — ) ~ N(0, 1) est fonction de I'échantillon
aléatoire, fonction de 6, et de loi entierement connue. Ainsi
c’est bel et bien un pivot.

Nous aurons avantage a définir un pivot a partir d’'un estimateur
de 6. Plus I'estimateur sera bon, plus le pivot correspondant
sera considéré bon.
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La procédure générale afin de construire un intervalle de
confiance est de fixer un niveau de confiance 1 — «. Les
valeurs de « les plus courantes sont o = 1%, 5%, 10%.

A partir du pivot Ty = ty(Xj, ..., X,), on détermine alors deux
bornes aléatoires, c’est-a-dire deux statistiques:

T1 = t*(X1)' "7Xf7)7

et
To = (X1, ..., Xn),

satisfaisant la relation

P(T1<9<T2):1—Oz.
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Ainsi, un intervalle de confiance de niveau 1 — « pour le
parametre 0, est donné par l'intervalle:

t1<9<t2,

th=t(X1,...,Xn),

et
b =t"(x1,...,Xn).

Ainsi t; et t, sont des réalisations de T; et T,, respectivement.
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Intervalle de confiance pour 1 et pour ¢? dans une

population normale

Soit X un caractére étudié de loi A (i, 0?). Soit £ : Xy,..., Xn
un échantillon aléatoire.

On présume disposer d’'une réalisation xi, ..., Xs.

Intervalle de confiance pour i quand o2 est connu
Lestimateur naturel de ;. est X qui est de loi N(y, "—:). Le pivot
a considérer est:

T.(Xy,...,Xp) =n'/? <X;“> ~ N(0,1).
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Considérons o1 et ap tels que a4 + ap = a. Posons z,, et z,,
deux quantiles tels que

P(N(O, 1) < Z1_a/.) =1-qj,

c’est-a-dire
P(N(O, 1) > Z1,a/) = .

Loi normale N(0,1)

valeur de dnorm()
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Nous aurons alors:
X —
P <—Z1_o[1 < n1/2 <'u) < Z1_a2> =1-a1—as=1-—q.
g

Or

Q

X — _
12 (AT H _ v
n < > ) <Zy_g, &= X M<Z1*°‘2n1/2’

< g
= X- Z—az 172 < p

De méme,

X - _
1/2 1z _ _ B
n (U ) > —Z{_q, = X—pu>—-21_,, iz

= g
— X+Z1_°“W > .
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Les manipulations ont isolé pour u. De

P (—Z1a1 < n1/2 ()(_'u> < Z1a2> =1-—aq,
g

nous avons obtenu:

ag
P<X Zi_q, /<M<X+z1 —on 1/2):1—04

Ainsi I'intervalle de confiance de niveau 1 — « est:

X —Zi_q, <pu< X+2i_q,

g
/ n/2
Si nous posons «y = ap = «/2, alors l'intervalle de confiance
est symétrique en ce sens que X est le point milieu de
lintervalle. Autrement dit, I'estimation ponctuelle de . est le
point milieu de I'intervalle de confiance.
Autre écriture: p € x +zy_,, /2772, AU niveau de confiance
1—o.
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Intervalle de confiance pour 1 et pour ¢? dans une

population pas nécessairement normale

On vient de voir que l'intervalle p € X + Zy o247 AU niveau
de confiance 1 — a.

Lintervalle de confiance est exactement de niveau de confiance
1 — a, sous I'hypothese que le caractere étudié X est de loi
normale. En repassant la démarche, on voit que I'on a utilisé la
normalité de la moyenne échantillonnale X.

Si X est un caractére étudié qui n’est pas nécessairement de
distribution normale, mais qui est tel que E(X) = p et

var(X) = o2, alors le théoréme limite central peut étre invoqué
afin de construire un intervalle de confiance dont le niveau de
confiance sera approximativement égala 1 — a.
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Rappel: Théoréme Limite Central

Si on dispose d’un échantillon aléatoire, dont le caractére X est
tel que E(X) = p et var(X) = o2, le Théoréme Limite Central

)_( N /1/, g .

On constate que la démarche est la méme, mais alors
lintervalle de confiance p € X + zy_, /277, est
approximativement de niveau de confiance 1 — a.
Lapproximation s’avére valable dés que n > 30 dans ce
contexte.
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Influence de la taille de I'’échantillon sur la longueur de

I'intervalle

Reprenons lintervalle pour y, quiest € X + 21,27, avec
un niveau de confiance 1 — a.
La longueur de l'intervalle est donc:

o
221—(1/2W'

Ainsi, si n augmente, la longueur de l'intervalle diminue: Plus
nous disposons d’information, plus n sera donc grand, et plus
'inférence sera précise pour estimer 1., et donc l'intervalle de
confiance devient de plus en plus court (précis) a mesure que n
augmente.
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Influence du niveau de confiance sur la longueur de

l'intervalle
La longueur de lintervalle est:
g
221—a/2W'

Plus le niveau de confiance 1 — « augmente, plus la longueur
de l'intervalle augmente: Plus nous désirons un niveau de
confiance élevé que l'intervalle contiendra y, plus il faudra que
lintervalle de confiance soit large. Pourquoi ne pas choisir un
niveau de confiance de 100%? Dans un tel cas, la longueur de
lintervalle serait infinie!

Les niveaux de confiance courants:

1—a | 90% 95% 99%
Z1 o2 | 1.644854 1.959964 2.575829
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