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Equations différentielles/Ordinary Differential Equations

Sur Pintervalle maximal d’existence de solutions pour des
inclusions différentielles

Marléne F RIGON, Andrzej Granas et Zine-el-abdine GUENNOUN

Résumé — Nous considérons dans cette Note le probléme d'existence d’une solution globale pour
des inclusions différentielles de la forme ' (tyeF (1, u(r)) p-p. dans [0, T}, u(@)=r, ou
F [0 TIx R = 27" verifie des conditions convenables; dans la preuve de notre théoréme principal,
on utilise de fagon essentielic un resultat classique de la théorie de Pintégration dans une formulation
plus précise que celles qu'on trouve dans la littérature; dans le cas ou F est univoque et continue,
on retrouve un résultat bien connu de Wintner ().

On the maximal interval for the existence of solutions to differential inclusions

Abstract — In this Note we establish the existence of 4 global solution for differential inclusions
of the form w ‘g)eF (L u@) ae in [0 TL u(@=r, under the suitable conditions on
Fo0, TIxR = 2% iy the case where F is single-valued and continuous, one recovers a well-known
result of Wintner (1).

PRELIMINAIRES. — Soit C=C ([0, T]), R") muni de la norme uniforme | 1lo- Une
fonction multivoque F : [0, TIxR" - 2% sera dite de Carathéodory si elle vérifie les
hypothéses :

(1) F est a valeurs convexes, compactes, non vides;
(i) x+—F(t, x) est semi-continue supérieurement (s.c.s) pour presque tout tel0, T}
(i) t—F(y, x (1)) est mesurable (2) pour toute fonction x eC;
(iv) pour tout K >0 il existe , e L' (10, T)) tel que, si ||x[|<K, alors
F(t, x)=B(0, (1)) p. p. dans {0, TJ.

Etant donnés une fonction de Carathéodory F et re R", on définit I'opérateur multivoque
de Carathéodory # : C — 2€ associé & F par

F [u] (t)z{ftf(s) ds+r| f(s)eF (s, u(s)) etf: [0, T] - R"mesurable }
4]

LEMME 1. — Si F est de Carathéodory, alors :
(i) Popérateur F associé o F est bien défini,
(i) F est a valeurs convexes compactes non vides,
(1) F est s. c. s,
(iv) F est complétement continu.,

Preuve. — (i) et (ii) sont immédiats (*). Pour montrer (i1}, fixons u,eC, £>0 et soit

K={lusflo+1; il existe a>0 tel que si p(E)<a alors fhk(t)dtge. Pour tous veR",
E
me N, considérons 'ensemble mesurable

Gem={1€[0. T)|fo—uy (1) || < 1ym = F(x, DS F (L, ug (1)) +B(0, ) },

et posons E, =MG,,; { E,.}n. st une suite croissante d’ensembles mesurables. Par Ia
.

s.csde F, on a w{ U E,)=pu(o, T1); il existe alors my tel que u(Emoﬁ)>T-—m Soit

me fy
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maintenant &< 1/mg; si ueC avec l|u—uollo<d, on montre qu'étant donné we F [ul, il
existe g € F (1] tel que ||o—ag lo<e(T+2)etla conclusion suit.
(iv) Soit B(0, K) une boule dans C; alors pour tous ®e # [u]ett, t;€[0, TJona

Holoslr Il e nmm—mmugf‘hk<s>ds,

Cest-a-dire que F (B) est borné et équicontinu et donc, par le théoréme d’Arzela-Ascoli,
F (B) est relativement compact dans C.

LemMe 2 (Formule de changement de variables). — Soient g: [A, Bl =R et
f: [a, b] = [A, B] deux fonctions numériques telles que

(i) f est absolument continue,

(ii) ge L' [A, Bl, (iii) g (/) f €L [a, b}

Alors

s ® b
(1) j g(X)dJC=f g(f ) S wdt .
S @

Preuve. — Fixons f et notons par #’ 'ensemble des fonctions intégrables g vérifiant la
formule (1). En utilisant le fait élémentaire que toute fonction continue g appartient d
', le résultat est obtenu (en plusieurs étapes) par des applications répétées du théoréme
de Lebesgue sur la convergence dominee.

"(A) g=1y, la fonction caractéristiqgue de M, M ouvert ou fermé : 11 suffit de remarquer
que g est la limite ponctuelle d’une suite bornée de fonctions continues convenables.

(B) g=1you M est un ensemble mesurable - Soit { C,} (resp. { U, }) une suite croissante
(resp. décroissante) de fermés (resp. ouverts) dans [A, B] telle que Cc,gu, et
p(u,-Cysljn En posant L=JC,N=NU,ona LcMgcN, et p(N—-L)=0; de plus
on a
2) 1,=1y=1x p.p.dans (A, B].

a

D’aprés (A), on a pour tous xefa, bl et neN

x S
J 1, O (t)dt=J 1, (D dt,

o " oo
? J 1U,[f(t)]f’(t)dt=J 1y, (£)dt;

boa 1@

en passant a la limite, et grace a (2), on obtient
4 lim 1, (f () f (O =lim 1y, (S (1) (1) p. p. dans[a, b}
En appliquant (2) et (4), on obtient que la suite {1y [f (O] f(t)} converge Vers
L, [fO1Lf @ pp dans [a, b}; de (3) on conclut que ge .

(C) getg( NS sont intégrables : 11 suffit de supposer que £ est positive, et de remarquer
que g(f)f estla limite ponctuelle d’une suite {g. (N '} majorée par g (f) \f | avec g, € o
pour tout n.

MAJORATION @ priori DES SOLUTIONS.
Lemue 3. — Soit F: [0, T]xR" — 2%" une fonction multivoque de Carathéodory vérifiant
(H) { il existe une fonction mesurable q: [0, o0) — (0, o) telle que

[/gleLi (0. %) et F(t. \)eB(0, g (x|
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0

Alors étant donnés reRr o T<T®=f dx/q(x), il existe M>0 te] que pour toute
Hrii
solution u absolument continue du probleme

{u’(r}e Flt. u(t)] p. p. dans [0, T},

() u(0y=r,

onaliul =M.
M
Preuve. — Soient T<T, et M>0 tels que T< dx/q(x)<T_. Soit u une solution

0
de (P). Nous allons montrer que [lu(t)]|SM pour tout tel0, T} en effet, soit
E={te[0, T]H[u(’t)”>”r”}. La fonction trslu()| étant absolument continue sur E
ona '
(%) , u(ty >
u®)'=/ —2_ (1) ) p.p. dansE.
ol =(p

Soit be[0, T] tel que la fonction { | u () || atteigne son maximum en b; on peut supposer
que ”u(b)”;éHrH. Posons a=sup { r¢[0, T]H]u(t)”z[[r” et £<b }, notons que (4, b)cE
et que ”u(a)”:”r”. Par (H), (P) et (%) on a
(xx) o] _

a(jlu@® )™
Puisque u est absolument continue et [1/41€ L, (0, c0), en posant f= f|ull et g=1/q, on
Voit par (*%) que les hypothéses du lemme 2 sont verifiées. On obtient alors

J"Hu(bm dx B b ”"(I)H/
1

p.p.dans(a, b).

= e dt<b—a<T.
A 4 Jaq(flu@])

En supposant que || u (b) [[>M on obtient une contradiction.

EXISTENCE. — Nous sommes en mesure d’énoncer notre résultat principal.

THEOREME. — Soir F: [0, TIxR" - 2% yne Jonction multivoque de Carathéodory
vérifiant :
(H) { il existe une fonction mesurable q : [0, o) telle que
aeLicl0.0) et F(, 2B, 4([x|).

o

Alors étant donnés reR" or T<T, = f dx/q(x), il existe une Jonction absolument
et

continue u: [0, T] - B" solution du probléme

P uw(yeF(, u(@) p. p-dans[0, TJ;
P u(Q0)=r (donnée initiale).
Preuve. — Considérons la famille des problémes :
u (e rF (1, u(r) p. p. dans [0, T};
(P), k‘
u(0)=r,
ou 0= X <1; chacun s’exprime comme un probleme de point fixe -
ueF, (u) avec F W =AF (W+(1-2)r,
ou F:C - 2€ gst P'opérateur de Carathéodory associé 4 F. Par le lemme 3, toutes les
solutions de (P), sont majorées par la méme constante M; en utilisant le lemme | et
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Palternative de Leray-Schauder pour les applications multivoques s. ¢. s, complétement
continues et a valeurs convexes (voir[l]), on obtient Pexistence d’une solution du
probléme (P).

(!} Voir [3]. Dans le cas de Caratheodory univoque de croissance L, voir aussi [2].

(3) Cest-d-dire {1]F{f, x(©) <K} est mesurable pour tout K compact dans ®".

(3) On utilise le théoréme de Kuratowski-Ryll-Nardzewski : si F est mesurable a valeurs fermées, alors il
existe une fonction univeque mesurable telle que feF.

(% Sans intégrabilité de g (/) /" le femme n'est pas vraj; pour une version plus ancienne du lemme 2, VOIir
{4] et aussi [2]. Remarquons que le lemme 2 est essentiel pour I'étude d’autres problémes aux limites.

Note recue et acceptée le 11 janvier 1988.
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