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Problémes aux limites pour des inclusions
différentielles sans condition de croissance

par MARLENE FRIGON* (Montréal)

Abstract. Applying the topological transversality method of Granas and the a priori bounds
technique, we prove some existence theorems for differential inclusions of the form x" e F(t, x, x'),
x e, where F is a Carathéodory multifunction with convex, compact values. No growth condition
will be imposed on F.

Nous sommes concernés ici par des théorémes d’existence de solutions du
probléme suivant:
P) {x”(t)eF(t, x(1), X' () pp. t[0, 1],
eH,

ou F: [0, 1]xR*-2® est_une fonction multivoque de [!-Carathéodory
a valeurs convexes, compactes, et # désignera une condition aux limites de la
forme suivante:

ay,x(0)—byx'(0) = ay;
ax()+bx()=a;; a,b;20,a,+b,>0,,eR; i=0,1.

Ce probléme a été traité par plusieurs auteurs dont [4], [5], [7], [11] dans
le cas ou la fonction multivoque F satisfait une condition de croissance de type
Bernstein—-Nagumo. Dans cet article, nous donnons des théorémes d’existence
de solutions du probléme (P) ot aucune condition de croissance n’est imposée
a F. Ces théorémes reposent sur l'existence de surfaces convenables sur
lesquelles la fonction F a un signe approprié€ (intersecte (— o0, 0] ou [0, o0)).

Ces résultats sont basés sur un texte de 'auteur [6] qui traitait le cas ou le
membre de droite est une fonction univoque de Carathéodory.

Notre résultat principal, donné a la section 2, donne l'existence d’une
solution de notre probléme sous les hypothéses d’existence de sur et sous
solutions et de surfaces supérieure et inférieure de (P). Aux sections suivantes,
nous ne faisons pas I'hypothése d’existence de sur et/ou sous solutions,
toutefois, les surfaces devront satisfaire des hypothéses additionnelles.

1980 Mathematics Subject Classification: Primary 34B15.
* Ce travail a été supporté par un fond du CRSNG-Canada.



70 M. Frigon

0. Préliminaires. Soient aeR et B — R. Nous définirons B v a (resp. B A a)
par Bn[a, oo} (resp. Bn(—coc, a]) st cet ensemble est non vide et par a sinon.
L'enveloppe convexe fermée de B sera notée par co (B).

Nous noterons par C*[0, 1] I'espace des fonctions continfiment dif-
férentiables jusqu’a I'ordre k, k = 0, 1, ...; et par I} (0, 1) 'espace des fonctions
Lebesgue mesurables sur (0, 1). Ces espaces seront munis de leur norme usuelle,
respectivement: ||x||, = max {[|x“}l,: i =0, ..., k} ou x'? est la i-iéme dérivée
de x (x9 signifie x) et [ixllo = max{|x(t): te[0, 11}; ixll = [§(x(2) dr.
Nous poserons C§[0, 1] = {xeC*[0, 1]: x(0) =0}, C[0, 1]= C°[0, 1], et
C,[0, 1] = CJ[0, 17. Pour ke N, nous dénoterons par C[0, 1] 'ensemble des
fonctions x dans C*[0, 1] telles que xe # ou A désigne la condition aux limites
introduite précédemment.

L’espace de Sobolev de toutes les fonctions x dans C![0, 1] dont la
dérivée x’ est absolument continue sera noté W>'(0, 1) et muni de la norme:
fixll2.1 = IIxllz + X'l +11x"|l:. Une solution de notre probléme sera une
fonction x dans W?21(0, 1) vérifiant (P).

DEFINITION 0.1, Une fonction xe W*'(0, 1) est une sur solution (resp.
sous solution) de (P) si F(t, x(1), x' (1)) n[x" (1), oc) # D p.p. te[0, 1]; a,x(0)
—box'(0) = ag, a;x(1)+b,x'(1) > ay (resp. F(t, x(1), x'(t)) (- oo, x"(1)] # O
p.p. tel0, 1]; agx(0)—byx'(0) < oy, a;x(1)+b,x'(1) < ay).

Considérons maintenant 'opérateur linéaire
(0.1) A: CE[0,1]1-C[0,1] donné par A(x)=x".
Si A est inversible, on définit l'opérateur linéaire inversible (voir [8])
0.2) L: C3[0, 1] C4[0, 17 par L(x)(t) = x'(t)—x'(0).

Si A n’est pas inversible, on définit 'opérateur linéaire inversible

t
(0.3) L: Ci[0,1]1-C4[0, 1] par  L(x)(t) = x'(t)—x'(0)— | x(s)ds.
]

Dans la suite, une application multivoque signifiera une application
multivoque a valeurs convexes fermées et une fonction multivoque signifiera une
application multivoque a valeurs convexes, fermées, non-vides.

Soient E, et E, deux espaces de Banach, X un sous-ensemble fermé de E,
et T un espace mesurable. Soient F: X - E, et G: T — E, deux applications
multivoques. Nous dirons que F est semi-continue supérieurement (s.c.s) si
I'ensemble {xeX: F(x)nB # &} est fermé pour tout B fermé dans E,.
L’application F est faiblement semi-continue supérieurement (f.s.c.s.) si pour
toutes suites {x,} < X et {y,} < E, telles que x,—>x, y,—y, y,€F(x,), alors
ye F(x). L’application F est compacte (resp. complétement continue) si F(X)
(resp. F(A) pour tout ensemble 4 borné dans X) est compact. Nous dirons que
G est mesurable si I'ensemble {tre T: G{t)nB # O} est mesurable pour tout
B fermé dans E,.
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Soit F: X —»I'(0, 1) une fonction multivoque. Nous dirons que F est
intégrablement bornée sur les bornés si pour tout ensemble 4 borné dans X, il
existe une fonction h,el!(0, 1) telle que pour tout xed et weF(x),
w(e) < h (1) p.p. t€(0, 1). Nous définissons un opérateur multivoque associé
a F,

(04) At X = Cy[0,1]  par

A p(x) = {veC[0, 1]: v(1) = }w(s)ds ou we F(x)}.
0

LemMME 0.2 (voir [11]). Soit F: X -I1}(0, 1) une fonction multivogue
JSaiblement semi-continue supérieurement et intégrablement bornée sur les bornés.
Alors l'opérateur associé d F, A gt X—=C,[0, 1] est s.cs. er complétement
continu.

DEriNITION 0.3. Une application multivoque F: [0, 1] x X - R est appelée
de I'-Carathéodory si elle vérifie:

(1) t—F(t, x) est mesurable pour tout xe X;
(1) x—F(z, x) est semi-continue supérieurement p.p. te[0, 17;
(i) pour tout k > 0, il existe une fonction h, e L' (0, 1) telle que pour tout
xeX avec ||x|| < k et pour tout weF(t, x), [w] < h(t) p.p. t€(0, 1).

Soit une fonction multivoque F: [0, 1]xR*>R. On associe a F une
application multivoque #: C'[0, 1]—I}(0, 1) définie par:

(0.5) F(x) = {wel'0, 1): w(t)e F(t, x(1), x'(t)) p.p. te(0, n}.

LEMME 04 (voir [10]). Soit F: [0, 11xR*—R une fonction de I}-Cara-
théodory. Alors lapplication # définie en (0.5) est une fonction multivoque
Jaiblement semi-continue supérieurement et intégrablement bornée sur les bornés.

Un domaine D = [0, 1] xR sera appele domaine admissible de [0, 1]x R
§'il existe deux fonctions ¥ et ¢: [0, 1]—R telles que ¥(t) > ¢(t) pour tout
te[0, 1] et D = D(¢, ¥) = {(t, x)€[0, 1] xR: ¢(t) < x < Y(1)}. Nous défini-
rons une projection de [0, 1] xR sur R relativement a D par w(t, x) = y si
min{|x—z|: (¢, z)e D} est atteint a y. Nous écrirons ¥ > ¢ pour signifier
Y (1) > ¢(1) pour tout 1[0, 1]. Le support de la fonction ¥ —¢ sera noté
supp(y — ).

Nous introduisons maintenant les notions de surfaces supérieure et
inférieure pour (P). Dans la suite, D sera un domaine admissible de [0, 1] xR.

DEFINITION 0.5. Une surface S < D x R est une surface supérieure 4 D pour
(P) s’il existe deux fonctions s: D—[0, o) et ceC'[0, 1] telles que:

(i) S ={(r, x, s(t, x)): (1, x)eD};
(ii) (¢, c())e D pour tout &[0, 1];
(iii) il existe N = [0, 1] et N = R deux ensembles négligeables tels que la
fonction x> s(f, x) est continue pour tout (z, x)e D\(N x N);
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(iv) (1) < s(t, c(t)) pour tout te[0, 1]:
(v} s(t,, x,) = slt,, x;) (resp. s{t;, x;) < s(t,, x,)) pour tout i, <t,,
x, < x, tels que (t;, x;) et (1, X,) sont dans la méme partie connexe
de D* = {(t, x)eD: x > ¢(t)} (resp. D™ = {1, x)eD: x < c()})
(vi) (x —c()F(t, x, P[0, o0) # D p.p. 1[0, 1] et (z, x, pleSs;
(vii) aoc(0) < (2o +bo (0, ¢(0))) ou c(0) = ¢(0), a,c(1) > (2, —bys(1. (1))
ou c(l) = y(1).
DerNITION 0.6, Une surface S © D x R est une surface inférieure a D pour
(P) s'il existe deux fonctions s: D—(—oc, 0] et ce C'[0, 1] satisfaisant les
conditions (i), (i), (iii), (vi) de la définition 0.5 et:
(iv) ¢'(t) = s(t, c(r)) pour tout te[0, 1];
(v) s(ty, x,) € slty, x;) (resp. s(ty, x,) > s(t,, x3)) pour tout i, >1,,
x, < X, tels que (t;, x,) et (t,, x,) sont dans la meéme partie connexe
de D* = {(t,x)eD: x > c(t)} (resp. D™ = {(t, x)eD: x < c(0)});
(vil). ayc(0) = (s +bos(0, ¥(0))) ou c(0) = Y(0), a;e(1) < (o, —bys(1, o(1)
ou c(1) = ¢(1).
Remarques 0.7. Si F est une fonction multivoque de I!-Carathéodory et
S est une surface supérieure (resp. inférieure) a D pour (P),

(1) on peut trouver § une surface supérieure (resp. inférieure} a D pour (P)
bornée.

Nous supposerons donc sans perte de géneralite que § est une surface
bornée.

(2) Sans perte de généralité, nous supposerons que

s(t, e(r)) = h,,nif(,u,p s(t,y)  (resp. s(t, c(t)) = li‘Elci(gfs(t, ).
(t.p)eD (t.»eD

Dans un but de référence, nous énongons les trois résultats suivants:

LeMME 0.8 (voir [1]). Soient x: [0, 17— R une fonction absolument continue
et ¢ = [0, 17 un ensemble mesurable tel que x(C) est négligeable. Alors x'(t) = 0
p.p. tell.
Lemume 0.9 (principe du maximum). Soit xe W*1(0, 1). Supposons qu'une
des deux conditions suivantes est satisfaite:
() x"(1)=0 pp. e, 1) a;x(0)—b,x'(0) < 0, a,x()+b,x(1)<0;
a,b; =0, a+b;>0,i=0,1; ag+a; >0;
(il) x"(1)—x(t) = 0 p.p. te(0. 1); agx(0)—b,x'(0) < 0, a, x(1)+b, x' (1) <0;
a,b, 20, a,+b,>0,i=0,1.
Alors x(t) <0 pour tout t€[0, 1]

Nous énoncons un corollaire du théoréme de transversalite topologique de
A. Granas [3] que nous utiliserons pour deduire I'existence d’une solution.
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Soient E un espace de Banach et U/ un ouvert dans E. Notons cU la
frontiére de U.

THEOREME 0.10. Soient ugeUet H: [0, 11xU—E une fonction multivogue
semi-continue supérieurement, compacte et a valeurs compactes, convexes, non
vides telle que u¢ H(J., u) pour tout (4, w)e[0, 1]x 2U; er H(0, U) = fug}. Alors
H({1, ) a un point fixe.

1. Théorémes généraux d’existence. Nous donnons deux théorémes
geénéraux dexistence de solution d’un probléme aux limites, lesquels réduisent
Iexistence d’une solution a P'existence d’une famille opportune de problémes et
a la majoration a priori de leurs solutions.

.Soit A l'opérateur linéaire de C:[0, 1] dans C [0, 17 introduit en (0.1). Si
cet opérateur est inversible, nous avons le théoréme suivant:

THEOREME 1.1. Supposons que A est inversible et soit une fonction multivogue
de L'-Carathéodory F: [0, ITxR*x[0, 11-R. Supposons que F(-, -, -, 0)
= {0} et qu'il existe une constante k telle que ||x||, < k pour tout xe W10, 1)
solution de (1.1), pour un certain A€[0, 17, ou

(L1 x"(tye F(t, x(1), x'(1), 4 pp. tefo, 1],
1 xe®.

Alors le probléme (1.1); posséde au moins une solution.

Preuve. Posons Fot, x, p)=F(t, x, p, ). Transformons notre famille
de problémes en problémes de point fixe. Considérons 'opérateur multivoque
H: [0, 17xB—>C'[0, 1] défini par H(i, x)=L"oA4", (x) ot B= {x
eC'[0, 17: Ixll, <k}, et L, As, et F, sont définis en (0.2), (0.4) et (0.5)
respectivement. Vu les lemmes 0.2 et 0.4, on vérifie que H est compact et
semi-continu supérieurement. De plus, H(0, ) = {x,} ou xoe WHH0, 1), xe B
et x5(t) =0 p.p. t€(0, 1). D’autre part, les points fixes de H(4, ‘) sont des
solutions de (1.1),; d’ou H(4, ) est sans point fixe sur dB. On applique le
theoréme 0.10 et on déduit lexistence d’un point fixe pour H (I,-) et par
conséquent Pexistence d’une solution du probléme (1.1),. =

Dans le cas ou I'opérateur A n'est pas inversible, on prouve analoguement
le théoréme suivant.

THEOREME 1.2. Supposons que A n'est pas inversible et soit une Jonction
multivoque de I'-Carathéodory F: [0, 1]xR*x [0, 1]=R. Supposons que
F(oo - 00= {0} er qu'il existe une constante k telle que ||x]l, < k pour rour
xe W20, 1) solution de (1.2), pour un certain Ae[0, 17, ou

(1.2) x"(t)—x(tye F(1, x(1), x'(1), A pp.otef0, 17.
T xes.

Alors le probleme (1.2); a au moins une solution.
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2. Avec hypothése d’existence de sur et sous solutions

2.1. Résuliat principal. Rappelons que nous sommes concernés par le
probléme suivant:

x"()eF(t, x(1), x@) pp- tel0, 1,
(P) xeR

ou # désigne une condition aux limites de la forme suivante:

ayx(0)—box'(0) = ap;
a, x()+b,x'(1) =0y, & b;>0, a;+b, >0, ©,eR; i= 0, 1.
Nous énongons maintenant notre résultat principal. La preuve sera
donnée au paragraphe 2.4.

TutorEME 2.1. Soit F: [0,1]1xR*—R une fonction multivoque de
[}-Carathéodory satisfaisant les hypothéses suivantes:
(H2.1) il existe Y et ¢ dans W21(0, 1) respectivement sur et sous solutions de
(P) telles que Y = ¢;
(H2.2) il existe S, et S, respectivement surfaces supérieure et inférieure
a D = D(¢, ) pour (P).
Alors le probléme (P) posséde une solution x & W20, 1) telle que ¢ < x < Y.

COROLLAIRE 2.2. Supposons que F: [0, 1] x R2 —R est une fonction multi-
voque de L'-Carathéodory et que les hypothéses suivantes sont satisfaites:

(i) il existe M, et M, des constantes telles que My > o, =2 M, i=0,1;
F(t, My, 0)n[0, o) # D et F(t, M,, 0)n(—o0,0] #D p.p. te[0, 1];
(i) il existe des constantes S, Z 0=s, et ¢y, ¢: [0, 1]-[M;, M,] des
fonctions de classe C* telles que (x—c(D)F(t, x, s)n [0, o0) # Q, pour
xe[M,, My,]et p.p. te[0,1],i=0, 1; co(?) < So» ci(t) = s, te0, 11
co(0) < ag, co(1) 2 oy, c;(0) = o, ¢; (1) S oy
Alors le probléme x”(t)e'F(t, x(1), X' (1)) pp- tell, 1}; x(0) = ag, x(1) =ay,
a une solution.
COROLLAIRE 2.3. Supposons que F: [0, 1] x R? >R est une fonction multi-
voque de L'-Carathéodory et que les hypothéses suivantes sont satisfaites:

(i) il existe My > M, des constantes telles que
F(t, My, 0)n [0, ) # D,
F(t, M, 0)n(—0o0,0] # @ pp tel0, 1]
(i) il existe des constantes s, = 0 > s, telles que pour chaque i€ {0, 1}, on
a F(t, x,s)n[0, ) # I ou F(t, x, s)n(—w, 0] G pour tout
xe[M,, My] et pp. tef0, 1].

Alors le probléme x"(t)e F(t, x(1), x'(1) pp- tel0, 1L x'(0) =0, x'(1) =0, aune
solution.
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L’existence d’une solution de notre probléeme découlera de I'existence de
solutions de familles de problémes que nous allons considérer. Définissons
d’'abord des familles de fonctions.

2.2. Familles de fonctions multivoques. Soient 5 D>Ret ¢;eC'[0, 1] les
fonctions associées a la surface S, i =0, 1 (voir les définitions 0.5 et 0.6).
Pour chaque te[0, 1], considérons les ensembles de R? suivants:

Ri(t)={(x,p)eR* Yy(t) 2 x > P(1), solt, x) = p 2 5, (1, x)}:;
Ry(t) = {(x, p)eR%: (Y () > x > Colt) et p > so(r, x)) ou (Y(1) > x > ¢, (1)
et p<s(t, x);
R;(t) = {(x, peR?: (@) <x <co(t) et p> Solt, X)) ou (¢(1) < x < ¢ (0
et p<s,(t, x))};
Ry(@) = {(x, peR?: x> y(1)};
Rs(t) = {(x, p)eR?: x < (1)},
Définissons pouri =1, .., 5, F: [0, 1TxR?x [0, 17— R les applications
multivoques suivantes:
AF(t, x, p) si (x, p)em,

Fi(t,x,p, )= {Q sinon,

Fylt, x, p, 2) = {gF (%, p) v 0 ;ing;,’p)eRz(r),
Fut,x, p, 2) = gF([’ X, p)v () ;inf)xn,’p)em,

Chacune de ces applications multivoques est de L‘-Carathéodory. vu les
définitions 0.5 et 0.6 et Ia remarque 0.7.

Nous pouvons maintenant définir les fonctions multivoques que nous
allons considérer. Soient F et G- [0, 1TxR?x[0, 17— R données par

5
Fr.x,p, i) =co (| F.u. x, p, A)).
i=1
j”F(z, Xop A=) siox > ),
Ft, x, p, A)—x Siy(t) 2 x = (1),

G(t,x,p, 1) =
LF(Z, X,p o Al—@t)  siox < @(t).
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ProposITION 2.4. Sous les hypothéses du théoréme 2.1, Lapplication F est
une fonction multivoque de I}-Carathéodory.

Preuve. Puisque | J{-1 Ri()) = R2, l'application F est & valeurs convexes,
fermées, non vides. D’autre part, vu les propri¢tés des applications mesurables
(voir [9]), la mesurabilité des applications maltivoques te—F(t, x, p, 4)
pour i=1,...,5, nous permet de déduire la mesurabilité de la fonction

t—F(t, x, p, A).

De méme, en utilisant les propriétes des applications multivoques semi-
continues supérieurement (voir [2]) et le fait que les applications (x, p, 4)
s F(t, x, p, 4) sont s.C.s., nOUS deduisons la semi-continuité superieure de la

fonction t—F(t, x, p, A).
Enfin il est clair que la condition (iii) de la définition 0.3 est satisfaite. =
COROLLAIRE 2.5. Sous les hypothéses du théoréme 2.1, I'application G est une
fonction multivoque de L'-Carathéodory.

2.3. Majoration a priori des solutions. Considérons maintenant les familles
de problémes suivants:

X" eF(t, x(0), x'(1), &) PP re[0, 17,
(P xe#

et

() {x”(t)—x(t)eG(t, x(), X1, 2)  pp. tel0, 1],
* o \xe®

ou Aef0, 17.

Remarque 2.6. St x est une solution du probléme (P), telle que
¢ < x <y, alors x est une solution du probléme (P);.

Nous allons maintenant majorer a priori les solutions de (P), (resp. ®
pour A€[0, 1] lorsque A est inversible (resp. non inversible).

LEMME 2.7. Supposons que les hvpothéses du théoreme 2.1 sont satisfaites.
Alors, si lopérateur linéaire A est inversible (resp. non inversible), les solutions
x des problémes (P); (resp. (TS)A) pour Ae[0, 1] sont telles que ¢ < x <.

Preuve. Supposons que /A est inversible et soit xe W>1(0, 1) une solution
de (P),. Montrons que x < ¢ lautre inégalite se démontrant analoguement.
Presque partout sur (tef0, 17 x(1) > y(n)!, on a x"(t) = y"(1) car pour tout
¢ dans cet ensemble on a (x(1), x'(1)) ¢ R;(t) pour i = 1,2,3,5. En utilisant le
lemme 0.9(i) et les conditions aux limites sur x et ., on obtient x(1) < Y (t) pour
tout re[0, 1].

Si A n'est pas inversible, en utilisant le lemme 0.9(ii) et en procedant
comme précédemment, on obtient la conclusion. =
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LemMmE 2.8. Supposons que les hypothéses du théoréme 2.1 sont vérifiées.
Alors toutes les solutions x des problémes (P), pour 4€[0, 1] satisfaisant
¢ <x <Y sont telles que se{t, x(1) < x'(1) € so(t, x(1)) p.p. tesupp(y —¢).

Preuve. Soit x une solution de (P), telle que ¢ > x > ¢. Montrons que
x'(t) < st x(t)) pour tout tesupp(y — ¢); lautre inégalité se démontrant
analoguement,

Supposons qu'il existe Lo esupp(y —¢) tel que xX'(to) > s4(t5, x(ty)). Alors
vu la définition 0.5, un des deux énoncés suivants est vérifié:

(@) (x(t,), X'(to))€ Ry (t,) et il existe & > 0 tel que (x(1), X'())€ R, () pour
tout refr,, t,+4];
(b) (x(z,), X'(to)) € R,(t,) et il existe § > O tel que (x(z), x'(t)) € R, (1) pour
tout teft,—4, t,];
Sinon, x(t,) = ¢,(z,) et X'(to) < €p(ty). Or cylt,) < So(to, €o(t,)). Contradiction.
Si (a) a lieu, vu la définition 0.5, il existe ¢, > ty tel que p.p. reft,, 1),
(x(), x' (1)) ¢ R,(t) pour i= 1,3,4,5, et x'(t,) < So(ty, x(t,)). Or Soty, x(t,))
< so(tg, x(t,)). D'on

0> x'(t,)—x'(t,) = rfx”(t)dt.

Drautre part, F(z, x, p, 4 < [0, 00 si (x, P)éR,(t)pouri=1,3, 4,5, Puisque
x"()eF(t, x(t), x'(1), 4) p.p. on aboutit 4 une contradiction.

De méme, si (b) a lieu,f on aboutit 4 une contradiction. =

2.4. Preuve du résultat principal. Nous déduirons Pexistence d’une solution
du probléme (P) a partir de solutions des problémes (P), ou (P),.

Preuve du théoréme 2.1. Nous allons montrer que (P), posséde une
solution, ensuite nous montrerons qu’elle est une solution du probléme original
(P).

1°" cas: A est inversible. Introduisons une nouvelle famille de problémes:

x"(i)e()F(t, x(0), x'(t),0)  pp. 1[0, 1],

(Plo.s
xea#,

ou A€ [0, 1]. ‘

On vérifie aisément que les solutions de (P), , pour f e [0, 1] peuvent étre
majorées a priori. D’ou, vu les lemmes 2.7 et 2.8, il existe une constante k >
telle que toutes les solutions de (P); ou (P)y 4 pour 4 et 0e[0, 17 satisfont
lIxlly < k.

Considérons la fonction multivoque F: [0, I7xR*x[0, 1]- R définie
par

F(t, x,p, 2y—1) i ye[1/2, 17,
Ft, x, p,y) = o ,
(2y)F(t, x, p, 0) st ye[0, 1/2).
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Vu la proposition 2.4 et la majoration a priori des solutions déja obtenue,
cette fonction multivoque satisfait les hypothéses du théoreme 1.1. Dou le
probléme (P), posseéde une solution.

seme cas: A plest pas inversible. On procéde comme dans le premier cas
avec (P), et (P)q 4. Pour obtenir l'existence d'une solution du probléme (P),, on
utilise le théoréeme 1.2.

Vu la remarque 2.6 et les lemmes 77 et 2.8, la solution obtenue est une

solution du probléme (P), (que A soit inversible ou non) et satisfait

2.1 $(1) < x(t) < Y(1) pour tout tef0, 1],

(2.2) s,(r, x(0) < X'(0) < solt, x(0)  p-p- tEsUPP(Y — ).
Montrons que cette solution est une sglit_ion du probléme original.
Supposons que {te[0, 1]: (x(0), x'(1))e R, (1)} # ©. Soient N, et N, les

ensembles négligeables donnés respectivement aux définitions 0.5(iii) et 0.6(iii),
notons N = NoUN,. Vu (22) et les définitions 0.5 et 0.6, on a que presque

partout sur {f: x(tyg N} njrel0, 11 (x(), X' () e Ry(n}, x'(1) = si(t, x(1)) et
< x) <Y, i= 0 ou 1. Or (x—¢,(MF(t, x, sit, x)) N[0, ) # D. D’ou
(2.3)  F,(t, x(1), x'(1), 1) = F(t, x(1), X' (1) v 0 < F(t, x(1), xX'(t)  pp
Drautre part, par le lemme 0.8, X'(f) =0 p.p. sur {t: x(tye N}. D'ou. vu les
définitions 0.5 et 0.6, on déduit que (x—c (D) F(t, x(1), X' (1)~ [0, ov) # D p.p.
sur {t: x(e Ny n{tel0. 1]: (x(1), X' ()€ Ry (1)} . Par conséquent (2.3) a lieu.
Analoguement si {te[0, 1]: (x(n), xX'(t) e R5(1)} # @, on montre que

(2.4) Fit, x(t), x'(t), 1) < F(z, x(t), x'(1))  pp

Si {re[0, 17: (x(1), X' (1)) e R (1)} # D, vu (2.1), sur cet ensemble on a que
x(t) = (1) et X'(t) = ¥'(©) p-p. O, F(t, (1), W () [ (@), ) #D p.p. d’'ou
(2.5) F,(t, x(0), x'(0), 1) = F(t, x(1), X(0) v (0 = Fle, x(6), X'(0)  P-p-

- De méme, si {te[0, 1]: (x(1), x'()e Rs(1)} # @, on montre que
(2.6) Fs(t', x(1), x'(1), 1) = F(t, x(1), xX'(t)  p-p
Finalement,

X(neF(t, x(t), X'(), 1)
5

=co( | Filt, x(0), x'(1), 1)) = co(F(t, x(0). X)) = F(t, x(), x'(0),
i=1
ce qui termine la preuve. »

3. Sans hypothese d’existence de sous et sur solutions. Dans cette section,
nous allons considérer le probléme (P) dans le cas particulier ou # désigne la
condition aux limites de Dirichlet:
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P.) X" e F(t, x(1), (1)  p.p. tef0, 17,
P x(0) = o, x(1) = a,.

Nous ne ferons pas Phypothése d’existence de sur et sous solutions de (P,,)
mais les surfaces supérieure et inférieure devront satisfaire certaines conditions
additionnelles. Nous énongons maintenant le résultat principal de cette section.

THEOREME 3.1. Soit F: [0, 11xR*>R wune fonction multivoque de
Ll-Carathéodory et supposons que I'hypothése suivante est satisfaite:

(H3.1) il existe ¥ > ¢ dans CJO0, 11, et S, et S, respectivement surfaces
supérieure et inférieure g D(¢, ¥) pour le probléme (P.) telles que:
D) ¥(0) > a5 > ¢(0), (1) > 2y 2 ¢(1);
(i) il existe ty et t,e[0, 1] tels que Y et ¢ sont respectivement
croissantes sur [0, t,] et [t4. 1], et décroissantes sur [ty 1] et
[0, t,] respectivement ;

(i) 5oz, !/l(t))SD*l,//(t):lims?pw, te[0, 1,);
st Y(@) = D_y(r) = ﬁmoigfﬂti}f’f;"‘_), te(r,, 17;

SO(I’ ¢(t)) < D+¢(t)’ te([dn IJa S] (ta ¢([)) 2 D— (f)(t),fE[O, t¢>);
) () > ci(t) > ¢(t) pp. te[0, 1], i=0, 1.

Alors le probléme (Pp) posséde une solution x telle que ¢(t) < x(t) < Y(1) et
si(t, x() < x'() < so(t, x(1)) pour tout tef0, 1].

Lorsqu'’il existe un domaine admissible D suffisamment grand pour lequel
il existe S, et S, respectivement surfaces supérieure et inférieure a4 D pour (Pp),
on peut parfois trouver des fonctions Y > ¢ telles que D, y)< D et
satisfaisant I'hypothése (H3.1). Le prochain corollaire en €st un cas particulier.

COROLLAIRE 3.2. Soit F une Jonction multivoque de Ll-Carathéodory.
Supposons  qu’il  existe des  constantes $; <0<s,  telles que
xF(t, x, s)n[0, 00) # & si IXI < so5008;~50)71, i=0,1. Alors le probléme
x"(t)e F(t, x(1), xX'(1)) p.p. te[0, 1], x(0) = x(1) = 0, posséde une solution x telle
que s, < X'(t) < 5.

Preuve. Posons Solt, X) = 54, 5,(t, x) = S5 cplth = ¢y() = 0,

Sol, 1ef0, s,(s; —s,) 717,
Sif=S1, te(sy(s;—s0) 71, 1],

o=

S, L, tef0, so(sq—s,)71],
Sol=So,  L€(selso—s,)71, 1].

¢(1) = {



80 M. Frigon

On vérifie aisément que les hypothéses du théoréme (3.1) sont satisfaites, d’ou
existence d’une solution. =

La preuve du théoréme 3.1 sera donnée plus loin. Tout d’'abord, nous
allons considérer une nouvelle famille de problémes qui nous permettra de
déduire Pexistence d’une solution de notre probléme. La méme notation quala
section précédente sera utilisée.

Définissons la fonction multivoque F: [0, 1]1xR*x[0, 1]~ R par

3
£, x, p, A = co( | Fi(t, n(t, %), p, ).
i=1

PROPOSITION 3.3. Sous les hypothéses du théoréme 3.1, F est une fonction
multivoque de L'-Carathéodory.

Nous ne donnons pas la preuve puisqu’elle s'obtient par le méme type
d’arguments utilisés dans la preuve de la proposition 24. :
Considérons la famille de problémes suivants:

®) x"(HeF(, xt), (0, 4) pp te[0, 1],
P AxO) = 2y, x(1) =2y,

ou Ae[0, 1]

L’existence d’une solution du probléme (P,), nous permettra de déduire
Pexistence d’une solution de notre probléme (Pp). Mais d’abord, nous allons
majorer a priori les solutions de Pp);-

LEMME 3.4 (majoration a priori). Sous les hypothéses du théoréme 3.1, les
solutions x de (Py), sont telles que:

(i) o(t) < x(1) < Y(t) pour tout te[0, 17;
(i) s,(t, x(@) < x¥'(O) < solt, x(t)) pour tout te[0, 1].

Preuve. (i) Soit x une solution de (Pp), pour un certain Ae[0, 1].
Montrons que x < y; lautre inégalité se démontrant analoguement. Sup-
posons que {te[0, 1]: x(1) > Y(1)} # ©. Alors, en utilisant les définitions de
n et de S, et S, on vérifie qu'une des deux affirmations suivantes est vraie:

(a) il existe 1, <t tel que x(to) =Wty et x'(to) > DFlty)
(= solto, ¥(to) = so(tos mltos x(t,)))); et il existe t; > 1, tel que x(1) =
colt), X(t) > solt, nlt, x(1))) pour tout telig, 1) et x'(t;) <
solty, m(ty, x(1)) < soltos T{tes X(to));

(b) il existe to>1t, tel que x(ty) = Wlty) et x'(tp) < D_ylty (=
sy(tes Wlto)) = 51(%’ n(ty, x(to)))): et il existe 1, <io tel que x(t) =
e {n), X1 <sy (t, n(t, x(t))) pour tout te(t,,f,] et xX(t)) =
5, (1, 7(ty, x(6,)) = s4(t6, 7lto. x(to))):




Inclusions différentielles sans condition de croissance 81

Si(a) a lieu, (n(t. x(0), X' (0)¢ R, () UR, (1) pp. re (15, 1,] et
0> x"(t)=x"(tg) = [ x"(t)dr.
1y
Or, x"(t) > 0 p.p. Le(ty, 1) par définition de F. Contradiction.
De méme, si (b) a lieu, on aboutit & une contradiction.
Laffirmation (ii) se démontre comme au lemme 2.8. a

Preuve du théoréme 3.1. Pour montrer Iexistence d’une solution du
probléme (Py,), il suffit de montrer que le probléme (P), a une solution. En
effet, si x est une solution de (pD)l, par le lemme 34, ¢(1) < x() S Y (i) et
s{t, x(1) < x'(1) < So(t, x(1)) pour tout [0, I]. En procédant comme dans Ia
preuve du théoréme 2.1, on montre que F(t, x(1), x'(1), 1)< F(r, x(1), x'(1)) p.p.
Dot x est une solution de (Py).

L’existence d’une solution du probléme (Py), découle directement de la

proposition 3.3, du lemme 3.4, et du théoréme 1.1. =

4. Avec hypothéses mixtes. Dans cette section, nous allons combiner les
hypotheéses des sections 2 et 3. De nouveau, nous allons considérer le probléme
(Pp), ie. lorsque # désigne la condition aux limites de Dirichlet. Nous
enongons le théoréme principal de cette section.

THEOREME 4.1. Soit F: [0, 11xR*>R une fonction multivogue .de
L‘-Carathéodory el supposons que les hypothéses suivantes sont satisfaites:

(H4.1) il existe ¢ dans W40, 1) une sous solution du probléme (P):
(H4.2) il existe > ¢ dans C[0, 1], et Sy €t S, respectivement surfaces
‘Supérieure et inférieure q D(@, W) pour (Py) telles que:
(1) ¥(0) = %o tﬁ(l) = 0y
(i) il existe 1,€[0, 17 tel que v est croissante sur [0, 1,] et
décroissante sur [[uv 1]
(1) so(t, Y(1)) S DT (1), ([0, 1,): s,(1, Y0) =D _y), te,, 11;
(v) ¥ (1) > ¢,(t) pp. tef0,17, i=0,1.
Alors le probléme (Pp) posséde une solution telle que Q1) < x(t) < Y (1) et
st x(N) < X' (@) < So{t, x(1)), pour tout tef0, 17.

Analoguement, lorsqu'on connait une sur solution du probléme (Pp), on
a le théoréme suivant:

THEOREME 4.2, Soit F: [0, 1]xR?SR  une fonction  multivogue de
L’-Carazhéodory el supposons que les hypothéses suivantes son: satisfaites:
(H4.1y il existe ¥ dans W10, 1) une sur solution du probleme (P):
(H4.2y il existe ¢ < Y dans C[0, 17, et S, et S, respectivement surfaces

supérieure et inférieure Dig. by pour (Py) telles quc:

6 - Annales Polome Math, 541



82 M. Frigen

(i) ¢(0) < 0. @I} = 01y
(i) il existe 1,e[0, 17 tel g2 ¢ osl décroissante sur [0, 1,1 et
croissante sur [t,, 1]:
(i) solt, @) < D7 Pl1). 1€(ty. 1] sy{t, o) = D_¢(1). tel0, 1,):
(iv) ¢() < (1) p.p. 10, 1].
Alors le probléme (Pp) posséde une solution telle gue ¢(1) < x(N < Y1) et
s, (t, x(1) € X'(1) < st x(1)), pour tout te[0, 1]. '
COROLLAIRE 4.3. Supposons que F: [0, 11x R* =R est une fonction multi-
vogue de L'-Carathéodory telle que F(t, 0,0)~(— 0, 0] # @ e qu'il existe des
constantes s, < 0 < s, telles que pour i= 0,1, F(t, x,s)n[0, o) # @ si
0 < x < 5,85y —5p) " . Alors le probléme x"(tye F(t, x(t), x'(t)) p.p. te[0, 1],
x(0) = x(1) = 0, a une solution telle que s; < x'(t) < s, pour tout t€[0,1].

Analoguement a ce que nous avons fait précédemment, pour démontrer l¢
théoreme 4.1, nous considérons de nouvelles familles de problémes. Nous
utilisons les notations des sections précedentes.

Définissons F, et £: [0, 17xR? %[0, 1]—R par

— F(t,x, p. ) - st x = ol
Folt. x.p. 2= {(5 sinon

Fa, x,p, A} = E)(Ii{z, x, p, A Fs(t, x, p. M)
Considérons la famille de problémes suivants:

- X'(ne F(e. x(0).x'(), 4)  pp. 1€{0. 11,
(b, (WPl X0,
xX(O) = ag, X)) =y,

ou ~el0, 17
Nous n'écrivons pas la -preuve du théoreme 4.1 ainsi que des résultats
suivants puisquelles sont similaires & celles des sections 2 et 3,

PROPOSITION 4.4. Sous les hypothéses du théoréme 4.1, la fonction multivoque
F est de I'-Carathéodory.

LEMME 4.5 (majoration a priori). Sous les mémes hypotheses, les solutions

de (Py), pour /€[0.1]. sont telles que Sy < x(0) < i), s {r. x@) < X'
< splt. x(0)) pour tour tef0. 1].
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