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Equations différentielles/Ordinary Differential Equations

Sur Pexistence de solutions pour Péquation différentielle
w (2)=f (2, u(z)) dans un domaine complexe

Marléne Fricon

Résumé — Dans cette Note ("), en utilisant une alternative bien connue de Leray-Schauder, nous
présentons un résultat concernant Pexistence globale d une solution u(z) pour équation différentielle
dans un domaine complexe : 1 () =/ (=, u(z)). ze B4 (C), u@y=aeC"ou s B (C)x C" - " vérifie
des conditions convenables.

On the existence of solutions to the differential equation ' (z)=f (z, u(z))
in a complex domain

Abstract — In this Note, using a well known alternative of Leray-Schauder, we present a result on

the global existence of a solution u(z) to the differential equation in a complex domain.
v (z)=1(z, u(z)), ze B, (C), u(0)=aeC"

Soit || . || une norme hermitienne sur Cetsoit { ., . > la forme sesquilinéaire définissant
le produit scalaire associé a cette norme. Notons BT={zeC:}:[<T}. Soit A™(B,; C")
espace de Banach des fonctions u : B, — ¢~ holomorphes sur B;. dont les dérivées
d'u/dz' [notées #"] sont continues sur By jusqu'a lordre m, et dont la norme est
Hu][,,,=sup{”u”o, w0 on fully=sup {Hu(z)”:zeET}, (meNU{0}). Ecri-
vons «' pour u'¥ et A pour A°.

Le lemme suivant sera utilis¢ de fagon essentielle dans la suite :

LEMME. — Sojens ue A'(By; C" er 20€B;N\{0]). Alors, pour tout t€[0,1] tel que
flu(2z) || >0, (dldr) [[u(1zy) || existe et [ dldt || u(iz,) ESEN ' (1z4) .

Preuve. — Nous avons

1 d 1 du 1 /di - .
3 aTt”u([ZO)HZZE_ <u(zzo), d%l(flo)> +§<§(Uo), u(r:0)>
' d _ o
~Re < Lz i (z:o)> =Re (20 (i (120), (129) ),

Donc pour tout re[o, 1] tel que || u(1z,) [|>0, (d/dr) [lu(1z9) || existe et

;;“u(tzo)“/.glzo[[’u'(,zo)’l_

Nous sommes en mesure d’énoncer et de démontrer notre résultat de base.

THEOREME 1. — Spir S By x € s 0 e application vérifiant les hypothéses suivantes -

(@) f(z, u) est holomorphe sur By X C" et continue sur B, x ¢,

(b) il existe ¢ : [0, %) = (0, oc) continue telle que || f(z, u),’[§(p(”u”) pour tout
(z, e By x ¢,

Fixons aeC" ot Supposons que T<T = f ds/@ (s).

Haf

Alors le probléme
(*)

—_—
Note présentée par Jean Lgray.

{u' =1z, u(z)), ceB;
u(0y=o
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posséde une unique solution ue Al (B €.
Preuve. — Considérons la famille de problémes suivants :
{u' ()=rf(zu(), z€By

() 4(0)=c

ou hel0,1].

Majoration a priori des solutions. — Soit T<T et soit we Al (Bp: €™ une solution du
probléme (%), pour un certain re[0,1]. Alors [ju' )| f . u(@N | So(Juz) ) pour
tout zeB;. Soit zoeB; pour lequel llu(z)]| atteint son maximum. Supposons que
| u(zo) l|>1|a||. Puisque u(0y=a, il existe a€0,1) tel que l|u(1z) ||>|lo]| pour tout
re(a, 1] et Jlu(azo) ||=||al|. Vu le lemme précédent,

%Hu(tzo)ﬂgTHu'(tzo) HgTq)(Hu(rzo)H) pour tout 1€ (a, 1].

D’ou
(@dn|jutizo) | .1
o(lutzl)

En intégrant de a a 1 et par la regle de changement de variables, il vient :

juu(zom—l—dszji(d/dt)“u(t%)“§T<Tm~
TR ) . o(uzo D

I existe donc une constante M > a|l telle que ||u]lo <M pour toutes les solutions des
problémes (%);.
Réduction au probleme de point fixe. — Définissons I'opérateur

H: AB;C)—AB;C)  par HW@)= Jf (=", u(z'nd:".
]

L’opérateur H est continu et complétement continu. Les solutions de (%), pour A€[0,1]
sont des points fixes de I'opérateur AH(-)+o et sont majorées dans A (By; €M) par la
méme constante M. Par conséquent, en utilisant P'alternative bien connue de Leray-
Schauder (voir [1]) pour les applications continues et complétement continues, on obtient
Texistence d’une solution du probléme (*). Cette solution est unique d’apres la théorie
des équations différentielles (voir [3D.

THEOREME 2. — Soit [ CxC"— C" une fonction holomorphe telle qu'il existe une
fonction continue @ : [0, o0) — (0, o0) satisfaisant

I, wll<o(lull)  pour tour (=, u)e By, x C" ou To= "m ds/ @ (s).

JO
Alors le probléme (%) posséde une unique solution holomorphe en (z, o) sur

{(:, cx)eC"“:{:kjd (1/¢p(s))ds}.
l

fall

Preuve. — Pour se0, oc), notons Ts=j. ds’ @ (s").

Soient ae ", et T<T<Tna”. Vu le théoréme 1. (%) posséde des solutions uniques #
et u holomorphes dans Bs et B respectivement. Vu Punicité de ces solutions, u est la
restriction de # & Bs. Il existe donc une unique fonction u, holomorphe dans By, telle
que pour tout T<T,, # est la restriction de u, 4 By. Evidemment, u, est une solution
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de (%). Vu la théorie des €quations différentielles (zoir BDw(z 0= u, (2) est holomorphe
en (z, o) sur {(z, oc)eC”“:{zf<T”a”}.

Nous présentons maintenant un théoréme genéral de domaine d’existence de solution
d’une équation différentielle.

THEOREME 3. — Spjen; Re(0. x] er JiBgxC" 5 " une Jonction holoniorphe, er soit
@ :[0,R)x[0,0) - (0, ¢) une fonction continue et croissante de sq premiére variable tejle
que || £ (z, u) ISo(r full) pour |z|Sr<Retuecr

Alors le probléme (%) posséde une unique solution holomorphe en (z, o) sur

x 1
(z, o) BXC":z<f 1}.
{ T | r::uq’((f"s)”

Prewve. — Pour (r, s)e[0, R) x [0, o0), posons T(r, s)=f as’io(r, s') et fixons ae ("

La fonction r=>T(r|[a]) est continue, décroissante et T (0, laf])>0. Soit ey <R
tel que Tray=T (ryopp [la]]). Si un tel Tijay NeXiste pas, soit Tifa;j=R. Vu le théoréme 1,
le probiéme (*) a une unique solution holomorphe dans B,, pour tout ST
En utilisant le méme type d’arguments que dans la preuve du théoréme 2, on montre
quil existe une unique solution de (*) holomorphe en (z, o) sur {(z, a)eBy x C" -
[2I<T(|z] flaf}.

COROLLAIRE. — Sojens Re(, ool er 1 By x Cm>n o, n une fonction holomorphe. Suppo-
sons qu'il existe o (r, 8) une fonction continye de [0, R) x [0, ) dans [0, o), croissante en
r, el telle que o (0, 0)#0 er

Il fe, U)[Ze(, Ul pour [z]Sr<R e UeCmxn,

Alors le probleme

(+%) {u‘""(z) =f(z,u(z), ..., u™ = (), zeB,

u(0)=q,, k=0, ... m—1

posséde une unigue solution holomorphe en (z, o) sur
nait (/2] 8)

(D(r,s)=\/sz+(p(r, $)?  er = (o, Ces Oy )

ou

Preuve. — En posant U=(u,, ..., Uy, _)eC™ " et F - By X Cm 5 ©mxn difinie par :
F(, Uy=(u, ..., Un-1, (2, U)), on vérifie que les hypothéses dy théoréme 3 sont
satisfaites et donc le probléme U’ () =F(z, U, U(0)=2, posséde une unique solution
Us=(u,, ..., Un 1) holomorphe en (z, &) sur

= ds
(. a)eByx Cren . |- <f _}.
{ ) = nan @]z, 5)

Clairement, u, est la solution cherchée,

(') Cette Note énéralise quelques résultats de D. O'Regan {3].
4 q

Note remise le 1§ décembre 1989, accepteée le 9 janvier 1990,
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