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Equations différenIielles/Ordinary Differential Equations

Théorémes d’existence pour des inclusions différentielles
sans convexité

Marléne Fricon et Andrzej Granag

Résumé — Dans cette Note ('), grace ay recent théoréme de sélection de Bressan et Colombo {1].
nous énongons deg theorémes d'existence pour des inclusions différentielles de 14 forme :

(#¢) WeFu, 3 . FEIY e

ou # désigne une certaine condition aux limites ou initiale homogene. et oy Ia fonction multivoque
F [0, Tjx gy 02 satisfait certaines conditions de mesurabilité et de semi-continuité, et est 4
valeurs non vides compactes mais en général nop convexes,

Existence theorems for differential inclusions without convexity

Abstract — In 1his Note, using the receny selection theorem of Bressan-Colombo {11, we establish
Some general exisience resulys Jor differential inclusions of rthe Jorm

(#) T N L

where # denoies homogeneous boundary or initigr value data, and the multivalued function
U N 5 ~ a7 I3 . . ;

F [0, T x mén _, e satisfies some Aypotheses of measurabiliry and Semi-continuity, and has non-

emply, compact values which are not necessarily convey.

. PRELIMINAIRES. — (a) Notations. — Soient I=[0, Tl keN U {0} et (C*(1, R0l
Iespace de Banach des fonctions 1 k-fois continiiment différentiables, dont la norme est -
[f_l/’{[k:max{”y”’ lo :i=0, .. . k) ot 3 est 1a f-ieme dérivée de y (1@ signifie 1) et
I13/lo = max Hrm]:rel }. Nous dirons qu’une forme linéaire continpe g:CY1L R - rr
est admissible s'il existe une forme linéaire continue non triviale g: C'ILR) >R telle
que g (o (1) v)=g (¢ (1) = pour toute fonction ¢ e C* (I, B) et pour tout ve R

Dans Ia suite, nous utiliserons [es abréviations suivantes : (k= (* (I, B,
Co={reCt: r0)=0}, C=co, Cy=CJ.

Soit keN. Pour tout iell, ..., k}, fixons une forme linéaire continue admissible
& :CH LR e posons

B={yeCt! “&()=0,i=1, .. . k1, Ch={yeCi: VeR), jzk-1.
Considérons maintenant I'opérateur linéaire A - C% — C donné par A(3)=1® et exami-

nons les deux cas suivants :
(1) A est inversible. — Op définit I'opérateur linéaire L:Cy 'S ¢, par

L) @y=y% =1y -y~ (0);

(2) A nest pas incersible. — Fixons €#0 qui n'est pas une valeur propre de A et
définissons I'opérateur [ - Ci ' > C, par:
t
EU’)(’):LU’)(’)‘EJ y(s)ds.
0
LemMME 1. ~ Dans e cas (1), L est inversible, Dans le cas (2), T o5t Inversible.
(P} Ensembles décomposables, — Up ensemble A L1 (], R") est décomposable si pour
out u, reA et Ecl mesurable, on g 4 Xet oy peA.

—_—
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Soient X un espace métrique €t F: X —L'(I. R") un opérateur multivoque: on dira
que Fala propriété (BC) si:

(i) Fest semi-continu inférieurement %)

(ii) F est a valeurs non vides, fermées et décomposables.

Dans la suite, le résultat suivant [1] sera utilise de facon essentielle.

LEMME 2. — Soient X un espace métrique séparable et F . X — LU(I. R") un opérateur
multivogue possédant la propriétés (BO). Alors F a une sélection continue, i.e. il existe une
fonction continue [ X LY (1. R relle que 1 (x)eF(x) pour tout xeX.

(¢) Fonctions multivoques de type s.c.i. — Etant donné un espace normé (E. || .
I'espace métrique des sous-ensembles compacts non vides de E sera noté¢ K (E) (et muni
de la métrique de Hausdorff), pour AcK(E), soit |A}|=sup{]la || :acA}.

Etant donnée une fonction F:IxR" = K (R, on définit une fonction multivoque
F . C(1, Ry - L' (I, R") par F(x)={vel'(,RY): e(neF(t, x(1) p-p- tel}; F est
appelée l'opérateur de Niemytzki associé a F.

Dernirion. — Une fonction multivoque F @ IX RM — K (R") sera dite de tvpe semi-
continue inférieurement (s.c.i.), si Vopérateur de Niemytzki # : C(1, Ry — LY (IR
associé a F posséde la propriété (BC).

Etant donnée une fonction multivoque F : % R — K (R™), considerons les conditions
suivantes :

(H1) (i) (1. x)—=>F (1, x) est # ® A mesurable (%) )

@) x—F(, x) est semi-continue inférieurement p. p- rel (%)

(HD* ()* t—F (1, x) est mesurable pour tout x& RE

(i)* x—F(, x)est continue p.p. tel:

(H2) pour tout r>0, il existe une fonction m,e L' (1) telle que IWF (1, | £m, (1) p-p.

tel, et pour tout xe R avee Ixli=r.

ProposiTion. — Soit F 11X fREn — K (R") une fonction multivoque vérifiant les conditions
(H1) et (H2), ou bien (HD)* et (H2). Alors F est de type s.c.i.

7. PRINCIPES GENERAUX. — Nous énoncons d’abord deux principes genéraux.

Supposons que F : Ix R* — K (R") est une fonction multivoque de type s.c.i.; conside-
rons le probléme suivant :
(P5) YO @eF Wy @, T PP rel, ye#.

Soit A l'opérateur linéaire introduit précédemment.
(1) Dans le cas ou A est inversible, notons (#¢),. hel0.1], 1a famille de problémes

(Zeh YO OEF (L r(0, T, yed
(2) Dans le cas ol A est non inversible, notons (). hel0.1] la famille de problémes
(Ze)s yRmerFa oy, - ED () F (1) gy (). ye A,

ol ££0 n'est pas une valeur propre de A.

Tutoreme 1. — Soit F 1% A K (R") une fonction de 1ype s.c.i. Supposons quc A
est inversible et qu'on peut majorer a priori toutes Jes solutions de (:#y), par rapport ala
norme |||l -1 dans C*~ 1. Alors le probléne () posséde au moins une solution (*).

TuEOREME 2. — Soit F 11X R s K (R™) une foncrion de tvpe s.c.i. Supposons que A
n'est pas inversible et qu ‘on peul majorer & priori routes les solutions de (Pg), par rapport
i la norme |||, dans k=1 Alors le probléme (#y) posséde au moins une solution.
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Preuve du  théoréme I~ Vu Ie lemme 2, j existe une fonction continue
G Ry St (I. R") telle que pour tout ueC(I, R™). f(wye 7 (#) Ou 7 est I'opérateur
de Niemytzki associé a F. Considérons Ia famille des problémes suivants :

(1), Y= 1 () YN pp. el yed. helo, 1]

Par hypothése, Jes solutions de (1), sont telles que [y - <M pour un certain M > (.
Définissons I'opérateur N - Cy > C, par

N(_l‘)(l)sf o, ... PETY ) d.
0

Cet opérateur est continu et complétement continu. Remarquons que 3 est une solution
de (1), si et seulement Siy=AL loN (). Vu Ialternative bien connue de Leray-Schauder
(voir [2]), on déduit que (1), a une solution et par conséquent () a une solution,

Preuve du théoréme 2. — Définissons I'opérateur N - ¢ % 1~ C, par

NOoYn=N() (1—e f v (s)ds.

0

3. APPLICATIONS, — Citons certaines applications immédiates des théorémes 1 ef 2.

THEOREME 3 (probléme de Cauchy). — Soif F - | x R" — K(R") une Jonction de Iype
s.c.d. Supposons qu'il existe une fonction hel! () telle gue

X F(, vysbini+ D pporel. pour tour yYeR"
Alors le probléme Y (eFq, X)) pp. rel, Y(O)=0 a une solution.

THEOREME 4 (intervalle d'existence de solutions pour le probléme de Cauchy). — Soir
F: [0, TIxr 5 K (R") une fonction de Iype s.c.i. Supposons qu'tl existe une fonction Borel
mesurable ¢ : [0, x) 0, o) relle que ;

(@ el [0, «);

®) [|F (1, x) <o (|x ) pour tour xep o p-p.oref0, T

Alors si T<T, =J\ ds/@ (s). le probleme YeF @, v ) pp 1[0 T y(0)=0 g une
0
solution dans l'intervalle [0, T].

THEOREME 5 (probléme périodique). — Soir F - [0, 1] B — K(R") wne fonction de
1ype s.ci. Supposons qu'il existe une constante r>0 telle gue x.F (1, Y0 pour rour
Ilx Ngr‘ Alors le probleme Y(NeF (1 y(n) p-porel0. 1], WOVY=3(1) @ wune solution,

THEOREME 6 (probléme de Dirichlet). — Suir F - O] R & K (R7) e Jonction de
Lpe s.ci avee F(y, x, Py=G(1 x, py+ Hr x, p)on

(@ x. G x. Py =0 et

HG (1, x, ,D)ff§z‘(f, X) ”p{;z +d (1, x) pour tour {t. x.pyefo. TR on cley xyer d(r, x)
sont des foncrions bornées sur les bornes:

(6) [H(. «. p)}fg‘M(f’f‘\‘ff“vLf{pﬁf“) ouxel0, 1. Be[0, 1) e M=q0.
Alors le probléme YUeF (v, ¥y p.op. ref0, 1], v(0)= V(=0 a une soluion.

Les majorations 4 priori des solutions des famiiles de problemes correspondant 4 ces
théorémes s’obtiennent comme dans [3] et [4].
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4. GeneraLisaTions. — En s'aidant d'un résultant recent de Tolstonogov {5], nous
pouvons appliquer la méthode de cette Note au cas plus général ou la fonction
multivoque F est a valeurs fermées non nécessairement compactes. A titre dexemple,
citons le théoréme suivant.

THEOREME 7 (probléme de Cauchy). — Soit F 1 1x R" — 2% une fonction multivoque a
valeurs fermées non vides vérifiant (H1) et
(H2)* pour toul r>0, il existe une fonction M, € L (1) relle que F (1. DN B, (N# %@
p.p. 1€, et pour tout x€R" avec hxlsr.
Supposons de plus qu il existe une fonction pe L) relle que
v F(, Y)shx*+1)  pple 1, pour tout x€R".

Alors le probléme y' (1) € F(r,y()pp tely (0)=0 a une solution.

(1) Les auteurs remercient M. A. Cellina pour des discussions fructueuses concernant ce travail.

(?) Soient X et Y deux espaces métriques et F: X — 7Y yne fonction multivoque. Alors : (0) F est semi-
continue inférieurement (s.c.i.) si Pensemble {xeX: F(x)cC} est fermé pour tout C fermé dans Y. (b)) Si X
est un espace mesurable, F est mesurable si I'ensemble {1eX :F() NC#P | est mesurable pour tout C fermé
dans Y.

(®) Nous munirons T ¥ R de la o-algébre ¥ @ # engendrée par les ensembles Ex D o Ecl est Lebesgue
mesurable et DR est Borel mesurable.

(%) Par une solution d’un de ces problémes. on entend une solution au sens de Carathéodory, i.e. une
fonction veCh ! telle que &7 est absolument continue et que ) vérifie {"equation correspondante presque
partout. Notons que \a formulation des résultats est la méme que dans la cadre de Carathéodory (multivoque
ou univoque) et que dans le cadre classique pour des équations différentielles.

(%) Pour m>0, B (m) est la boule fermée dans R" centrée en 0 et de rayon ni.

Note remise le 5 fevrier 1990, acceptée le 19 mars 1990.
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