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THEOREMES D’EXISTENCE DE SOLUTIONS D’INCLUSIONS
DIFFERENTIELLES

M. FRIGON

RESUME. Dans ce texte, on présente quelques applications de méthodes topolo-
giques permettant d’obtenir P'existence de solutions d’inclusions différentielles
ordinaires. Trois types de fonctions multivoques sont distinguées et un prin-
cipe général d’existence de solutions est établi pour chacun d’eux. Des résultats
sont obtenus pour des systémes d’inclusions différentielles du second ordre et
pour des inclusions différentielles dans des espaces de Banach. Les principaux
théoémes obtenus découlent soit de théorémes de point fixe, soit de la théorie
de la transversalité topologique pour des opérateurs compacts ou contractants,
univoques ou multivoques.

ABSTRACT. In this text, we present applications of topological methods to ordi-
nary differential inclusions. Three types of multivalued functions are considered
and a general existence principle is established for each of them. Results are
obtained for second order systems of differential inclusions, and for differential
inclusions in Banach spaces. Main theorems rely either on fixed point theorems
or on topologigal transversality theories for compact or contractive, univalued
or multivalued operators.

1. INTRODUCTION

Dans ce texte, on présente quelques applications de méthodes topologiques per-
mettant d’obtenir I'existence de solutions d’inclusions différentielles telles que

y'(t) € F(t,y(t)) pp.tel, yeb;

y'(t) € Ft,y(t),y'(t) pp.tel, yeb,
ou plus généralement

y () — ey(t) € F(t,y(t),...,y* V() pp.tel,

Ve s (1.1)

ot I est un intervalle compact, F : I x E¥ — E est une fonction multivoque & valeurs
non vides, compactes et parfois convexes, E est un espace de Banach séparable, et B
désigne une condition initiale, périodique ou aux limites. Plus précisément, les prin-
cipaux résultats découleront soit de théorémes de point fixe, soit de la théorie de la
transversalité topologique pour des opérateurs compacts ou contractants, univoques
ou multivoques. Ces théories, plus simples que celles du degré topologique, ont été
introduites par Granas en 1959 et 1976 pour les opérateurs compacts univoques
et multivoques respectivement (voir {11]). Celles pour les opérateurs contractants,
beaucoup plus récentes, sont présentées dans [17], [21], [25].

Le probleme (1.1) a été étudié par de nombreux auteurs dans le cas particu-
lier ol la fonction F' est univoque; dans ce cas, il s'agit en fait d’une équation
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2 M. FRIGON

différentielle. La littérature est cependant beaucoup moins volumineuse pour les
inclusions différentielles et ’est encore moins pour les problémes d’ordre supérieur,
voir par exemple [1], [2], [4], [10], [44] et leurs références.

Les principaux résultats connus reposent sur des théorémes de point fixe, des
méthodes de continuation, des théorémes de sélection, d’approximation, ou par
construction. Il est cependant important de mentionner que les arguments de preuve
utilisés varient beaucoup suivant les hypothéses de continuité imposées 4 la fonc-
tion multivoque F. Les trois plus fréquentes sont la semi-continuité supérieure, la
semi-continuité inférieure et une condition de Lipschitz. En raison de cela, trois
types de fonctions multivoques seront distingués ici, & savoir les fonctions de type
scs, sci et T-contractant. Les deux premiers types ont été introduits par [19] en
une version légerement différente alors que le troisieme est nouveau. Pour chacun
de ces trois types de fonctions, un principe général d’existence de solutions du
probleme (1.1) est établi. Le principe pour les fonctions de type scs, (resp. sci,
T-contractant) repose sur le théoréme de point fixe de Kakutani (resp. théoréme de
Schauder, théoréme de Nadler) et sur la théorie de la transversalité topologique pour
les opérateurs multivoques semi-continus supérieurement & valeurs convexes, com-
pactes, non vides, (resp. opérateurs univoques compacts, opérateurs multivoques
contractants & valeurs fermées non vides). Ces principes, présentés a la section 4,
sont la partie centrale de ce texte. Par la suite, on en donne quelques applications.

Le probléme aux limites pour une inclusion différentielle du second ordre est en-
suite étudié. A notre connaissance, Pruszko (voir [44]) a été le premier & s’intéresser
a ce probleme et & y appliquer la méthode du degré topologique pour des fonc-
tions multivoques semi-continues supérieurement, compactes, & valeurs convexes,
compactes, non vides. Relativement peu de résultats sur ce probleme ont été ob-
tenus jusqu'ici. En outre, la méthode de sous et sur-solutions, largement répandue
dans 1'étude des équations différentielles, ne 'est toutefois pas pour les inclusions
différentielles. Cette méthode d’abord rencontrée dans [18] est présentée ici. D’autre
part, quelques généralisations de cette notion ont été données pour les systemes
d’équations différentielles, voir par exemple {15], [16], [24], [30], [45]. Celle présentée
ici, appelée “tube-solution” est tres simple et naturelle. Il est intéressant de men-
tionner qu’en plus de généraliser la notion de sous et sur-solutions 4 des systémes
d’inclusions différentielles, elle contient comme cas particulier 'hypothese utilisée
par plusieurs auteurs :

(y, f(t,y,p)) + Ipll> > 0 pour ||jz]| = M et (x, pRangle = 0.

Par ailleurs, il est bien connu que cette condition et une condition de croissance
de Nagumo ne sont pas suffisantes pour garantir l'existence d’une solution & un
probléme aux limites pour un systéeme d’équations différentielles du second ordre.
Une hypothese supplémentaire est nécessaire. Une des plus fréquemment imposée
est celle due & Hartman [31]. Ici, elle sera remplacée par une qui a Pavantage
d’étre trivialement satisfaite dans le cas scalaire. Gaprindashvili [24] introduisit
une hypothese semblable dans le contexte des équations différentielles.

Ce texte se divise en sept sections. Les notations et préliminaires sont donnés a
la section suivante. Entre autre, on y rappelle quelques définitions et résultats sur
la théorie des fonetions multivoques; pour plus de détails sur ce sujet, on pourra
consulter [2], [4], [5], [8], [10], [34] et leurs références. Aux sections 3 et 4, trois
types de fonctions multivoques sont distingués et un principe d’existence est établi
pour chacun d’eux. On applique ces principes 4 des probléemes aux limites pour
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des inclusions différentielles du second ordre & la section 5, et & des inclusions
différentielles dans des espaces de Banach & la section suivante. Cette derniere a
pour but d’'illustrer une application du principe d’existence pour les fonctions mul-
tivoques de type T-contractant. Par la suite, le théoréme de point fixe de Kakutani
est utilisé pour obtenir I'existence d’une solution & un probléme aux limites pour
une inclusion différentielle du second ordre avec impulsions. En annexe, on retrouve
les principaux résultats utilisés dans ce texte tels les théorémes de point fixe, de
transversalité topologique et de sélection.

2. PRELIMINAIRES
2.1. Notations. Soit £ un espace de Banach séparable, on définit la métrique de
Hausdorff généralisée sur 'ensemble des sous-ensembles fermés non vides de E par
D(A, Ag) = inf{s >0:A4; C B(A,e),4: C B(AQ,E)} S [0,00],
o A; et As sont deux sous-ensembles fermés, non vides de E et
B(A,e) ={z € F: il existe y € A tel que [ly — 2|| < €}.

Par ailleurs, soit I = [a, b] un intervalle réel. On note C*(I, E) I'espace de Banach

des fonctions k-fois continiiment différentiables, muni de la norme :
lyll = max{ligllo, ... ly™llo} ot llyflo = max{|ly(t)l| : ¢ € I}.

Aussi, on note C§(I,E) = {y € C*(I, E) : y(a) = 0} et CF(I,E) = {y € C*(I,E) :
y € B} ou B désignera une condition initiale ou aux limites. L’espace de Banach
des fonctions intégrables (au sens de Bochner si E' est de dimension infinie, voir [47]
pour plus de détails) est noté L'(I, E). Un ensemble €& C LY(I, E) est décomposable

si pour u,v € £ et pour A C I mesurable, ux 4 + vyac € £.
On introduit un opérateur 7 : L}(I, E) — Co(I, E) défini par

7)o = [ “y(s) ds.
Par Wk (I E), on désigne I’ensemble
{y € C*Y(I,E) : il existe v € L}(I, E) tel que y*~1 — y*=1(4) = T(2),
Le. y*= D) — -1 (g) = /t v(s) ds pour tout t € T};

W:‘l([, E) = {y € WrYI E) : y € B}. Rappelons que si y € W*I(] E), alors
y*=1) est dérivable presque partout et y®) (t) = v(t) presque pour tout t € I. Une
solution du probléme (1.1) est une fonction y € sz‘l(f, E) satisfaisant (1.1).
Pour ¢ € R fixé, on définit
A ka’l([,E) — LYI,E) et L: Cbk“l([,E) — Co(l, E)
par
Aly) =y™ ey
et
Ly) = y* ™Y =y D(a) - eI(y)

c’est-a-dire

t
Liy)(t) = v V(1) — y*V(a) - e/ y(s)ds pour tout t € [.
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On suppose que € et B sont tels que Popérateur L est inversible.

2.2. Fonctions multivoques. Soient E et E; des espaces de Banach séparables,
X un sous-ensemble fermé, non vide de Fi, et T un espace mesurable. Soient
G:T— Eet H: X — F deux fonctions multivoques & valeurs fermées, non vides.
On dira que
o G est mesurable si {t € T : G(t) N B # ¢} est mesurable pour tout B C E
fermé ;
o H est semi-continue supérieurement (s.c.s.) si {x € X : H(z) N B # } est
fermé pour tout B C F fermé;
o H est semi-continue inférievrement (s.c.i.) si {x € X : H(z) C B} est fermé
pour tout B C F fermé;
o H est continue si elle est semi-continue inférieurement et supérieurement ;
e H est lipschitzienne s'il existe une constante ¢ > (0 telle que
D(H(z), H(y)) < (llz ~ yll pour 2,y € X ;
o H est contractante si H est lipschitzienne avec une constante ¢ < 1;
o H est compacte si cl(H(X)) est compact dans E;
o H est complétement continue si, pour tout r > 0, cIl(H(X 0 B(0,7))) est
compact dans E.

2.3. Opérateurs de Carathéodory et de Niemytzki. Soit £': I x X — FE une
fonction multivoque & valeurs compactes, non vides. Nous utiliserons les notations
ci-dessous pour désigner les conditions suivantes sur F :

(m-t) la fonction F' est mesurable en t, i.e. ¢ — F(i,z) est mesurable pour tout
re X,

(m-tx) la fonction F est £ @ B-mesurable en (f,z), i.e. (t,z2) — F(t,z) est L@ B
mesurable (ici [ x X est muni de la o-algébre engendrée par les ensembles
CxDouC CletD C X sont mesurables au sens de Lebesgue et Borel
respectivement) ;

(scs) la fonction F est semi-continue supérieurement en z, i.e. x — F(t, x) est
s.c.s. presque pour tout t € [;

(sci) la fonction F' est semi-continue inférieurement en z, i.e. x = F(t,z) est
s.c.i. presque pour tout t € I ;

(cont) la fonction F' est continue en z, i.e. z — F(¢,z) est continue presque pour
tout te I,

(Iip) la fonction F est intégrablement localement lipschitzienne, i.e. pour tout
r >0, il existe I, € L1(I) telle que

D{F(t,z), F(t,y)) < L(t)llz -yl

presque pour tout ¢ € I et pour z,y € X N B(0,7);

(I-c) la fonction F' est intégrablement compacte, i.e. il existe h € LY(I) et un

ensemble compact K C B(0,1) tels que F(¢,z) C h{t)K presque pour tout
t € I et pour tout z € X ;

(I-cc) la fonction F est intégrablement complétement continue, ie. pour tout
r > 0, il existe h, € L'(I) et un ensemble compact K, C B(0,1) tels
que Pensemble F(t,z) C h,(t)K, presque pour tout t € [ et pour tout

xr e XNBO,r);
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(I-b) la fonction F' est intégrablement bornée, i.e. il existe h € L'(I) telle que
|F(t, )| < h(t) presque pour tout ¢ € I et pour tout = € X ;

(I-bb) la fonction F est intégrablement bornée sur les bornés, i.e. pour tout r > 0,
il existe h, € LY(I) telle que ||[F(t,z)|| < h,(t) presque pour tout t € I et

pour tout x € X N B(0,r).
Remarque 2.1. Les conditions (I-¢) et (I-b), respectivement (I-cc) et (I-bb) sont
équivalentes lorsque E est de dimension finie. La condition (I-cc) a été introduite

par {22] dans le cadre des fonctions univoques. Il y est défini qu'une fonction f est
de K-Carathéodory si elle est de Carathéodory et satisfait (I-cc).

A partir de cette fonction F', on introduit deux opérateurs, soient les opérateurs
de Niemytzki et de Carathéodory

F:OI,X) = LMILE) et N:C(,X)— Co(l,E)

définis par
Fly) ={we L'(I,E) :w(t) € Ft,y(t)) pp. t € I}
et N =T o F cest-a-dire

N(y) ={ve Co(I,E): Jw € F(y) tel que v(t) = / w(s)ds, vt e I}.

Les conditions précédentes impliquent certaines propriétés sur les fonctions F et

N.

Lemme 2.2. Soit F': [ x X — E une fonction multivoque & valeurs compactes,
non vides, satisfoisant (I-bb) et l'un des ensembles de conditions suivants :

(2.2.1) (m-tz) et (sci);
(2.2.2) (m-tj et (cont).

Alors Uopérateur de Niemytzki associé F : C(I,X) — LY(I, E) est semi-continu
inférieurement, & valeurs fermées, décomposables, non vides.

Démonstration. Puisque F satisfait (2.2.1) ou (2.2.2), pour tout y € C(I,X), la
fonction t — F'(¢,y(t)) est mesurable & valeurs fermées, non vides ; voir par exemple
[33]. Par le théoréme de sélection de Kuratowski, Ryll-Nardzewski [35], cette fonc-
tion posséde une sélection mesurable et donc intégrable en vertu de (I-bb). En
d’autres termes, F est & valeurs non vides. On vérifie aisément que F est & valeurs
fermées, décomposables. Reste & montrer la semi-continuité inférieure de F.

Soit B ¢ L'(I, E) un ensemble fermé et soit A = {y € C(I, X) : F(y) C B}.
On veut montrer que A est fermé. Soit (y,) € A une suite convergeant vers y dans
C(I,X) et soit v € F(y). Pour tout n € N, il existe une fonction v, € F(y,) telle
que

lon(t) —v(B)]] = dist(v(t), F(t, ya(t))); (2.1)
voir par exemple [10, prop. 3.4]. La condition (sci) ou (cont) implique que
dist(v(t), F(t,y(t)})) = 0 pp. tel (2.2)

Vu (I-bb), (2.1), (2.2) et le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, il
s’avere que v, — v dans L'(I, E). Doty € A. O
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Lemme 2.3. Soient E un espace de Banach séparable, réflexif et F': [ x X — E
une fonction multivoque & valeurs compactes, convexes, non vides et satisfaisant
(m-t), (scs) et (I-bb). Alors l'opérateur de Carathéodory associé N : C(I,X) —
Coll, E) est a graphe fermé, a valeurs convezes, fermées, non vides. De plus, si N
est complétement continu alors il est semi-continu supérieurement.

Démonstration. Puisque F' satisfait (m-t) et (scs), pour tout y € C(I, X}, la fone-
tion t = F(t,y(t)) possede une sélection mesurable donc intégrable en vertu de
(I-bb); voir par exemple (7] ou [10, prop. 3.5]. En d’autres termes, F et A/ sont A
valeurs non vides. Par ailleurs, A/ est & valeurs fermées, convexes ; voir [9]. Montrons
que N est & graphe fermé.

Soit une suite (y,) convergeant vers y dans C(I, X) et soient v,, € N(y,) tels
que la suite (v,) converge vers v dans C(I, E). Pour tout n € N, il existe une
fonction w, € F(yn) telle que v, = T(w,). Vu (I-bb), il existe h, € L}(I) telle
que flw,(t)[| < h.(t) presque pour tout ¢t € I. Il s’ensuit que {w, : n € N} est
relativement compact dans la topologie faible de L!(I, E); voir par exemple [9].
Il existe donc w et une sous-suite encore notée (w, ) convergeant faiblement vers
w. En conséquence, il existe z, € co{w,, wn41,...} tel que la suite (z,) converge
fortement vers w dans L'(I, E). Sans perte de généralité, on peut supposer que
zp(t) — w(t) presque pour tout t € I. Or, puisque F est & valeurs convexes et
satisfait (scs),

w(t)c ) as{ U wnth}c N 55{ U F(t,ym(t))} c Fit,y(t)) pp tel
n>1 m>n n>1 mz>n
On a donc que w € F(y). D’autre part, on déduit que v = T(w) du fait que
I(wn) = vp — v et wpRightharpoonupw. D'oty, v € N(y).

Finalement, montrons que si M est complétement continu, il est semi-continu
supérieurement. Soient B C Cp(/, E) un ensemble fermé et A = {y € C(I,X) :
N(y) N B # 8}. Soit (y,) une suite dans A convergeant vers y dans C(I, X). Soit
vy, € N(yn) N B; il existe une sous-suite de (v,,) convergeant vers v € BNA(y) car
N est complétement continu et & graphe fermé. D’otl y € A. ]

On montre les lemmes plus généraux suivants essentiellement de la méme facon.

Lemme 2.4. Soient E un espace de Banach séparable, réflezif et F: I x X — E
une fonction multivoque & valeurs compactes, convexes, non vides et satisfaisant
(m-t), (scs) et (I-bb). Soient B un sous-ensemble fermé de C(I, X) et p: IxX — X
une fonction telle que

(2.4.1) pour tout x € B, t v pu(t,z(t)) est mesurable ;

(2.4.2) pour toute suite (z,,) de B convergeant vers zo, p(t,v,(t)) — u(t, zo(t))
presque pour tout t € [; et de plus, les fonctions t — p(t,z;(t)) sont
équi-essentiellement bornées ¢’est-a-dire qu'il existe | € L>(I) telle que
it 2 ()l < U(t) presque pour tout t € I et pour tout i > 0.

Alors Uopérateur de Carathéodory N @ B — Co(I,E) associé & la fonction
Fro(idr, i) est a graphe fermé, d valeurs convezes, fermées, non wvides. De plus,
si Nt B — Cy(I, E) est complétement continu alors il est semi-continu supérieu-
rement.

Remarquons que la fonction Fo(idy, i) ne satisfait pas nécessairement les condi-
tions remplies par F' comme par exemple (scs).
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Similairement, on a le lemme suivant.

Lemme 2.5. Soient E un espace de Banach séparable et F . I x X — E une
fonction multivogue & wvaleurs compactes, non vides et satisfaisant (m-tz), (sci)
et (I-bb). Soient B un sous-ensemble fermé de C(I,X) et p : I x X — X une
fonction vérifiant les conditions (2.4.1) et (2.4.2). Alors l'opérateur de Niemytzki
F: B — LYI,E) associé a la fonction Fo(idy, 1) est semi-continu inférieurement,
a valeurs décomposables, fermées, non vides.

Le prochain lemme donne des conditions sous lesquelles 'opérateur de Caarathéo-
dory sera localement lipschitzien.

Lemme 2.6. Soient E un espace de Banach séparable, réflezif et F': Ix X ~ E une
fonction multivoque a valeurs compactes, converes, non vides et satisfaisant ( m-t),
(I-lip) et (1-bb). Alors Uopérateur de Carathéodory associé N : C(I, X) — Co(I, E)
est a valeurs converes, fermées, non vides, et pour x et y € C(I,X) avec ||zo,
lyllo < 7, DIN(2), N()) < llellzrllz = yllo. Plus précisément, pour tout v € N (z),
il existe w € N(y) tel que

lo() - w(t)] < / 1(s) 12(s) — (s)]| ds
pour tout t € I.

Démonstration. Puisque F satisfait (I-lip), il satisfait (scs) et du lemme précédent,
on déduit que A est & valeurs convexes, fermées, non vides.

Fixons r > 0. Soient x, y € C(I, X) tels que ||zllg < 7, |lyllo < r, et soit v € N (z).
Alnsi, il existe z € F(z) tel que v = I(z). En procédant comme dans la preuve du
lemme 2.2, on montre qu’il existe u € F(y) tel que

[(z(t) — uw(t)|| = dist(2(¢), F(t,y(t))) p.p.tel. (2.3)
Or, étant donnée la condition (I-lip),
dist(z(t), F'(t, y(t)))
S DFE (), F(ty) < L@lz(t) =y pp.tel (24)
Notons w = I(u) € M(y). De (2.3) et (2.4), il découle que, pour tout ¢t € I,

t t
o(t) —w(®)]| < / 2(s) = u(s)] ds < / L(s)llz(s) = y(s)l ds < Ll flz = yllo-
0
Le prochain lemme concerne la compacité de A. La preuve est essentiellement
celle donnée dans [22].

Lemme 2.7. Soit F': [ x X — E une fonction multivoque & valeurs compactes,
non vides.

(2.7.1) Si F satisfait (I-c) alors N est compact.

(2.7.2) Si F satisfait (I-cc) alors N est complétement continu.

Démonstration. Montrons (2.7.1). Par le théoréme d’Arzela-Ascoli, pour montrer
que cl(M(C(1, X))) est compact dans C(I, E), il suffit de vérifier que A(C(I, X))

est borné, équi-continu et que, pour chaque t € I, ensemble

N@)(t):z e CI,X)} = {/ v(s)ds v e Flz), :ceC(I,X)}
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est relativement compact dans E.

En vertu de la propriété (I-c), il existe h € L'(I) et un ensemble compact K C
B(0,1) ¢ E tel que F(t,y(t)) C h(t)K presque pour tout t € I et pour tout
y € C(I,X). Il est alors immédiat que N (C(I, X)) est borné et équi-continu.

Soit b* € E* et supposons que K est contenu dans le demi-espace ol b* < ¢
c’est-a-dire b*(2) < ¢ pour tout z € K. Il s’avere que pour v € Fly),

v(s) = h(s)n(s) p.p. s € I pour un certain n(s) € K.
D’ot, presque pour tout s € [,
b (u(s)) = b* (h(s)n(s)) = A()b* (1(s)) < h(s)e.

Maintenant, supposons que fat h(s)ds > 0. Alors, en utilisant les propriétés de
Pintégrale, on obtient

* ____1____ tvs < :_—-1——_- t*US . )
’ (fath(s)dS/a ()d) f:h(S)ds/ab(())d <ec

Et donc (1/fat h{s)ds) {N(z)(t): 2z € C(I,X)} est contenu dans le demi-espace ot
b* < c. Puisque l'intersection de tous les sous-espaces contenant K est son enveloppe
convexe fermée, on obtient que

(N(z)(t) iz e CI,X)} C (/t h(s) ds) @(K) = K,

qui est compact par le théoreme de Mazur. Finalement, si f: h(s)ds =0,
(N@)(t) 12 € CULX)} = {0} = K.
La preuve de (2.7.2) est similaire. O

3. TROIS TYPES DE FONCTIONS MULTIVOQUES

Parmi les fonctions multivoques, on en distingue trois types. Plus généralement,
trois types de familles de fonctions.

Soit une famille de fonctions multivoques & valeurs compactes, non vides, pa-
rametrisée par A € [0,1], F\ : I x X — E. On note respectivement par
Fo : C(I,X)x[0,1] = LYI,E) et N, : C(I,X) x [0,1] — Cu(I, E) les fonctions
définies par F.(y, A) = Fx(y) et Ni(y, A) = Na(y) olt F et Ay sont respectivement
les opérateurs de Niemytzki et de Carathéodory associés a F). Les fonctions F, et
N, seront aussi appelées opérateurs de Niemytzki et de Carathéodory respective-
ment.

Soit un ensemble fermé B € C{I, X') muni d’une norme | - ||. Introduisons main-
tenant les trois types de familles de fonctions multivoques qui seront considérés
dans ce texte.

Définition 3.1. La famille de fonctions multivoques {F)}i¢jo,1) est dite de type
ses sur B si Popérateur de Carathéodory associé N, : B x [0,1] — Co(I, E) est
semi-continu supérieurement, compact, & valeurs fermées, convexes, non vides.

Définition 3.2. La famille de fonctions multivoques {F)}a¢(o,1) est dite de type sci
sur B si Popérateur de Niemytzki associé F, : Bx[0,1] — L}(I, E) est semi-continu
inférieurement, & valeurs fermées, non vides, décomposables, et si 'opérateur de
Carathéodory N, restreint & B x [0,1] est compact.
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Définition 3.3. Soient Y un sous-ensemble fermé d’un espace de Banach et un
opérateur univoque continu T': Cp(I, £} — Y. La famille de fonctions multivoques
{Fx}xejo,1 est dite de type T-contractant sur B si

(3.3.1) il existe ¢ < 1 tel que pour tout A € [0,1], T o N est & valeurs fermées, non
vides et

D(T o Nx(2), T o Nily)) < ¢l =]
pour z,y € B;

(3.3.2) il existe une fonction continue, strictement croissante ¢ : [0,1] — R telle
que

D(T o Nx(z), T o Ng(z)) < [p(N) — 6(8)]
pour A, 8 € [0,1} et pour z € B.

Aprés avoir défini trois types de familles de fonctions multivoques, on définit
similairement des types de fonctions multivoques.

Définition 3.4. Une fonction multivoque F' : [ x X — E & valeurs compactes, non
vides est dite de type scs (vesp. sci, contractant) sur B si la famille {F\ = F}aepo,
'est aussi.

On présente maintenant quelques cas particuliers de familles de fonctions de
chacun de ces trois types.

Lemme 3.5. Soient E un espace de Banach réflexif, séparable et une famille
{Fx 1 I x X — E}xepoy de fonctions multivoques d valeurs compactes, converes,
non vides telle que la fonction F : Ix X x[0,1] — E définie par F(t,z,\) = F\(t, ),
satisfait (m-t), (scs) et (I-cc). Alors {Fi}aep,) est une famille de fonctions de type
scs sur B pour tout ensemble fermé, borné B ¢ C(I, X).

Démonstration. Il suffit de procéder comme dans les démonstrations des lemmes 2.3
et 2.7 O

Lemme 3.6. Soient E un espace de Banach séparable et {Fy : I x X — E}y¢joq)
une famille de fonctions multivoques a valeurs compactes, non vides telle que la
fonction F : I x X x (0,1} — E définie par F(t,y,A) = F\(t,y), satisfait (m-tz),
(sci) et (I-cc). Alors {F)\}xepo,1) est une famille de fonctions de type sci sur B pour
tout ensemble fermé, borné B C C(I, X).

Démonstration. 1l suffit de procéder comme dans les démonstrations des lemmes 2.2
et 2.7. . ]

Lemme 3.7. Soient £ un espace de Banach séparable, réflexif et Iy : I x E — E
une fonction multivoque & valeurs compactes, converes, non vides satisfaisant
(m-t), (I-bb) et (l-ip) avec . l|[v < 1 pour tout v > 0. Soit T linclusion de
Co(l,E) dans C(I,E). Alors {AFi1} cpo,1) est une famille de fonctions de type
T'-contractant sur B pour tout ensemble fermé, borné B C C(I, E). En outre, pour
z ety € B et pour tout v € AN (z), il existe w € AN (y) tel que

o(t) — w(t)] < / L($)ll2(s) — y(s)]| ds

pour tout t € 1.
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Démonstration. Remarquons d’abord que T o Ny = MN;. Maintenant, soit 7 > 0
tel que ||z|| < r pour tout z € B. En vertu du lemme 2.6, pour tout A € [0, 1], M
est & valeurs fermées, non vides; et pour z et y € B,

DN (z), Wi () < il |z = yllo = Cliz = yllos
de plus, pour tout v € AN (z), il existe w € AN (y) tel que

ffo(t) —w(t)i < / L(s)|lx(s) — y(s)llds pour tout t € I.
D’autre part,
DWW (2), ON1(2)) < [ = 1INy ()] < [A = 0] | rll L1,

oll h, est la fonction donnée dans (I-bb). En prenant ¢(A) = Allh,|| 1, on obtient
la conclusion. O

En fait, comme nous le verrons a la section 6, I'hypothése |l [l: < 1 peut étre
enlevée modulo un changement de norme.

4. PRINCIPES GENERAUX

Rappelons qu’on s’intéresse particulierement & des problémes du premier ordre

v'(t) € Ft,y(t)) pp.tel,
yeB,
ot B désigne une condition initiale ou périodique, et a des problemes du second
ordre )
1"
y'(t) € F(ty(t),y' () pp.tel,
y € B,
ot B désigne une condition périodique ou aux limites comme de Dirichlet, Neumann
ou Sturm-Liouville.

Afin de traiter simultanément chacun de ces problemes, on considere plutét la
famille de problémes plus généraux suivants

y B (t) —ey(t) € Falt,y(t),...,.y" () pp.tel,

4.1
y € B, (4.1,

ot A € [0,1], I = [a,b], e € Rest fixé, F) : I x E¥ — E est une fonction multivoque
a valeurs compactes, non vides et ou E est un espace de Banach séparable. Notons
qu'on pourra avoir Fy = F pour tout A € [0,1]. Une solution de (4.1,) est une
fonction y € ka‘l([, E) satisfaisant (4.1,).

Le probleme (4.1,) peut aussi s'écrire

Aly) € Faly) = Fuly, M), v e B,
et est équivalent au probléme

L{y) € Na(y) = Ni(y,\), v €B, (4.25)

ou A, L, F\ et Ny ont été définis & la section 2.

Voici maintenant trois principes généraux d’existence de solutions du proble-
me {4.11}; un pour chacun des types de fonctions distingués a la section 3.

Voici d’abord un principe d’existence pour les fonctions de type scs.
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Théoréme 4.1 (Principe 1). Soit {Fy : IxE¥ — E}co,1) une famille de fonctions
multivoques. Supposons que l'opérateur L est inversible et qu'une des conditions
suivantes est satisfaite :

(4.1.1) Fy est de type scs sur Cf'l(I,E) ;

(4.1.2) Fo() = {0}, il existe un ouvert borné U C CF~YI,E) contenant yo, ot
L{yg) = 0, et tel gu'aucune solution de (4.1\) n'appartient a OU ; et de

plus, la famille {Fx}y est de type scs sur U.

Alors le probléme (4.11) posséde une solution.

Démonstration. 1l est clair que y est une solution de (4.1,) si et seulement si y est
un point fixe de L™1 o M (-, A).
1% cas : La condition (4.1.1) est satisfaite. L’opérateur

L o N, : CFYI,E) — CF Y (I,E)
est semi-continu supérieurement, compact et a valeurs compactes, convexes, non
vides. Du théoréme de Kakutani (théoréeme A.2), on déduit I'existence d'une solu-

tion.
2¢ cas : La condition (4.1.2) est satisfaite. Par hypothese,

H=L"'oN, :Ux[0,1]— CF(I,E)

est une homotopie semi-continue supérieurement, compacte, a valeurs compactes,
convexes, non vides et sans point fixe sur OU. Puisque Fy(-) = {0} et yo € U, H(-,0)
est essentielle en vertu du théoréme A.5. D’aprés le théoréme de la transversalité
topologique pour les opérateurs multivoques compacts (théoreme A.4), H(-, 1) lest
aussi. Conségquemment, le probléme (4.1;) posséde une solution. O

Le principe d’existence précédent est aussi vrai pour une famille de fonctions de
type scl.

Théoréme 4.2 (Principe 2). Soit {Fy : IxE* — E}j¢o,1) une famille de fonctions
multivoques. Supposons que l'opérateur L est inversible et qu'une des conditions
sutvantes est satisfaite :

(4.2.1) Fy est de type sci sur le'l(I,E) ;

(4.2.2) Fy(-) = {0} ; il existe un ouvert borné U C CEY(1,E) contenant yy, ot
L(yo) = 0, et tel qu'aucune solution de (4.1)) n'appartient a OU ; et de

plus, la famille {F\}, est de type sei sur U.

Alors le probléme (4.11) posséde une solution.

Démonstration. 167 cas : La condition (4.2.1) est satisfaite. La fonction
Fi: CFYI,E) — LY(I,E) satisfait les hypotheéses du théoreme de sélection
de Bressan-Colombo (théoréme A.8). Elle posséde donc une sélection continue
fi: Cf_l(], E) — LY(I, E). Considérons le probleme

Liy) =T o fi(y),

e B (4.3)

Il est clair que y est un point fixe de L™'oZ o f; si et seulement si y est une solution
de (4.3), ce qui implique que y est une solution de (4.17).

Puisque N; est compact, To f; est compact et donc L~YoTo f; lest aussi. L'exis-
tence d’une solution découle du théoréme de point fixe de Schauder (théoreme A.1).
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2¢ cas : Le condition ({.2.2) est satisfaite. En procédant comme dans le cas
précédent, la fonction F, : U x [0,1] — LY(I, E) posséde une sélection continue
fu telle que To f, : U x [0,1] — Co(I, E) est compacte. De la condition (4.2.2),
on déduit que H = L™ cTo f, : U x[0,1] — C,f'l(l, FE} est une homotopie
compacte sans point fixe sur 0U. Puisque Fy(-) = {0} et yg € U, le théoréme A.5
implique que H(-,0) est essentielle. En vertu du théoréme de la transversalité topo-
logique pour les opérateurs univeques compacts (théoreme A.3), H(-, 1) l'est aussi
et conséquemment le probléme (4.3) et donc (4.1;) possede une solution. g

Finalement, voici un principe d’existence pour les fonctions de type L~ !-contrac-
tant.

Théoréme 4.3 (Principe 3). Soit {Fy : IxE* — E}xepo,1) une famille de fonctions
multivoques. Supposons que Uopérateur L est inversible et qu’une des conditions
suivantes est satisfaite :

(4.3.1) Fy est de type L~ -contractant sur C’lf—l(I,E) ;

(4.3.2) 0 € Fy('); il existe un owvert borné U C CF YI,E) contenant yo, ot
L{yo) = 0, et tel qu'aucune solution de (4.1)) n’appartient & OU ; et de
plus, la famille {F\}x est de type L™ -contractant sur U.

Alors le probléme (4.11) posséde une solution.

Démonstration. 17 cas: La condition ({.5.1) est satisfaite. Dans ce cas, 'opérateur
LYo N, : CF"YI,E) — CF~Y(I,E) est contractant. En vertu du théoréme de
Nadler (théoréme A.6), on déduit l'existence d’une solution.

2¢ cas : La condition (4.3.2) est satisfaite. De 'hypothése (4.3.2), on déduit que
L'o N, : U x [0,1] — Cf_l(l, E) est une homotopie de contractions, a valeurs
fermées, non vides. En vertu du théoréme de la transversalité topologique pour les
opérateurs multivoques contractants (théoréme A.7), on obtient que L™ o N, (-, 1}
posséde un point fixe car yo € L™ o M, (-,0). Conséquemment le probleme (4.1;)
possede une solution. O

Des applications de ces principes d’existence sont données aux sections 5 et 6.

5. PROBLEMES DE SECOND ORDRE

Dans cette section, on s’intéresse 4 des problemes du second ordre. Afin d’alléger
la notation le plus possible, on considére d’abord une condition aux limites de Di-
richlet homogene. Ensuite, on indiquera les principales différences qui surviennent
lorsqu’on considere d’autres conditions aux limites comme par exemple des condi-
tions périodiques, de Neumann ou de Sturm-Liouville.
Considérons le probleme
(5.1)

ot F' satisfera une condition de croissance de type Nagumo.

Dans un premier temps, F sera une fonction multivoque définie sur [ x R? &
valeurs dans R. Le résultat qui sera présenté reposera sur l'existence de sous et
sur-solutions de 'inclusion différentielle (5.1).

Dans un deuxiéme temps, ce résultat sera généralisé & un systéme d’inclusions
différentielles, c’est-a-dire qu’on aura F : | x R?® — R™. Pour ce faire, une notion
équivalente a celle de sous et sur-solutions dans le cas scalaire sera introduite.
Aussi, on sait que pour un systéme d’équations différentielles du second ordre, une
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condition de croissance de type Nagumo n’est pas suffisante pour borner a priori la
dérivée des solutions. C’est pourquoi une condition supplémentaire sera imposée.
Celle-ci aura 'avantage d’étre trivialement satisfaite lorsque n = 1. Le résultat est
récent dans le cas particulier d'un systéme d’équations différentielles [16].

5.1. Inclusion différentielle dans R. Considérons d’abord l'inclusion différen-
tielle (5.1) ott F': I x R? — R. Voici la définition de sous et sur-solutions de (5.1).

Définition 5.1. On dit que la fonction o € W2 (I) est une sous-solution de (5.1)

si

(5.1.1) presque pour tout t € I, il existe v € F(t, a(t), &/(¢t)) tel que v < a”’(t) (i.e.
F(t,aft), o (t)) N (—oo,a(t)] # 8);

(5.1.2) a(0) <0, a(1) < 0.

La fonction 3 € W21(I) est appelée une sur-solution de (5.1) si

(5.1.3) presque pour tout t € I, il existe v € F(¢, 5(t), 3'(¢)) tel que v > B"(t) (i.e.
F(t, 5(t), 5'(1)) 0 ["(t),00) # 0);

(5.1.4) B(0) =0, 5(1) 2 0.

Les fonctions v < 3 sont dites sous et sur-solutions de (5.1) si elles sont respecti-
vement sous et sur-solutions de (5.1), o(t) < B(t) pour tout t € I, et

(6.1.5) a”(t) € F(t,a(t),a/(t)) presque partout dans {t € I | a(t) = 3(t)}.
Remarquons que la condition (5.1.5) est automatiquement satisfaite lorsque F

est a valeurs convexes. On énonce maintenant le théoréeme principal de cette sous-
section.

Théoréme 5.2. Soit F': I xR? — R une fonction multivoque & valeurs compactes,
convezes, non vides satisfaisant (m-t), (scs), (I-bb) et
(5.2.1) il existe a < B € W2L(I) respectivement sous et sur-solutions de (5.1) ;

(5.2.2) il existe ¢ 1 [0,00) — (0,00) une fonction mesurable au sens de Borel telle
que

| gsds=so et |Fap) < (o)

presque pour tout t € I, pour tout p et pour tout x € [a(t), B(¢

)}
Alors le probléme (5.1) posséde une solution y telle que a{t) < y(t) < B(t) pour
tout t € 1.

Pour prouver ce théoréme, on introduira une fonction Fy de type scs sur Cp (I, R).
Le principe d’existence 1 (théoréme 4.1) fournira Pexistence d'une solution au
probleme

yv'(t) € Fe(tu(t),y' (1) pp.te01] =1,
y(0) = 0,y(1) = 0.
Il s’averera que cette solution sera aussi une solution de (5.1).

Soit M > max{ M, [|'llo, | |lo} ol

(5.2)

My

; ¢? ] ds > sup{f(ta) — c(ty) : t1,t9 € T}.
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On définit h: I x R? - R? et T, : I x R? — R par

{a(t), (1)), siz < alt),
(B(t),B'(1)), siz>p(t),

h{t,z,p) = ¢ (x, M), sialt) <z <p(t),p>M,
(‘Tv_kj)a Sla()§$§ ()p<_Ma
(z,p), sinon ;

et
[B(t),00),  siz> (1),
i(top) =R, sialt) < = < B(1),
(—o0,a’(t)], siz < alt).
Finalement, on définit F, : I x R?> — R par
Fy(t,z,p) = F(t,h(t, z,p)) NT (¢, 2, p).
Remarque 5.3. La fonction F est définie de sorte que
(5.3.1) pour a(t) <z < pB(t) et |p| <M, Fy(t,z,p) = F(t,z,p);
(5.3.2) pour a(t) < = < B(t) et [p| < M, [FL (¢, z,p)| < ¥(lpl);
(5.3.3) pour tout z > G(t), on a v > §"(t) pour tout v € F, (t,x,p); et, pour tout
z < aft), on a v < &(t) pour tout v € Fy (t,z,p);

(5.3.4) F, est & valeurs convexes, compactes, non vides, et est intégrablement
bornée, ou encore satisfait (I-b).

Mentionnons que F ne satisfait pas nécessairement (scs). Cependant, pour pou-
voir appliquer le principe d’existence 1, il faut vérifier que Fy est de type scs sur
C}(I,R). Pour ce fajre, on utilisera le lemme suivant.

Lemme 5.4. La fonction h : I x R? — R? définie plus haut satisfait les condi-
tions (2.4.1) et (2.4.2) du lemme 2.4 avec B = C}(I,R).

Démonstration. 1l s’agit de remarquer qu’en vertu du lemme de Banach (lemme A.9),
on a

mes({t € I : zo(t) = a(t),zy(t) # a'(t) }) =0
et

mes({t € I : zo(t) = B(t), zp(t) # F'(t) }) =
De 14, on déduit aisément que h(t,z,(t),z] (t)) — h{t,zo(t),z((t)) presque pour
tout t € I, lorsque x,, — xq dans C1(I,R). O

Démonstration du théoréme 5.2. Etant donné que « et [ sont respectivement sous
et sur-solutions de (5.1), on déduit que Fly est & valeurs convexes, compactes, non
vides. Remarquons aussi que '} satisfait (m-t) et (scs). Ceci, la remarque (5.3.4)
et les lemmes 2.4, 2.7 et 5.4 impliquent que F, est de type scs sur C’g(I,R), c’est-
a-dire satisfait la condition (4.1.1). Le principe d’existence 1 (théoréme 4.1) fournit
'existence d’une solution y au probleme (5.2).

Reste & prouver que y est aussi solution de (5.1). Vu la remarque (5.3.1), il s’agit
de montrer que a(t) < y(t) < B(t) et |y'(t)] < M pour tout t € I.

La remarque (5.3.3), les conditions aux limites et le principe du maximum
(lemme A.11) impliquent que a(t) < y(t) < B(t) pour tout t € I.
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Maintenant, supposons que. [jy'flo € M. Alors, il existe tg, t; € I tels que
W (to)l = 0, l¥'(t1)] = M et O < |y'(t)] < M pour tout ¢ entre ty et £;. Sans
perte de généralité, supposons que to < t; et y'(¢t1) = M. De la remarque (5.3.2), il
découle que v (t) < (v’ (1)) = ¥(y'(t)) presque pour tout t € (fg,t1). En multi-
pliant de chaque c6té par y/'(t), en divisant par ¥(y'(t)), en intégrant de ty & £ et
en utilisant la régle de changement de variables dans une intégrale (lemme A.10),
on obtient

Mos oy

o v T T L W)

131
< / y'(t) dt
tg

<sup{f(r) —als): r,s € I}
Mo
< e 3,

o Y(s)

une contradiction. [}

On a Panalogue du théoréeme 5.2 pour une fonction F' satisfaisant une condition
de semi-continuité inférieure.

Théoréme 5.5. Soit F': I x R?> — R une fonction multivoque a valeurs compactes,
non vides satisfaisant (m-tz), (sci), (I-bb), (5.2.1) et (5.2.2). Alors le probléme (5.1)
posséde une solution y telle que a(t) < y(t) < F(1) pour tout t € 1.

L’idée de la preuve est la méme. On définit T'_ : ] x R? — R par

[87(t),00),  siz > pB(t),
T_(t,z,p) =< R, si alt) <z < B(t),
(—o0,a”(t)], siz<alt).
Par 14, on signifie que T'_(¢,z,p) = o”(¢) si a(t) = z = 5(¢t).
Comme précédemment, on définit F_ : I x R? — R par

F_(t,x,p) = F(t,h{t,z,p)) NT_(t,z,p)
ou h est la fonction définie précédemment.

Démonstration du théoréme 5.5. Etant douné que « et 3 sont respectivement sous
et sur-solutions de (5.1), on déduit que F_ est & valeurs compactes, non vides. La
définition de F_ et les lemmes 2.5, 2.7 et 5.4 impliquent que £ est de type sci
sur CH(I,R); c’est-d-dire satisfait la condition (4.2.1). Le principe d’existence 2
(théoreme 4.2) fournit Pexistence d'une solution y au probleme (5.2) on F est
remplacée par F_. On prouve que y est aussi solution de (5.1) comme dans la
preuve du théoréme 5.2 O

Ces résultats sont aussi vrais avec d’autres conditions aux limites comme celles
de Sturm-Liouville, Neumann ou périodique.

(P) y(0) = y(1), ¥y'(0) = v'(1),
(SL) agy(0) — boy'(0) = 7o, ayy(1) + biy/(1) = ry,
ol a;, by > 0, max{a;,b;} >0, ¢=0,1. Cependant, les conditions aux limites dans
la définition (5.1) de sous et sur-solutions doivent alors étre remplacées par
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(5.1.2") «(0) = a(l), a’(0) > /(1), si B désigne (P);
aga(0) — b’ (0) < 1o, are(l) + bio'(1) < 7y, si B désigne (SL};
(5.1.4") B(0) = B(1), #'(0) < B'(1), si B désigne (P);
aoﬂ(O) — boﬁ/(O) > T0, alﬁ(l) -+ blﬁ/(l) > T1, si B dé:slgne (SL),
Si B désigne 'une de ces conditions aux limites, on fixe € > 0 tel que Popérateur
L soit inversible. En considérant le probleme

y"'(t) —ey(t) € Faul(t,y(t),y'(t)) —er(t,y(t)) pp. te(0,1] =1,
y € B,
ou
B(t), siz> pBt),
r(t,z) = < a(t), sz <alt),
T, sinon;
et en procédant comme précédemment, on déduit P'existence d’une solution de (5.1).

Remarque 5.6. Les théorémes 5.2 et 5.5 sont aussi vrais si dans la condition (5.2.2),
on remplace

/OOE(S_SSdS:OQ par /c‘oo;ﬁ'?s—)d8>sup{,3(t2)—a(tl)3t1»t2€j}a
ol
0, si B désigne (P);

= d d
¢ min fod + fTol’ gt |Tl}, n_n , st B désigne (SL),
bo b1 (23] agp

avec d = max{{lallo, [|3llo}.

5.2. Systéeme d’inclusions différentielles. Intéressons-nous maintenant a un
systéme d’inclusions différentielles

y'(t) € F(t,y(t),y'(t)) pp tel0,1]=1,
y(0) =0,y(1) =0,

ol F: I x R? — R™ satisfera une condition de croissance de type Nagumo.

Un résultat contenant comme cas particulier le théoréme 5.2 présenté plus tot
sera obtenu. Une version univoque de ce résultat a récemment été donnée dans [16].
Le lecteur pourra consulter [14], [15], [22], [24], [27], [30], [37], {45] pour d’autres
résultats sur ce probleme.

Un des résultats les plus connus sur les systémes d’équations différentielles est
celui de Hartman [31].

(5.1)

Théoréme 5.7 (Hartman). Soit f: I x R* — R™ une fonction continue. Suppo-
sons que f satisfail

(5.7.1) il existe M > O tel que
(, f(t,2,p)) + [lplf* 2 0
pour tout (t,z,p) € I x R*™ tel que |z}l = M et (x,p) =0,
(5.7.2) il existe k, K > 0 tels que
£z, p)l < 2k((x, f(t,2,p)) + [IpI*) + K
pour tout (t,z,p) € I x R*" tel que |z} < M ;
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(5.7.3) il existe une fonction continue ¢ : [0,00) — (0,00) telle que

/m@%yw:m et f(tapll < w(lpl)

pour tout (t,z,p) tel que ||zl < M.
Alors le probléme
V() = Flt )y (@) pp te 0,1 =1,
y(0) = 0,y(1) =0,
posséde une solution telle que ||y(t)|] < M pour toutt € I.

Dans le cas scalaire, la condition (5.7.1) signifie que —M et M sont respective-
ment sous et sur-solutions de (5.1); et, on a vu (théoréme 5.2) que cette condition
et (5.7.3) impliquent lexistence d’une solution. Ce résultat n’est donc pas une
conséquence du théoréme de Hartman puisque la condition (5.7.2) pourrait ne pas
étre satisfaite. Dans les prochains résultats, la condition (5.7.2) sera remplacée par
une qui sera trivialement satisfaite lorsque n = 1.

D’autre part, la condition (5.7.1) sera généralisée par une qui équivaudra a I'exis-
tence de sous et sur-solutions lorsque n = 1. Cette nouvelle notion s’appelle “tube-
solution” dont voici la définition pour le systéme d’inclusions différentielles (5.1).

Définition 5.8. Un couple de fonctions (o, M) € W2L(I,R™) x W%(I,[0,00)) est
un tube-solution de (5.1) si

(5.8.1) presque partout dans {t € I : M(t) > 0} et pour tout couple (z,p) € R
tel que ||z — o(t)l] = M(t) et (x — o(t),p — o'(t)) = M(t)M'(t), il existe
ve F(t,z,p) tel que

(x—o(t),v=0o"(t) + |p— o' O = MOM"(t) + M'(t)*;

(5.8.2) o”(t) € F(t,0(t),o'(t)) presque partout dans {t € I : M(t) = 0};

(5.83) o(0)] < M(O), (D]l < M(1).

Il est & remarquer que dans le cas ot m = 1, & < [ sont sous et sur-solutions

de (5.1) si et seulement si ((a + 3)/2, (8 — a)/2) est un tube-solution de (5.1).

Voici maintenant le théoréme principal de cette sous-section, il généralise le
théoréme 5.2 présenté plus tot.

Théoréme 5.9. Soit F : [ x R*™ — R™ une fonction multivoque & valeurs com-

pactes, convexes, non vides, satisfaisant (m-t), (scs), (1-bb) et

(5.9.1) il existe (o, M) un tube-solution de (5.1);

(5.9.2) il existe k,0 > 0, 1 € L*(I) tels que presque pour tout t € I et pour tout
(z,p) € R*" satisfaisant ||z — o(t)}] < M(t) et |jp - o(t)]| > k, il existe
ve F(t,xz,p) tel que

g(t, @",P,v) z 0 Hp - U/(t)“ - l(t)v
o
z—o(t),v—o"(t)) + ||lp — o' ()|}
topon) — 00— 0) £ lp O
Ilp =o' ()]l
(z—a(t),p—a'(t))lp—a'{t)v—o"(t))
lp =o' (O ’
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(5.9.3) il existe i : [0,00) — (0,00) une fonction mesurable au sens de Borel telle
que

s
—— ds =00 et F(tx, < 4
| 5 1F (2, )il < (ol

presque pour tout t € I, pour tout p et pour tout x tel que [z —o(t)]] < M(t).
Alors le probleme (5.1) posséde une solution y telle que |jy(t) — o(t)|| < M(t) pour
tout t € I.

Ce théoréme sera obtenu grace au principe d’existence 1 (théoréme 4.1). Pour ce
faire, on introduira une famille de fonctions Fy de type scs sur tout sous-ensemble
fermé, borné de C*(I,R™). Ensuite on considérera la famille de problémes associés :

v'(t) € Fx(ty(t),y'(8)) pp.tef0,1]=1,
y(0) = 0,y(1) = 0,
on obtiendra I'existence d'une solution au probléme (5.3;) et finalement, on déduira

que cette solution est une solution du probléme original (5.1).
La preuve utilisera les trois lemmes suivants.

Lemme 5.10. Siz € W’E’I(I,R") satisfait d(t, x(t), 2’ (), " (t)) > M"(t) presque
partout dans l'ensemble {t € I : ||z(t) — o(t)|| > M(t)}, on
(z—o(t)v—-o"t)) +lp—'O* (z-o(t),p-d(t)>

llz — o)l lz — o)
Alors |lz(t) — o(t)|| < M(t) pour toutt € I,
Démonstration. 1l suffit de remarquer que [|z(t) — o (t)||"” = d(t,z(t),2'(t), 2" (t))
presque partout dans {t € I : |lz(t) — o(¢)|| > M(¢)}. La conclusion découle du
principe du maximum (lemme A.11) appliqué & {|jz — o] — M. O

(5.31)

dlt,z,p,v) =

Lemme 5.11. Soient My, ko, 0y des constantes positives, non-nulles, et ly € LY(D).
Siz € W21, R™) satisfait |z — ollo < My et

g(t,2(t), (), 2" (£)) 2 0 |2"(8) — o' (B)] — Lo (1)
presque partout dans {t € I : ||z/(t) — o'(t)|| > ko}, ot g est donnée & la condi-
tion (5.9.2). Alors il existe une constante K = K(0g,lo, My) > ko telle que
2" — o'l Lija,n) < K pour tout (a,b) C I sur lequel ||z'(t) — o' (t)]| > k.

Démonstration. Remarquons d’abord que presque partout dans 'ensemble {tel:

l2’(t) — o’ ()] > 0},

g(t,z(t), 2 (t), 2" (t)) = %mt) H;((f))f(ﬁ,tgti'g 1) (5.4)
Supposons maintenant que ([z'(t) — o'(t)|| > ko dans (a,b) C I. Etant donné les
hypothéses et (5.4), on obtient

e 1 ' d ) — o) '(0) - 1)
[ —owias g (il + [ G HOT0TO 20 )

IA

%uwmwﬂ+mu—dm

IA

9—];; (HZO“LI<[) -+ 2]\/.{0) = K.
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Lemme 5.12. Supposons que v € W(I,R™) satisfait les hypothéses du lemme 5.11
et |zl < (2’ (W)]}) presque pour tout t € I ow 2 est une fonction comme
dans (5.9.3). Alors il existe une constante M; indépendante de z et telle que
|’ ()] < My pour tout t € 1.

Démonstration. Vu le lemme précédent, il existe t € I tel que
' (O] < min{ko + [lo"llo, K + oL} = Fa,

ou K est la constante donnée au lemme 5.11. Supposons que |[z']lo € k1 et soit
t; € I pour lequel [[z/(t)| atteint son maximum. Alors, il existe to € I tel que
l2’' (ta)] = k1 et ky < ||&'(¢)]| pour tout ¢t entre ¢y et t;. Ainsi, ||2'(t) — o' ()] > ko
pour tout ? entre tg et #;. D’autre part, sur cet intervalle, ||z'(t)|| est absolument
continue et

) ﬂﬂ”(t))

Sans perte de généralité, supposons que t5 < t1. De (5.5) et de la régle de change-
ment de variable dans une intégrale (lemme A.10), il découle que

S B A {01 ELOTT
Lo ), S

<Ha'lpr o,y < K+ 10l </k ﬁs—)ds

< (=" (1. (5.5)

D’ou lexistence d’une constante M; telle que J|2’(t)|| < M, pour tout t € I. d

Introduisons la famille de fonctions {Fx}xep,1) qui sera utilisée dans la démons-
tration du théoréme 5.9. Pour ce faire, définissons 7 : IxR™® — R?, p: [ xR*™ — R»
et I': I x R>® — R™ par

(t) i jlz — o
x, sion
/ N <I - O'(t),p — gl(t» T - U(t) G llr — o
A(t, 2,p) = {” + (wr - BT ) (7= a<t>n> st = o)l > M),
b, sinon ;
et
{v: (@(t,2) = o(t),v = 0" (1)) + |B(t, 2, p) ~ o' (I
> M(£)M"(t) + M'(t)?}, siflx —o()] > M(t) >0
I(t,z,p) = ¢ {v:g(tix,p,v) 2 0[p~ o' ()] - (1)}, siflz —a(t)lf < M(t) #0
et [lp - o'(t)l| > k,
R™, sinon.

Finalement, pour A € [0, 1], on définit la famille de fonctions F : I x R?™* — R"
par

F)\<t’$vp) :F,\(t./:z,p)+G,\(t,33,p), (5.6)
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ou I?’)\ I xR S R™ et Gy @ I x R2® — R™ sont définies de la facon suivante :

) HwAﬁﬁzi)H (F(tZ(t,2), plt, 2, p)) NT(t,z,p)), sillz—o(t)] > M(t) >0,
Fx(t,z,p) = MF(t,z,p)NT(t,z,p)), sifle — ()]l < M(t) #0,
o (t), st M(t) =0,
et
n(t, z,p)(x — o(t)) st [z —a(t)| > M(t) >0,
Galt,p) = 4 [0,(1 = NJE(t 2, p)a — o(0)) i fla — o ()] = M(1) 0,
0 sinon.

_ M) M'(t)  (z—o(t),0"(t))
)= ( (- w2om) (o + SR )

M/(8)? — || — o’(t)!P) >+

A=A ( FEEOIE

et

M —oet) | M= p- 0P
g(t’m’p)_<!lw—a(t)!i+ lr—o®Z  Jr- ol )

Remarque 5.13. Voici quelques observations découlant des définitions précédentes.
(5.13.1) Siflx — o)l > M), |T(t,z) — a(t)}] = M(t) et
(Z(t, ) — o(t),Blt,z,p) — o'(t)) = M(£)M'(t).
(5.13.2) La fonction (t,z,p) +— (Z(t,z),p(t,z,p)) satisfait les conditions (2.4.1)
et (2.4.2). Entre autre, la condition (2.4.2) découle du lemme A.9.
(5.13.3) Les fonctions Fy (¢, z,p) sont & valeurs convexes, compactes, non vides.

(5.13.4) Pour tout z € C*(I,R™) et presque partout dans {t € I : [|z(t) — o (t)| <
M)},
Fy(t,z(t),2'(t)) C F(t,z(t),z'(t)),

car z(t) = a(t), z'(t) = o'(t) presque partout dans {t : [[z(t) — o(O)|| =
M (t) = 0} en vertu du lemme A.9.

(5.13.5) Presque pour tout ¢t € [ et pour tout (z,p) € R?" tel que ||z —o(t)]| > M (),
d(t,z,p, Fi(t,z,p)) = M"(t)
olt d est la fonction définie au lemme 5.10.

(5.13.6) Presque partout dans {t € I : M(t) > 0} et pour tout (z,p) € R?" tel que
o — o)l < M(t) et [lp—o'(t)]] > &,

glt,x,p, Fa(t,z,p)) = 0llp — o' (1) — U(t) — 2M (t)|o” (¢)|/k
=0lp— o' ()] — L (t),
ol g, 8, k et I sont donnés a la condition (5.9.2) et 1, (¢) = I(t)+2M (t)|a” (t)|/k.
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(5.13.7) Pour tout = € C'(I,R™) et presque partout dans {t € I : z(t) — o(t)|| <

M(B)},
(2 (t), 2" (DI < D" (D),
car presque partout dans {¢t € I : |lz(t) — o(¢t)lf = M(t) # 0},
((t) — a(t), () — o' (£)) = M(OM'(1)

« (e(t) - o(8),v)
e o

pour au moins un v € F(t,z(t), 2'(t)). D’otr
Gt (1), ' (W) < (1= VPR, z(t), 2" (D]

GA(t,z(t), 2" ()] < (1= A)

(5.13.8) Pour tout r > 0, il existe h, € LY(I) indépendante de A € [0,1] telle que
pour tout z € C1(I,R™) satisfaisant ||z{l; <r,ona

[Fx(t,z(t), 2" ()] < ho(t) pp.tel
En effet, les fonctions I\, satisfont (I-bb) indépendamment de A € [0, 1], et
presque partout dans {t € [ : 0 < M(t) < ||=(t) — a(t)]|},
[Ga(t,z(t), ()]

_ (z(t) - U(t)a U) _ M(t) 17 0,//
N P *(1 ux<t>—a<t)n>“M @+ IO

pour au moins un v € F(t, (t, z(t)),@(t,ac(t),z’(t))). D'ott
Gt x(t), 2 (£)]]
< (1= NIIFEE(t =), @' (¢ 2(0), 2 (O] + (1M (O] + llo” @)l
(5.13.9) 1l existe h e LY(I) telle que pour tout & € C*(I,R™), on a
IFot,2(t), 2’ ()] < h(t) pp.tel
Proposition 5.14. Sous les hypothéses du théoréme 5.9, la famille de fonctions
F\ est de type scs sur tout sous-ensemble fermé, borné de C}(I,R™).

Démonstration. La preuve découle des lemmes 2.4 et 2.7, des remarques (5.13.2),
(5.13.3), (5.13.8) et du fait que la famille G est aussi de type scs sur tout sous-
ensemble fermé, borné de C1(I,R™). 1

Proposition 5.15. Sous les hypothéses du théorérrfzg 5.9, il existe une constante M
telle que toute solution y de (5.3)) satisfait |jyll; < M. De plus, ||y(t)—o(t)|| < M(t)
pour tout t € 1.

Démonstration. La preuve découle des lemmes 5.10, 5.11 et 5.12 et des remar-
ques (5.13.5), (5.13.6), (5.13.7). O

Démonstration du théoréme 5.9. Soit la famille de fonctions
{Hp I % RQn — Rn}ye[o,l]

définie par

2uFo(t,z,p), si0<p<1/2,

H,(t,z,p) =
ult o) {FQH_I(t,x,p), sil/2<p<l
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Considérons la famille de problemes

yl/<t) € H/x<t>y(t)»y/(t)) pp.te {O) 1} =1,

y(O) = 01/(1) = O7 (5-7/1,)

Vu la remarque (5.13.9) et la proposition 5.15, il existe une constante M telle que
toute solution y de (5.7,) satisfait ||yl < M. En vertu de la proposition 5.14, la
famille de fonctions {H,,} welo,1] est de type scs sur tout sous-ensemble fermé, borné
de CL(I,R™). Ainsi, la condition (4.1.2) est satisfaite et le principe d’existence 1
(théoréme 4.1) fournit P'existence d’une solution au probléme (5.7; ) ou encore (5.31 ).
On conclut grace & la proposition 5.15 et a la remarque ((5.13).4). ]

Remarque 5.16. La condition (5.9.2) peut étre généralisée, par exemple, par la
condition suivante :
(5.16.1) il existe k,0,v > 0, m >0, [,1; € LY(I) tels que presque pour tout ¢ € I,
pour tout (z,p) € R*™ satisfaisant 0 < ||z —o(t)|| < M(t) et ||[p—o(t)| > k,
il existe v € F(t,z,p) tel que
(1) g(t,x,p,v) 2 0llp— o' (t)]| = 1(t) = m{z — o(t),p — o' (D))
(2) gl(t7I9p7U> = v |<‘7“ - U(t),p - U/(t>>| - ll(t)’
ou g est comme a la condition (5.9.2) i.e.

(g —o(t)v=0"(t)) +|p— o' @)

Atnpe) = ool
== o)~ o'(1).v ~ o"(1)
oo |

et g1 est définie comme suit

=llr -0 .0, (x—o(t),p—od'(t)?
gl(t,$,p,v) “ ” (t)“g(t’ 5 P )+ ”.’E —-U(t)” ”p“fl(t)n

Avec cette hypothése, on obtient 'analogue du lemme 5.11. La preuve va comme
suit. On remarque que presque partout dans {t € I : ||2/(t) — o’ (¢)}| > 0},

e 0,20, ) = OO 00,210 =o'

En vertu de la condition (5.16.1)(2), sur tout intervalle [a,b] C I sur lequel
fo(t) —o(t)]| < M(t) et ||2'(t) = o'(t)]| = k

/ et

(1), 2'(t) = o’(1))] dt

' d lelt) = o (2(8) — o). 2'(1) — o'(1)
(1toreas [ 5 ()~ 0] )

|
Q

IA

IA

(Malipigap + 20z = olf3)

IN
e N R .

(Ml + 201 Mi5) = K1
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Cette inégalité combinée a la condition (5.16.1)(1) donne

b b z(t) —o(t), 2'(t) — o’
/a 2/ (1) — o' ()] dt < é(|;l||L1{(hb1+qnxl +/a %( (t) W((:))’_ 52% (t)) dt)

& (Wlzsasy +mEs + 2]z = oll)

IA

IA

(s + mEa + 20M o).

Remarque 5.17. D’autres conditions aux limites peuvent aussi étre considérées,
il faut alors que le tube-solution satisfasse les conditions aux limites appropriées.
Par exemple, si on a une condition périodique ou de Sturm-Liouville

(P) y(0) = y(1), ¥'(0) = y'(1);
(SL) Aoy(0) — Boy'(0) = ro, Ary(1) + 1y’ (1) =113
ot A; sont des matrices n x n possiblement non symétriques pour lesquelles il
existe une constante oy > 0 telle que (z, A;z) > ay|z}|? pour tout x € R™; avec
Bi € {0,1}, a; + B; > 0; et ¢ = 0,1; dans la définition 5.8 de tube-solution, on
remplace la condition (5.8.3) respectivement par :
(5.8.3)py 0(0) = o(1), lo’(1) = o' (O)f) < M'(1) — M'(0) et M(0) = M(1), si B
désigne (P);
(5.8.3)spy lIro — (Ao (0) — Boo’ (0)]| < anM(0) ~ BoM(0)
lr1 — (Ao (0) + Bro’(0)]] < a1 M(0) + 31 M'(0), si B désigne (SL).
Bien siir, si ces conditions aux limites sont considérées, la preuve devra étre mo-
difiée ; pour plus de détails, voir [16].
Remarque 5.18. Le théoreme 5.9 est aussi vrai si les hypotheses (m-t) et (scs)
sont remplacées par (m-tx) et (sci).
Voici deux exemples simples d’équations différentielles présentés dans [16] pour
lesquels on peut déduire Pexistence d’une solution grice au théoréme 5.9 et & la
remarque 5.16.

Exemple 5.19. Le probleme
v =l Olly'(t) ¢

olt ¢ € R™ satisfait |[c|| = 1 posséde une solution telle que |[y(t)|| < t. En effet,
on vérifie que o(t) = 0, M(#) = t, n’importe lequel £ > 0, 8 = 1, I{t) = 2t/k,
P(s) = s + 1 satisfont les hypothéses du théoréme 5.9. Remarquons qu'il n'y a
pas de constante M telle que (0, M) est un tube-solution de ce probléme et que la
condition (5.7.2) n'est pas satisfaite.
Exemple 5.20. Le probléme

Y1) = =4y, ¥ ()Y () +u(t) + e,

y(0) =y(1) = (0,---,0),
olt ¢ € R™ satisfait [lcf} = 1 posséde une solution telle que |ly(t)f| < t. En effet,
on vérifie que ¢ = 0, M =1, v = 1/4, § = 1, m = 4, n’importe lequel £ > 0,
Il =1 = 3/k, (s) = 4s% + 2 satisfont les hypotheéses du théoreme 5.9 avec la

condition (5.9.2) remplacée par (5.16.1) de la remarque 5.16. Observons que les
conditions (5.7.2) et (5.9.2) ne sont pas satisfaites avec ce tube-solution.
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6. INCLUSIONS DIFFERENTIELLES DANS LES ESPACES DE BANACH

Dans cette section, on présente deux théoremes d’existence de solutions a un
probléme & valeur initiale d'inclusions différentielles dans un espace de Banach sous
une hypothése de croissance de type Wintner (voir [22], [38], [39], [46]), dans le but
d’llustrer deux types d’hypotheses pouvant étre imposées a la fonction F. Dans un
espace de dimension infinie, on sait par exemple qu'on ne peut garantir 'existence
d’une solution d’une équation différentielle dont le membre de droite est une fonc-
tion continue et bornée f. Dans ce contexte, et contrairement au cas ot l'espace
est de dimension finie, cette hypothese n’implique pas la compacité de 'opérateur
de Carathéodory associé a cette fonction. Il faut alors ajouter des hypotheéses sur
f comme la compléte continuité, C-Carathéodory [22], ou encore une condition de
Lipschitz. De ces hypotheses, il découle que l'opérateur de Carathéodory associé &
la fonction est complétement continu ou lipschitzien.

Voici done deux théorémes d’existence dans lesquels la fonction multivoque F'
satisfait la méme condition de croissance mais découlant de deux des principes
d’existence présentés & la section 4.

Considérons le probleme

y'(t) € F(t,y(t)) pp tel0,T)=1,
y(0) =r.

Théoréme 6.1. Soient E un espace de Banach séparable, réflexif, et F : IxFE — E
une fonction multivogue & valeurs converes, compactes, non vides, satisfaisant
(m-t), (scs) et (I-cc). Supposons que

(6.1)

(6.1.1) il existe v : [0,00) — (0,00) une fonction croissante (pas nécessairement
strictement) et o € L(I,][0,00)) telles que [|F(t,z)|| < a(t)y(||zl]) presque
pour tout t € I et pour tout z € E, et

/(;Ta(t)dt</“:£i—).

Alors, le probléme (6.1) posséde une solution sur [0,T].
La preuve utilise le lemme suivant dont on peut trouver la preuve dans [22].

Lemme 6.2. Soient R > 0, ¢ : [0,00) — (0,00) une fonction mesurable au sens
de Borel et o € L(1,]0,00)) telles que

/OTa(t)dm/:w‘t).

Alors, il existe M = M(R, 4, ) telle que pour toute fonction z € WH(1,[0,00))
satisfaisant z(0) < R et 2'(t) < a{t)Y(2(t)) presque pour tout t € I, on a z(t) < M
pour tout t € I.

Démonstration du théoréme 6.1. Considérons la famille de problémes
y'(t) € AF(ty(t)) pp.te[0,T]=1,
y(0) =,

pour A € [0,1]. Si y est solution de (6.2)),

IOl < lirl + / Iy ()l ds = p(2),
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et
() < a®u(lp®)l) pp.tel

Le lemme 6.2 fournit Iexistence d’une constante M telle que ||y|lo < M pour toute
solution y de (6.2).

D’autre part, le lemme 3.5 implique que AF' est une famille de type scs sur
{y € G(I,E) : [lyllo < M}. D’apres ce qui précede, la condition (4.1.2) est sa-
tisfaite. L’existence d'une solution du probléeme (6.1) est founie par le principe
d’existence 1 (théoréme 4.1). O

Il va sans dire que le résultat précédent est aussi vrai si F satisfait (m-t), (cont),
ou (m-tx), (sci) au lieu de (m-t) et (scs).

Le prochain théoréme donne l'existence d’une solution de (6.1) sans que 'hy-
pothese (I-cc) ne soit imposée.

Théoréme 6.3. Soient E un espace de Banach séparable, réflexif, et F : IXE — E
une fonction multivoque a wvaleurs converes, compactes, non wvides, satisfaisant
(m-t), (I-bb), (I-lip) et (6.1.1). Alors, le probléeme (6.1) posséde une solution sur
[0, T].

Démonstration. Comme dans la preuve du théoréme précédent, il existe une cons-
tante M telle que |ly[lo < M pour toute solution y de (6.2y).

D'autre part, L™ o Ny =7 + AN pour A € [0,1]. Aussi, en vertu du lemme 2.6,
pour tout =, y € U = {y € C(I,E) : |lyllo < M} et pour tout v € AN(z), il existe
w € AN {y) tel que
t

Io(t) = w(t)] < / Lng(9)][(s) — u(s)] d. (6.3)

Munissons C(I, E') de la norme |ly||, = sup{e—fo lM(S)dsHy(t)H :t€1}. De (6.3), il

découle

R o) i) < B O o)) ~ uis)as

0

. t s
< e“fo far (o) ds”l‘ - y“*/ efo lM(T)dTlM(S)dS
0

T
< <1 - e_fo l’"(s)ds) Iz — vl

En conséquence D.(AN(z), AN(y)) < (llz — yll., ot D, désigne la métrique de

T
Hausdorff dans (C(I,E),|l - ) et ( =1 — e o tutrds, Ainsi, AF est de type
L~ !-contractant sur (U, || - ||,) et donc vérifie (4.3.2). Du principe d’existence 3
(théoréme 4.3) découle la conclusion. O

Remarque 6.4. Lorsque E est de dimension finie, le théoréme 6.3 est un corollaire
du théoreme 6.1. Ce n’est cependant plus le cas en dimension infinie.
7. INCLUSIONS DIFFERENTIELLES AVEC IMPULSIONS

Dans cette section, on s'intéresse & des inclusions différentielles du second ordre
avec impulsions. Les résultats présentés ici ne découleront pas des principes d’exis-
tence donnés plus haut mais du théoréme de Kakutani (théoréme A.2). Ils généralisent
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ceux obtenus par [23] pour des équations différentielles avec impulsions. Les preuves
sont essentiellement les mémes.
Considérons le probléeme suivant :

y'(t) € Flt,y(t),y'(t) pp.tel=1[01],
y(0) =0, y(1) =0,

y(th) = L)),

V() = L)' (65), =1,k

o 0=ty <t <o <ty = 1.
Une solution de (7.1) sera une fonction y € KZ(I) ott

k
K2 = {y = (yo,...,ux) € [[ W[t tj1]}

j=0
et
KJ(I) = {y € K*(I) : y(0) = 0,y(1) = 0}.
La plupart des résultats connus concernent les équations différentielles et reposent
sur une hypothése de monotonicité sur F' = {f} ou sur J;, voir [12], [36], [40]. Lci,

il n'y aura pas de telle condition.
Voicl maintenant le théoreme de base de cette section.

Théoréeme 7.1. Soit F : I x R? — R une fonction multivoque de type scs sur
CHtj,tjp] pour 3 = 0,...,k, et satisfaisant (I-b). Supposons que I; : R — R est
une fonction continue, surjective et croissante {pas nécessairement strictement) ; et
J; :R* - R est continue et bornée, pour tout j = 1,..., k. Alors le probléme (7.1)
posséde une solution dans KZ(I).

Démonstration. Définissons un opérateur linéaire inversible :

k k
L:TT Mty tim] = T1(Colty, tyaa] x B?)
=0

=0
par
L{y) = L(wo, - ve) = (Lolyo), - L)),
ol Zj s CHtjotjo1] — Colty, tj41] x R? sont définis comme suit :
Lo(u) = (t = (/1) — /' (0)), u(0), u(t1)),
Ly(u) = (t = (W' (t) = ' (), 0/ (), ultyn)), G=1,... k.

D’autre part, pour j = 0,...,k, notons F; : [t;,¢,41] x R? — R la restriction
de F a [t;,tj41] x R? et dénotons par F; et Aj respectivement les opérateurs de
Niemytzki et de Carathéodory associés & F;. Définissons I'opérateur multivoque

T
J

k
CHtytia) = [[(Colty, t541] x BR?)

k
=0 3=0

par

T(y) =Ty, - ue) = (Toly), -, Te(w)),
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ot
Toly) = (No(y0), 0, I (w1 (t1))),
Ti(w) = N5(ws), Ji(wim (8 v ) I (e (8540))) =1,k — 1,
T(y) = Welur), Te(yr—1(tk), va—1 (), 0).

Puisque les F; sont de type scs sur C[t;,t;41] et que les I; sont continues,
croissantes et surjectives, 'opérateur 7 est bien défini, semi-continu supérieurement,
complétement continu, & valeurs convexes, compactes, non vides. Il n’est cependant
pas compact. Notons cependant que Ay, Nj et J; le sont pour tout j =1,... k.

Par ailleurs, on vérifie aisément que y est une solution de (7.1) si et seulement
si L(y) = T (y) ou encore y = L~ o T (). ,

Soit h € LY(I) la fonction donnée & la condition (I-b) et soient d; > 0 des
constantes telles que |J;(u,v)| < d; pour tout (u,v) € R? et j = 1,..., k. Chois-
sissons my > 0 tel que pour toute fonction y, € W21ty 1] vérifiant yp(1) = 0,
i (te)] < di et Jyi/ ()] < h(t) presque pour tout t € [tg, 1], satisfait |yx(t)] < my
pour tout t € [tx, 1]. Fixons n; > 0 tel que I,:l({——mk,mk]) C [~ng,nk]. Une telle
constante existe car I; est continue et surjective. Ensuite, on choisit my_; > 0 tel
que toute fonction yx—y € W21ty tx] satisfaisant |ys_1 (te)| < ng, [Yg 1 (te—1)] <
di-1 et |yy_,(t)] < h(t) presque pour tout ¢t € [tr—1,t], vérifie Jyp_1(t)] < my_q
pour tout t € [tg_1,tx]. De 14, on fixe ng_; > 0 tel que Ik__ll({—mk_l,mkﬁl]) C
[—nk-1,nk-1]. En procédant ainsi, on choisit Mg_2,...,M1.

Posons

k
A={ye [TC i) lyst) S myi=1,... k= 1}
j =0

Par choix des constantes mn;, I'opérateur L=' o T envoie A dans lui-méme et est
compact. D’aprés ce qui précéde, L='oT : A — A est semi-continu supérieurement,
compact, & valeurs convexes, compactes non vides. Le théoreme de Kakutani (théo-
reme A.2) garantit Vexistence d’une solution. 0

Présentons maintenant un résultat d’existence reposant sur des hypothéses moins
restrictives. Plus précisément, la fonction F' sera intégrablement bornée sur les
bornés et on ne demandera pas que les fonctions [; soient surjectives et que les J;
soient bornées. Pour garantir I'existence d’une solution au probleme (7.1), d’autres
hypothéses devront étre imposées comme par exemple une d’existence de sous et
sur-solutions de P'inclusion différentielle (7.1) dont voici la définition.

Définition 7.2. On dit que o < 8 € K?(I) sont sous et sur-solutions de (7.1) si
elles satisfont aux conditions de la définition 5.1 et

(7.2.1) oft]) = Ii{a(t?)); a’(t;“) = Ji{a(t]), q) pour tout ¢ < o' (t]);

(7.2.2) B(t]) = L;(B(t;)); 8'(t]) < J;(B(t] ), q) pour tout q > A3(t7).
Le théoreme suivant est une généralisation du théoréme 5.2.

Théoréme 7.3. Soit F: [ x R? — R une fonction multivoque & valeurs converes,
compactes, non vides, satisfaisant (m-t), (scs) et (I-bb). Supposons que pour tout
J=1....k I; : R — R est une fonction continue, croissante, et J; : R? — R est
continue. De plus, supposons que les hypothéses suivantes sont satisfaites :
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(7.3.1) il eziste « < 8 € K?(I) respectivement sous et sur-solutions de (7.1} ;

(7.3.2) pour j =0,...,k, il exzste ¢; : [0,00) — (0,00} une fonction mesurable au
sens de Borel telle que | f(t,z,p)| < ¥;(|pl) presque pour tout t € (t;,t;41),
pour p et T € [a;(t), B;(t)]; et satisfaisant

s
—ds = oc,
/c Y (s)

ot ¢; = max{loy(tjy1) — B ()] 18t 1) — o ()] }/ (41 — 15).

Alors le probleme (7.1) posséde une solutiony € K2(I) telle que ao(t) < y(t) < 5(t)
pour tout t € I.

Démonstration. Pour j =0,...,k, fixons M; > ¢; tel que
M,
e ds > ||8llo + llxflo-
Posons M > max{Mo, ..., My, llc/]|o,]|#'llo}. Considérons les fonctions

Fo:IxR*-R e r:IxR*—R

définies & la sous-section 5.1. Définissons pour j = 1,..., k, les fonctions INJ ‘R—R
et J; : R? — R par
T(z) = Li(r(t] @) + = = r(t] )

jo®
et
Ji(r(t; @), M), sip>M,
Jj(ﬂ?,p) = Jj(T(t;,I),p), si |p‘ < M’
Ji(r(ty,x), - M), sip<—-M.
Considérons le probleme modifié suivant :
y'(t) - y(t) € Fe(t,y(t),y'(1) —rt,y(t)) pp.tel=[01],
y(0) = 0,y(1) =0, )
y(t]) = Li(y(t;)), ’
y'(t5) = L)), v (1), i=1,...k,
Les lemmes 2.4, 2.7 et 5.4 impliquent que F est de type scs sur C[t;,¢;41] pour
tout § = 0,...,k. Par construction, les fonctions I; sont continues, croissantes et

surjectives et les f] sont continues et bornées. Le théoréme 7.1 garantit 'existence
d’une solution y au probléme (7.2). Pour compléter la démonstration, il suffit de
montrer que cette solution est une solution du probleme original (7.1).

Supposons qu’il existe t € I tel que y(t) > A(t). Les conditions aux limites
impliquent que t € (0, 1). Sans perte de généralité on peut supposer quet € (t;,%;41)
pour un certain j € {0,...,k}. Soit (a,b) C (t;,t;41) 'intervalle maximal contenant
t sur lequel y(s) > A(s) pour tout s € (a,b). Si y(a™) = B(a™) ouy/(a¥) > F'(a™),
et y(b™) = A7) ou ¢/(b7) < F(b7). Le principe du maximum (lemme A.11)
conduit & une contradiction. Si y(b™) > B(b7) et y/(b™) > F'(b7), alors, par choix,
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b=t;41 et j<k—1 D'ou
y(b) =yt 1) = L (w(t5,,))
= j+1(/3(tj_+1)) + y(t_q_+1) - ﬁ(t]_+1)

(7.3)
= B(t;}—l) + () — Bty
> B(th,) = B(b*),
et ~
yl(b+) = yl<t;‘+1) = Nj+1(y(tj‘+1>>y/(t]‘-+1)) (7.4)

= j+1(ﬂ(tj_+1)vQ) 2 ﬁl(t;:-l) = ﬁ/(b+),

pour un certain ¢ > 8'(t;,). Vu (7.3), il existe un te (t;-+17t1'_+2) tel que y(f) >
B(f). On considere alors, comme précédemment, un intervalle maximal (a,b) ol
a =t = b. D'apres (7.4), y'(a*) > #'(at). En continuant ce processus et par ce
qui précede, on aboutit & une contradiction.

D’autre part, si y(a®) > f(a*) et y/(a*) < F'(a¥), alors a = ¢j et 7 > 1. En
outre, y(t;) > A(t;). En effet, si y(¢;) < B(¢;), du fait que I; soit croissante, il
découle que

y(a®) = y(th) = L)) < Ly(t))) < L(B(t])) = BtT) = Bla™).

Aussi, le méme argument qu’en (7.4) implique que ¥'(t;) < #'(¢;). On peut alors
considérer un intervalle (&, b) ot b = t; = a. De nouvean, en continuant ce processus,
on aboutit & une contradiction. Similairement, on montre que y(t) > «(tf) pour
tout ¢ € [0,1]. Pour montrer que ||y'[lo < M, on procéde comme dans la preuve du
théoréme 5.2 en travaillant d’abord sur [0,¢,] puis sur [t1,t5] et ainsi de suite. O

ANNEXE A

Voicl les principaux théorémes qui sont utilisés dans ce texte. On commence par
le théoreme de Schauder et sa version multivoque, soit le théoreme de Kakutani.
Ensuite, viennent les théories de la transversalité topologique pour des applications
univoques et multivoques compactes; pour plus de details, voir [11].

Soient C un sous-ensemble convexe d'un espace de Banach E, U un sous-ensemble
ouvert de C et U et QU respectivement sa fermeture et sa frontidre dans C.

Théoréeme A.1l (Théoréme de Schauder). Si T : C — C est une fonction (uni-
voque) conlinue et compacte, alors T a un point fize; c'est-a-dire qu’il existe v € C'
tel que z =Tz,

Théoréme A.2 (Théoréme de Kakutani). Si T : C — C est une fonction mul-
tivoque semi-continue supérieurement, compacte et 4 valeurs convezes, compactes,
non vides, alors T a un point fize; ¢’est-a-dire qu’il existe x € C tel que x € Tx.

Désignons par Ky (U, C) Pensemble des fonctions univoques, continues et com-
pactes T : U — C (resp. désignons par le méme symbole I'ensemble des fonctions
multivoques semi-continues supérieurement, compactes et & valeurs convexes, com-
pactes, non vides) sans point fixe sur U. On dit que T € Ky (U, C) est essen-
tielle si pour toute fonction R € Koy (U, C) telle que Tlsv = Rlsy, R a un point
fixe. Soient T et R € Kay(U,C), on dit que T est homotope a4 R (T ~ R) s'il
existe H : U x [0,1] — C une fonction continue et compacte (resp. fonction mul-
tivoque semi-continue supérieurement, compacte et a valeurs convexes, compactes.
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non vides) telle que H(-,\) € Kau(U,C) pour tout A € [0,1}, H(-,1) = T et
H(-,0) = R.

Théoréme A.3 (Transversalité topologique pour les opérateurs compacts univo-
ques)). Soient T et R deux fonctions univoques, continues, compactes et homotopes
dans Ko (U, C), alors T est essentielle si et seulement si R l'est ausst.

Théoréeme A.4 (Transversalité topologique pour les opérateurs compacts multi-
voques). Soient T et R deux fonctions multivoques semi-continues supérieurement,
compactes et & valeurs convezes, compactes, non vides, homotopes dans Ky (U, C),
alors T est essentielle si et seulement si R ['est aussi.

Théoréme A.5. Sir € U, alors la fonction constante T = r (resp. T = {r}) est
essentielle dans Koy (U, C).

Voici maintenant le théoréme de point fixe de Nadler [41] et quelques notions et
résultats de la théorie de la transversalité topologique pour les applications contrac-
tantes; pour plus de détails et de généralité, voir [17], [21], [25].

Théoréme A.6 (Théoreme de Nadler). Soit (X, d) un espace métrique complet et
sott T+ X — X une contraction multivoque d valeurs fermées, bornées, non vides.
Alors T a un point fize.

Soit U un domaine (ouvert, connexe) de E. On désigne par Coy (U, E) Pen-
semble de toutes les contractions T : U — F & valeurs fermées, bornées, non vides
et sans point fixe sur JU. Rappelons que T est une contraction s'il existe une
constante ¢ < 1 telle que D(T'z, Ty) < ¢|lz — || pour z, y € U. Soient T et R deux
contractions de U dans E, on dit qu’elles sont homotopes dans Cpyr (U, E) ¢'il existe
H:Ux|[0,1] — E, ¢ : [0,1] — R une fonction strictement croissante, et une
constante ¢ < 1 telles que

H(-,1)=T; H{,0)=R;

H(-,)\) € Cou(U, E);

D(H(z,A), H(y, N)) < Cllz = yl;

D(H(z, \), H(z,0)) <|p(\) — #(0)| pour \, 0 €[0,1] et z,y € U.

Théoréme A.7 (Transversalité topologique pour les contractions multivoques).
Sotent T' et R deuz fonctions homotopes dans Coyy (U, E), alors T a un point fize si
et seulement si R en a un aussi.

On énonce maintenant un théoreme de sélection dii & Bressan et Colombo [6] et
cruciale dans la démonstration du principe d’existence pour les fonctions de type
sci. Il a d’abord été établi par Fryskowski dans une version moins générale que
celle-ci.

Théoréme A.8 (Théoréme de sélection de Bressan-Colombo). Soient I un interval-
le compact, X un espace métrique séparable, F un espace de Banach et G : X —
LYI,E) une fonction multivoque, semi-continue inférieurement, & valeurs non
vides, fermées, décomposables. Alors G posséde une sélection continue, ¢’est-d-dire
qu’il eriste une fonction continue g : X — LY(I, E) telle que g(x) € G(x) pour tout
re X.

Le prochain lemme est utilisé dans le texte pour obtenir des résultats de semi-
continuité, voir [42] pour une démonstration.



THEOREMES IVEXISTENCE DE SOLUTIONS DINCLUSIONS DIFFERENTIELLES 31

Lemme A.9 (Lemme de Banach). Soient E un espace de Banach et w: 1 — E
une fonction absolument continue. Alors, mes{t € I 1 u(t) =0 et v'(t) # 0} = 0.

Les deux prochains lemmes interviennent dans la majoration a prioiri des solu-
tions. Le premier est une régle de changement de variables dans une intégrale [20)
et Pautre, un principe du maximum.

Lemme A.10 {Reégle de changement de variables dans une intégrale). Soient deux
fonctions g : [¢,d] — R et f: [a,b] — [c,d] telles que f est absolument continue,
g € LYe,d] et g(f)f € LY a,b]. Alors

[(®) b ,
[ atwyde= [atsensa
fla) a
Lemme A.11 (Principe du maximum). Soient u € W21([a,b];R) et ¢ > 0. Sup-
posons qu’une des conditions suivantes est satisfaite :
(A.11.1) u"(t) > O presque pour tout t € [a,b], agu(a) — fov/(a) < 0, ayu(b) +
O’ (b) <0; ot max{ag, 1} >0, a3, 8; 20, et oz +5:; >0,{=0,1;
(A11.2) u"(t)~eu(t) > 0 presque pour tout t € {a,b], apu(a)—For'(a) < 0, aju(b)+
ﬁlu/(b) SO, ou A, /Bz Zoy Bta-i‘!‘ﬁi > O’ i:Ovl;
(A11.3) () — eu(t) = O presque pour tout t € [a,b], u(a) = u(b); u(a) < 0 ou
w’'(b) —u'(a) < 0.

Alors u(t) < 0 pour tout t € [a,b].
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