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Introduction

1. Vérifier que la fonction

z = lg(z)
est partout discontinue.

Solution. Quel que soit zg, on a

liminf Ig(z) =0, limsup Ig(z) =1

T—T0 T—T0

en s’approchant de xy suivant des points irrationnels ou des points
rationnels respectivement.

. Déterminer ’ensemble des points de continuité de la fonction

z — zlg(x).

Solution. La fonction xlg(x) est continue en zg si et seulement si
xo = 0. En effet, la continuité en xg = 0 découle de I'inégalité
|z g()] < ||

D’autre part, si g > 0, on a

liminfzIg(x) =0, limsupz Ig(z) = zo

T—T0 T—T0
alors que, si g < 0, on a

liminf 2 Ig(x) = zo , limsupzIg(z) = 0.

T—T0 T—x0

3. Déterminer les ensembles Ej, associés a la fonction Ig.

Solution. Pour chaque m € N={1,2,3,...}, on a

E():QC, E,=0Q etEk:@ si 0<k<m.

4. Montrer que

Io(z) = lim <lim (cosm!wac)").

m—-+o00 \ n—-+00

Solution.



Si z ¢ Q, pour tout m, quel que soit k € Z,
mlrx # km
et | cosm!mz| < 1 donc

lim (cosml!mz)™ =0.
n—+o00

Six € Q, pour tout m > m,, il existe k,, tel que
mlrx = 2k,
et cosm!mz = 1 donc

lim (cosml!mz)™ = 1.

n——+00
. Calculer .
/ (cosm!mx)" dx
0
puis
1
lim ( lim /(cosm!ﬂ'x)" daj).
m—-+0o0 \ n—-+00 0
Solution.

Si n est pair, on a

1 mlm s
d 1
/ (cosmlmx)" dox = / (cosy)" Y _ / (cosy)" dy
0 0 0

mlt

1 M1 &< /n 1/ n
_7r/ 2nz<k> cos(n—Qk)ydy—W(nm)
0 k=0

et, si n est impair,

1
/ (cosm!mx)" dx = 0.
0

En utilisant la formule de Stirling N! ~ v27N(N/e)™, on trouve

m—-+oo \ n—+o00 n—too ¥ TN

1
2
lim ( lim /(cosm!Tr:L")” d:n) = lim {/— =0.
0



2 Parties mesurables de R

1. Montrer que tout recouvrement d’un ensemble K C R compact (fermé
et borné) par des ensembles ouverts contient un sous-recouvrement

fini.

Solution. Soit {O4}aeca un recouvrement ouvert de K. Si K C [a,b],
les intervalles ouverts dont se composent les ensembles ouverts K€ et
O, forment un recouvrement de [a,b]. Si {I1, I2,...,I,} constitue un
recouvrement fini de [a, b] par certains de ces intervalles, au plus n des
ensembles O, pourront étre choisis de fagon a recouvrir K.

2. SiECRet keR,
kE={y|y=kx, x € E}.
Montrer que \*(kE) = |k|\*(E).
Solution. Si k = 0, on a bien, avec la convention faite, que
A ({0}) =0 A*(EB).

Sik>0,

N (kE) = inf {Z(bn —ay) | kE C U ]an,bn[}

:kinf{; <]1€ bn—llgan> ‘EQU}; an,;bn[}zm*@).

n

Si enfin k£ < 0,

N (kE) = inf {Z(bn —an)

n

:—kinf{Z(;an—;bn> IEQU]

n n

kEC| ]an,bn[}

]' *
b an[} = [k X"(E).

=

3. Soit p* : P(R) — [0, +0o0] la fonction définie par
w*(E) = sup{(b— a) | Ja,b] C EV.

Cette fonction est-elle monotone ? invariante sous translation ? Préserve-
t-elle la longueur des intervalles 7 Est-elle sous-additive 7



Solution. Il est évident que la fonction p* est monotone, invariante
sous translation et qu’elle préserve la longueur des intervalles. Elle
n’est cependant pas sous-additive comme le montrent les relations

[0,1] = ([0,1/4] + [3/4,1]) + [1/4,3/4]
et
pe([0,1)) =1>1/441/2 = p ([0,1/4] + [3/4,1]) + w7 ([1/4,3/4]).
. Répondre aux mémes questions si la fonction p* est définie par
w*(F) = card(EZ).
Solution. Les propriétés de la fonction A — card(A) montrent que p*
est monotone et sous-additive mais elle n’est évidemment pas inva-

riante sous translation et elle ne préserve pas la longueur des inter-
valles.

. Montrer que, si £ C R est mesurable et k € R, ’ensemble kFE est
mesurable.

Solution. Si k = 0, kE = {0} est mesurable. Si k # 0,
N(AKE)+ X (A (KE)°) = XN (A kE) + X\ (A kE°)

e <k 1A E> Y <k 1A E)
— K ()\* @A E> Y (;A E>)
— k3 (;A) — \(A).

. Montrer que tout ensemble mesurable borné est de mesure finie. La
réciproque est-elle vraie ?

Solution. Si £ C [- K, +K], alors A(F) < 2K. La réciproque est fausse,
comme le montre ’exemple de ’ensemble non borné

+o0 1
E=>)" Jhok + o
k=1

de mesure finie
+

MNE) =

8

1

o5 =1

B
Il
—



7. Un ensemble de mesure nulle peut-il étre ouvert 7 Doit-il étre fermé ?

Solution. Puisque

A (Z ]ak,bk[) = bk — ),

k k

le seul ensemble ouvert de mesure nulle est 'ensemble vide. Un en-
semble de mesure nulle n’est d’autre part pas nécessairement fermé,
comme le montre ’exemple de ’ensemble Q.

8. Soit € > 0 donné. Construire un ensemble ouvert E de mesure A(E) < €
qui soit dense dans R (c’est-a-dire tel que tout nombre réel puisse
s’écrire comme la limite d’une suite de nombres appartenant a FE).

Solution. Soit Q = {ry,72,rs3,...} une énumération des nombres ra-
tionnels ( par exemple, {0,1,—-1,1/2,—-1/2,1/3,—-1/3,2/3,...} ). L’en-
semble

€ €
E=J1mn— gz e+ gl
k>1

possede les propriétés requises puisque qu’il contient Q et que
AME) <e.
9. Montrer qu'un ensemble £ C R est mesurable si et seulement si a

chaque € > 0 correspond un ensemble ouvert O, C R tel que £ C O,
et que \*(OE°) < e.

Solution.
Cas ot \*(F) < +o0.
Soit O, un ensemble ouvert tel que £ C O, et que

AMOe) < N(E) +e.
Si E est mesurable, on a
AOe) = XN(E) + N (OE°) > ANO¢) — € + A (OE®)
et donc
A (OE) < e.
Réciproquement, considérons I’ensemble mesurable

G = () O

neN



10.

Alors G = E 4+ N ou A*(N) = X*(GE€) = 0. Donc E = GN°€ est
mesurable.

Cas ot \*(F) = +o0.

Posons I, = | —n,n[, E, = EI,. Alors \*(E,) < +00. Si O est un
ensemble ouvert tel que E C O et \*(OE°€) < ¢, on a

N (OLES) = N (OL,E°) < ¢

et E, est mesurable, donc

E:UEn

neN

I’est aussi. Réciproquement, si E' est mesurable, chaque ensemble FE,
Iest. Si donc Oy, est un ouvert tel que

€

A (OmETCn) < W,

on aura, en posant
0= ] Om,
meN
que

AN (OE®) = \* ( U N omEg> <) N (OnES) <

meN neN meN

Montrer qu'un ensemble £ C R est mesurable si et seulement si on
peut I’écrire comme la réunion disjointe d’un ensemble de mesure nulle
N et d’un ensemble qui est une réunion au plus dénombrable d’en-
sembles fermés Fj, :
E=N+|JF.
k

Solution. La condition est évidemment suflisante. Elle est aussi nécessaire

car si O,, est un ouvert tel que E¢ C O,, et

1
AMOpE) < —,

n

en considérant ’ensemble fermé F;,, = Oy, on aura F,, C E et

1
MFLE) <

n



11.

12.

On aura donc
E=|JF.+N
neN

A(N):A(E (% Fn>> :A(TQN FﬁE) =0.

Soit p : £r — [0,400] une fonction additive. Montrer qu’elle est
nécessairement croissante et sous-additive.

Solution. Si £ C F', on a I' = F 4+ FE€ et donc, par additivité,
u(F) = p(E) + p(FE®) = p(E).

(Si u(@) # 0, p = 400 et I'énoncé est trivial). Donnée une suite
quelconque d’ensembles mesurables Eq, Eo, E3, ... , considérons les en-
sembles F1 = E1, Fy = Ex B, F3 = E3ESEY, . .. Ils sont mesurables et
disjoints donc, par additivité,

(U] () s

Soit u : £p — [0, 400] la fonction définie par

(E) = +00 si E est infini
e = card(F) si FE est fini.

Montrer que p est additive et invariante sous translation.

Solution. Que la fonction g soit invariante sous translation est clair.
Soient E1, Fo, E3, ... des ensembles mesurables non vides deux a deux
disjoints. Si I'un d’eux est infini, ainsi en est-il de leur réunion et donc

on a bien
u (Z En) => (E,) = +oo

dans ce cas. Si tous les ensembles F,, sont finis, leur réunion est finie
s’ils sont en nombre fini et elle est infinie sinon. Dans le premier cas,

1 (Z En> = ZM(En) < 400



13.

et dans le deuxieme

2 (Z En> = ZM(En) = +o0.

Soit { E} }r une suite décroissante,
EyDEy;DFE3 2,

d’ensembles de mesure finie. Montrer que

+oo

li = .
M) =X (ﬂ E)

k=1

L’hypothese « de mesure finie » est-elle essentielle ?

Solution. Si n > 2, considérons les ensembles croissants F,, = EjEY.
Alors

im A(F,) =\ (UF) =M B () B

n>2

Toutes les quantités impliquées étant finies,

)‘(El) = )‘(En) + )‘(Fn)

entraine
AMEy) = A(Er) — MER)

et

/\(El) = A ﬂ E,| +X| Er (m En)c

n>2 n>2

entraine

ME ((E) | =MxE) =X [)En

n>2 n>2

Par suite,

lim A(E,)=X|[)En

n—-+o0o
n>1

L’hypothese A\(E1) < 400 est essentielle comme le montre 1’'exemple
des ensembles E,, = [n,+o00| de mesure infinie et d’intersection totale
vide.



14. Une fonction p : £g — [0, +0o0] possede la propriété d’additivité finie
si, pour toute suite disjointe finie {Ex}1<k<n,

N N
’ (z E> =S (),
k=1 k=1
Montrer qu’une fonction
w: Lr — [0, +00]

est additive si et seulement si elle continue et possede la propriété
d’additivité finie.

Solution. Il suffit de voir que les propriétés d’additivité finie et de
continuité conjuguées impliquent la propriété d’additivité. Cela suit
des égalités suivantes, la premiere découlant de la continuité et la
deuxieme de ’additivité finie :

+o0 n n +oo

3 Fonctions mesurables de R vers R

1. Soit f : E — R une fonction. Montrer qu’elle est mesurable si et
seulement si les ensembles

{a | f(@) >r}
le sont pour tout r € Q.

Solution. Cette condition est évidemment nécessaire et elle est aussi
suffisante parce que tout nombre réel a peut s’écrire comme la limite
d’une suite décroissante de nombres rationnels r,. On a

{z] f(x) > a} = J{z | f(@) > ra).
2. Vérifier les relations suivantes :
Igr =1glp, Ip+r = 1p+lr, Ipur = lp+lr—Igr, Iy g, =suplg,.

Solution. On a par exemple que I j g, (z) = 1si et seulement s’il existe
n € N tel que x € E,, ce qui est vrai si et seulement si suplg, () = 1.



. Soit f: (a,b) — R une fonction monotone. Montrer qu’elle est mesu-
rable.

Solution. L’ensemble {z | f(z) > a} est un intervalle.

. Soient f : R — R une fonction mesurable et g € R. Montrer que la
fonction & — f(x + xg) est mesurable.

Solution. On a
{z| flz+z0) >} ={y| fly) >a}— 0.

. Soient f : R — R une fonction mesurable et £ € R. Montrer que la
fonction x +— f(kx) est mesurable.

Solution. Si k = 0, la fonction résultante est constante donc mesurable.
Sinon,

o flke) > a} = 1y | 1) > .

. Soit f: (a,b) — R une fonction admettant une primitive (c’est-a-dire
telle qu’il existe une fonction F' : (a,b) — R dont elle est la dérivée :
f = F'). Montrer qu’elle est mesurable.

Solution. Soit f(z) = F'(z). La fonction dérivable F est mesurable et

. 1
flx) = nEIilmn (F <x + n> — F(x))
est mesurable comme limite de fonctions mesurables.

. Soient £ C R un ensemble de mesure finie et f : E — R une fonction
mesurable. Montrer qu’a chaque € > 0 correspond N € N tel que

Mz | |f(z)] > N} <e.
Solution. On peut écrire que
“+o00
E=S{a|(k-1) < |f@)| < k}.
k=1

La série

+o0o
D M| (k1) < |f(2)] <k}
k=1

10



étant convergente, il existe N € N tel que

YD oAz | (k=1) < |[f(x)| <k}) <e

k>N
c’est-a-dire tel que

Mz | N-1<[f(@)]}) <e

. Montrer que toute fonction mesurable est limite simple d’une suite de
fonctions mesurables étagées.

Solution. Décomposons la fonction suivant ses parties positives et négatives :
f=r—r.

Si les fonctions mesurables positives étagées ¢, croissent vers fT et les
fonctions mesurables positives étagées i, croissent vers f~, la fonction
mesurable étagée p, — 1, converge simplement vers f.

. Montrer que toute fonction mesurable bornée est limite uniforme d’une
suite de fonctions mesurables étagées.

Solution. On a

ou )

n n

k—1
©n = Z QTHEn,k —clg

k=1

avec
c=—inf{f(z) | x € E}

et

k-1 k

La convergence est uniforme en vertu des inégalités :

1

11



4 Intégration sur R

1. Soit f € LY(R). Montrer que, pour tout zo € R, la fonction z
f(z + zg) est intégrable et

+o0o +o0
flz+ ) do = f(z) dx.

oo _
Solution. La mesure étant invariante sous translation, la relation

]IE(ZL‘ + $0) = ]IE—xo (33)

montre que ’énoncé est vrai si f = I[g est la fonction indicatrice d’un
ensemble mesurable, donc, par linéarité, si f = ¢ est une fonction me-
surable positive étagée, donc, par convergence monotone, si f est po-
sitive, donc enfin, encore par linéarité, si f est une fonction intégrable
quelconque.

2. Soit f € LY(R). Montrer que, pour tout k € R, k # 0, la fonction
x +— f(kx) est intégrable et

/+OO flkz) dx = |lt|/:>o f(z) dz.

—00

Solution. Les relations
1 1
Ip(kr) =1/ p(z) et A <I<:E>

= B

montrent que la relation est vraie successivement pour une fonction in-
dicatrice, pour une fonction positive étagée, pour une fonction positive
et pour une fonction intégrable.

3. Soit f € L(E). Montrer que, quel que soit € > 0, on peut trouver une
fonction mesurable étagée ¢ telle que

/Elf—90|<6-

Solution. Toute fonction mesurable positive est la limite d’une suite
croissante de fonctions mesurables positives étagées. En vertu du théoréeme
de la convergence monotone, il existe deux fonctions mesurables posi-
tives étagées ¢ et ¥ telles que l'on ait

Jur=o<ga [ -v<

12

NN



Alors
/ = (- —/ (= ¢)— (f — ) <.
F E

. Soient f € LY(E) et g : E — R une fonction coincidant presque
partout avec f. Montrer que g € L'(E) et que [, g= [, f

Solution. Soit N C E un ensemble de mesure nulle & I'extérieur duquel
f et g coincident. Alors

Lioi= [+ [ wol=[ 1i<see
/Ef_/Eg:/E(f_g)Z/ENC(f—g)zo.

. Obtenir la propriété de continuité de la mesure a partir du théoreme
de la convergence monotone.

Solution. Soient FE,, des ensembles mesurables qui croissent vers F =
U,, En. En appliquant le théoreme de la convergence monotone aux
fonctions f, = Ig, qui croissent vers f = I, on obtient la propriété
de continuité de la mesure : la mesure de E,, ( fj_;o fn) croit vers celle

de E (J73 f)

. Déduire le théoreme de la convergence monotone du lemme de Fatou.

Solution. Si les fonctions mesurables positives f, croissent vers la fonc-
tion f sur F, le lemme de Fatou entraine

/E /Ehmmffnghmmf/fn /f

. Montrer que l'on peut avoir inégalité stricte dans le lemme de Fatou.

Solution. Soit E C [0, 1] un ensemble mesurable tel que 0 < A(E) < 1.
Soit
| Ig si n est pair
fnl@) = { Ioyge si n est impair .

Alors

1 1
/ liminf f, =0, lim}_nf/ fo=1nf {A(E),1 - X(E)} > 0.
0 T Jo

n—-+o0o

13



8.

10.

Le lemme de Fatou reste-t-il vrai si on y remplace lim inf par lim sup ?
Solution. Non. Pour les fonctions de I'exercice précédent,

1 1
/ limsup f, =1, limsup/ fon=sup {\(E),1 - X(EF)} < 1.
0 0

n—-+o0o n—-+o00

Soit
falz) = ne "=l

Vérifier que, pour tout x # 0,

n o ) =0
Calculer ensuite
—+o0
lim fn(l’) dx.
n—+oo J_ o

Solution. La fonction exponentielle croissant plus vite que toute puis-
sance de son argument,

lim ne ™ =0 si x+#£0.
n—-+4oo

Cependant 'intégrale

—+o00 oo
/ ne "l dgp = 2/ e ™ ndx =2
—00 0

ne tend pas vers 0.

Vérifier que les fonctions

1
’nzi]I n
fo= 1 Ton

convergent vers () uniformément sur I’axe réel. Calculer ensuite

+oo
lim fn-

—
n—-4o00 oo

Solution. On a 1
sup{ fn(x) | z € R} = .

[

14

Cependant 'intégrale

tend vers +oo.



11. Soit f € LY(R). Montrer que

lim f=0.
Solution. En vertu du théoréme de la convergence dominée,
+oo
lim = lim L, e f =0.
n—-+00 lz|>n f n—+oo | [=nun] f
(La fonction majorante est |f].)

12. Soit f € L}(R). Est-il nécessairement vrai que

lim f(z) =07

|| =00

Solution. Non. Voici un exemple d’une fonction continue dont le graphe
est constitué de segments de droite (en nombre infini). Soit

400
f:an
n=2
ou
4 1 1
n x—n—i—fg sin—=<x<n
n
z) = 1 .
ful) ntn+ = —x sin<z<n+4 L
n3 n
autrement.
Alors

+oo +oo 1
/ f:Z—2<+oo, limsup f(z) = +o0.
n
0 n

— T——+00

Remarque : on a bien entendu
liminf |f(z)| = 0.
T—+00

13. Soit f € L1(R). Déterminer

+oo

lim f(z)sin" z dz.
n—-4o0o — oo

15



14.

15.

Solution. En vertu du théoreme de la convergence dominée (fonction
majorante : |f]), on a

+0o0
lim f(z)sin"x de =0
n—-+o0o oo
car
lim sin”x =0 presque partout sur R.
n—-4o0o
Calculer

Solution. Les fonctions n
(1+7)
n
croissent vers la fonction e* donc les fonctions

T\? oy
]I[O,n] (1+E) e 2

croissent vers la fonction e™®. En vertu du théoréme de la convergence
monotone ou en vertu du théoreme de la convergence majorée,

n

n +oo
lim (1 + E) e 2 dy = / e Tdx = 1.
0 0

n—-4oo n

Montrer que

bging

lim dx existe

b—+co Jg T

/+oo
0

Solution. En intégrant par parties,

/b sinx da::—COSb—/b coszx I
/2 L b n/2 T
de telle sorte

b o /2 o 400

. SN T S T COST

lim dx = dx — dx.
b—+oco Jg x 0 x /2 iy

puis vérifier que

sin x
dr = +oo0.

x

16



16.

D’autre part, si 'on avait

/+Oo
0

o0 gin2 ¢
dr < +00
- T

sin x

dr < 400,

X

on en déduirait que

donc que

400 (3082 y
——=— dy < 400
/7r/2 (y +7/2)

ce qui entrainerait

+o0 2

COS

/ Y dy < 400
w/2 Yy

oo dr T cos? x o0 gin? &
— = dzx + dr < +00
/2 T w/2 Z /2 T

ce qui est absurde.

et

Soient f, : £ — R des fonctions mesurables positives qui décroissent
vers une fonction f : F — R. Montrer que

i f = )

pourvu que f; soit intégrable. Cette derniere condition est-elle indis-
pensable ?

Solution. On applique le théoréme de la convergence monotone aux
fonctions g, = f1 — fn. On obtient

im [ (fi - ) = [E 1)

n—-+4oo E

[ [ = n- ]

ce qui permet de conclure. L’hypothese que f; soit intégrable est es-
sentielle comme le montre I'exemple des fonctions f,, = I, o[-

donc

17



17. Soient f, : E — R des fonctions intégrables qui croissent vers une
fonction f : E — R. Montrer que

i f = ]S

pourvu qu’il existe K € R tel que

ARSK

Solution. En vertu du théoreme de la convergence monotone, on a

pour tout n € N.

lim (h—ﬁ)zéﬁ—h)

n—-+00 E

Jim [r= [ n= [ -
Ju-m<k- 1

Ainsi les fonctions f — f1 et f = (f — f1) + f1 sont intégrables et

Ju-m=[s-[n

ce qui permet de conclure.

donc

On en déduit que

18. Soient f, : E — R des fonctions mesurables positives qui convergent
vers une fonction f : £ — R de telle sorte que f, < f pour tout n € N.

Montrer que
lim / fn = / f.
n—-+00 E E

Solution. En vertu du lemme de Fatou,

/f /hmlnffnghmlnf/ fnglimsup/ fnﬁ/f
E Nt n—+0o n—+oo JE E

18



19.

20.

Soient f,, : E — R des fonctions intégrables telles que |f,,| < g pour
tout n € N ou la fonction g : E — R est intégrable. Montrer qu’alors

/ liminf f, < lim mf/ fn < lim sup/ fn < / lim sup f,.
E n—-—+00 n—-—+00 n—+oo JE E n—+oo
Solution. En vertu du lemme de Fatou,

n—-+00 n—-+

< liminf/(g+fn) = liminf(/ g+/ fn) = / g+11m1nf/ fn
n—+oo J @ n—-+00 E E n—-+00

ce qui montre que

/ g+/ liminf f,, = / (g—i—hmmffn) —/ liminf(g + fp)
E E E n—too

/ liminf f, < hmlnf/ In-
g n—+oo

En remplacant f,, par —f,, dans ce raisonnement, on obtient

/Ehminf(—fn) Slggigf/E(—fn)

n—-4o0o

c’est-a-dire

limsup/ In S/limsupfn.

n—+oo JFE E n—+oo
Soient f, : E — R des fonctions mesurables qui convergent vers
une fonction f : F — R, g, : E — R des fonctions intégrables qui

convergent vers une fonction intégrable g : F — R et supposons que
| fnl < gn pour tout n € N. Montrer que dans ce cas

lim /fn—/ f pourvu que lim gn—/g
n—-+400 E E n—-+00 E E

Solution. En vertu du lemme de Fatou,

/hmmf<g+gn F—fal) snminf/<g+gn— F—fal)
E —+o00 n—-+o0o E

/ 2¢g < liminf /g+/gn—/|f—fn|)
E n—-+o0o E E E

19

donc



21.

22.

c’est-a-dire
/ 29 < / g+ lim gn—limsup/ |f = fal
B E n—+oo | @ n——+oo JE

timsup [ |7~ £,/ <0
E

n—-4o0o

et

ce qui permet de conclure.

Montrer que

+00 +oo
x 1

Solution. En intégrant terme a terme une série de fonctions positives,

too 00 Lo +o0 oo
dr = ——dx = ze Z e M dy
0 e’ —1 0 1—e= 0 =0
+o0o +00 ( +o0 1 400 +oo 1
_ —(k+1)z _ -y _ L
=3 etra=y e [ et w=Y
k=0 k=0 k=1

Montrer que, quel que soit ¢ > 0, la fonction  — e~%2!~! est intégrable
sur [0, 4o0].

Solution. Puisque la fonction exponentielle croit plus vite que toute
puissance de son argument, a chaque ¢ € R correspond A; > 0 tel que

A
e_xxtg—t si z>1

de telle sorte que

+oo +oo At—l
/ e Tt dt < / 5— dr < +o0.
1 1 T

D’autre part,

1 1
/ et dr < / —— dr < 400
0 0o T

puisque t > 0.
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23. Justifier la dérivation sous le signe intégral :

d

+oo +o00
— e %t do = / ez logx du.

Solution. On a, en vertu du théoreme des accroissements finis,
—zt+h—1 _

h

—x . t—1
e e *x 4
= e Tptl

h
xX h— 1‘ _ e—;vxt+6x(t)h—l| 10g1’|

ou 6;(t) € [0, 1]. Puisque le logarithme croit plus lentement que toute
puissance de son argument, a chaque p > 0 correspond B, > 0 tel que

logy < By’ si y>1

donc que
|logy| < Byy *si y <1.

On en déduit que

7xxt+h+l __efxxtfl

h

e < Bye % x3t/2 siz>1

- { Bt/4e_$xt/4_1 six <1

des que |h| < t/2. Cette dernieére fonction étant intégrable sur [0, 4+o00],
le théoreme de la convergence dominée est applicable.

5 DMesure et intégration abstraites

1. — Soient X; un ensemble, (X2, T9) un espace mesurable et f : X; —
Xy une application. Vérifier la relation

FH U Ba) = U 71 (B
acA acA

En déduire que I'image réciproque de la tribu ¥ par f est bien une
tribu.
Solution.

On a

ze fY U E.) & il existe 3 tel que f(z) € Eg & x € U fFYE,).
acA acA

On en déduit les relations



(f7H(Bn)" = f7H(BS)

! <U Ek) =J (B
keN keN
et donc la véracité de 1’énoncé.
— Soient (X71,%1) un espace mesurable, Xo un ensemble et f : X; —

X5 une application. Montrer par un exemple approprié que la famille

f(&) ={f(E1) | E1 € T1}

n’est pas nécessairement une tribu sur Xos.
Solution.
Puisque X9 doit étre dans la tribu, 'application f : X7 — X doit
étre surjective.
2. Soient ¥, et T9 deux tribus sur X.
— Montrer par un exemple approprié que T1U%, n’est pas nécessairement
une tribu sur X.
Solution.
Considérer deux tribus distinctes

‘Il:{(D?EZaEfaX}

et

avec ) £ E; # X.
— Montrer que

Z(‘Il U 12) = ‘Z({El U Ey | Eie%, Ey e 32})
Solution.
Soit
& = {E1UE2 ’ FE1 €%, By 632}.
Alors
TIUT CB CF(T1UZ)
d’ou le résultat.
3. Soit & = {A, B}. Déterminer A(®).
Solution.
Dans le cas générique ot A & B,B & A et AB # (), A(&) compte 16
éléments :
0,X,A B,A, B¢, AB, A°B, AB®, A°B°,
AUB,AUB, A°UB,AB + A°B°, A°B + AB°,
AB + A°B + AB® + A°B°.
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4. — Soit & = {41, Ag,..., Ay} ou Ay, Ag, ..., A, forment une partition
de X — les A sont non vides, deux a deux disjoints et leur réunion

est X : .
X = ZAk.
k=1

Déterminer T(&).
Solution.
La tribu engendrée est isomorphe a B({1,2,...,n}) via application

Ie&]3({1,2,...,n}).—>ZAieT((’ﬁ)

iel

(et 0 — 0). Elle est finie et compte 2" éléments.

— Soit & = {Ay,Ay,..., Ap} ou Ay, Ay, ..., A, sont des parties quel-
conques de X. Déterminer T(&). Quelle est la cardinalité maximale
de T(8)?

Solution.
Soit

§={B1Bs-- B, | Bi = A; ou B; = A} = {C41,C4,...,Cn}
(donc N < 2™). Alors X = Zi\i 1 Ci et, vertu du cas précédent,
T(B) =%(F) =P({L,2,...,N}).
On a card(%(®))= 2N < 22",

5. Soient X un ensemble, J un ensemble infini dénombrable et © =
{Dj}jes une partition de X. Montrer que T(D) est isomorphe a PB(J).
Solution.

L’isomorphisme est

Iep(J)— > DieI(D)
el
(et @ — 0). En particulier, (D) n’est pas dénombrable.

6. Montrer que toute tribu infinie ¥ sur X est non dénombrable.

(Suggestion : supposant le contraire, les ensembles

E()= () E

rzeFEeT
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formeraient une partition infinie dénombrable de X).
Solution.

Supposons donc que ¥ est une tribu infinie et dénombrable et considérons
pour chaque x € X ’ensemble :

E(x)= ()] E.

E€%, zcFE

Puisque T est supposée dénombrable, ces ensembles F(z) sont dans ¥.
Si E(x) # E(y), E(z)E(y) = 0 (car il existe un ensemble E € ¥ tel que
E(z) C E et que E(y) C E°). Les ensembles E(x) qui sont distincts
forment donc une partition finie ou dénombrable de X : E1, Es, E3, . ..
On a

T{E1, Eq Es,...}) =%

car, pour chaque £ € ¥, E = ) _p E(x). Mais, en vertu d’exercices
précédents, cette tribu engendrée est soit finie soit non dénombrable,
contredisant 'hypothese faite sur <.

. — Soient (X1,%1) un espace mesurable, X5 un ensemble et f : X1 —
X9 une application. Quelle est la plus grande tribu Ty sur Xy rela-
tivement a laquelle f reste mesurable ?

Solution.
L’image directe f.(%1) de T par f.

— Soient X; un ensemble, (X2,%2) un espace mesurable et f : X1 —
Xo une application. Quelle est la plus petite tribu €7 sur X; qui
rende f mesurable ?

Solution.
L’image réciproque f~!(T2) de Ty par f.

. — Vérifier que les parties symétriques relativement a l’origine de R,

(E = —FE), forment une tribu & sur R.

Solution.

Cela suit des relations

R=-R, (-E)°=-E et —|JE.=|J-En
n n

— Déterminer M((R, &), (R, &)).

Solution.

Les fonctions qui sont paires et celles qui sont impaires.
— Déterminer LO(R, &).

Solution.

Les fonctions paires.
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9. Soient (X,d) un espace métrique et £ C X. Montrer que
|d(z, E) — d(y, E)| < d(z,y).
En déduire que ’ensemble
{z |d(z,E) > ¢}

est ouvert.
Solution.
On a pour tout e €

d(z,E) < d(x,e) < d(z,y) + d(y,e)
donc
d(z, E) — d(z,y) < d(y, E)
et en permutant x et y,
d(y, E) <d(z,y) +d(z, E).
Sid=d(xz,F)>¢€eetr,=0—¢,ona
B(z,ry) C{x | d(z, E) > €}.

10. Vérifier I’équation

fo=UJ U N o

keENNeNn>N

du cours.
Solution.
Puisque O est ouvert, on a

0= U Oy,
keN

et donc

o) = o).

keN

Si x € f~Y(Og), d(f(x),0°) > 1/k donc il existe N tel que n > N
implique d(fn(z),0¢) > 1/k et

ze |J () £ 0.

NeNn>N
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11.

12.

13.

14.

Réciproquement, si

ze |J () £.10n),

NeNn>N
on a d(f(z),0° >1/k et x € f~1(Ors1).
Soient f, g € L%(R,BR). Montrer que la fonction (z,y) — f(z)+g(y)
est mesurable.
Solution.
L’application (z,y) — (f(z), g(y)) est mesurable et la fonction (u, v) —
u + v est continue.
Soit f € LO(R,BR). Montrer que son graphe,

Gr=A{(z,y) |y = f(z)},
est mesurable.
Solution.
La fonction g : (z,y) — f(z) — y est mesurable et Gy = g~1({0}).

Soient (X, ¥) un espace mesurable et f € M((X, %), (C,B¢)). Montrer
qu’il existe une fonction § € M((X, %), (R, BR)) telle que

f=1f €.

Solution.
I1 suffit de définir 6 sur

X' = {x| f(z) # 0},
Sur cet ensemble,
i@
|f(2)]

est mesurable et

1
u+— —logu
)

est continue.

Soient X un ensemble infini non dénombrable et ¥ la tribu engendrée

par les singletons {z} C X.

— Vérifier que ¥ consiste des parties finies ou dénombrables ou cofinies
(de complémentaire fini) ou codénombrables (de complémentaire
dénombrable) de X.

Solution.
Ces parties forment bien une tribu & et comme ¥ doit contenir les
ensembles finis ou dénombrables ainsi que leur complément, il faut

que & =%.
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Si E € %, on pose

0 si E est fini ou dénombrable,
w(E) = .
1 sinon.

— Vérifier que p est une mesure de probabilité sur X.
Solution.
On a bien p(0) = 0. Si tous les ensembles F,, sont finis ou dénombrables,
leur somme 'est aussi et

Si I'un des ensembles F,, est cofini ou codénombrable, leur somme
I'est aussi et tous les autres ensembles sont finis ou dénombrables
de telle sorte que

m (zﬂ: En> =1= zn:u(En).

15. Soit (X, %, u) un espace mesuré. Une partie £ C X est dite localement
mesurable si :

Fe% et p(F) < +oo impliquent EF € T.

— Montrer que la famille %, des parties localement mesurables de X
est une tribu sur X, plus fine que .
Solution.
Il est clair que T C Tpe. ST E € T et F' € Test tel que pu(F) < o0,

EF=(EUFY)°=(EF+F)° €%

donc E€ € Tj,.. De méme, la relation
<U En> F=|JE.,F
n n

montre que, si E,, € Ty, pour tout n € N, |J,, Epn € Toc.
— Montrer que ¥, = ¥ lorsque p est o-finie.
Solution.
Si X = {J,, D est une exhaustion de X par des ensembles mesurables
de mesure finie et si F € Ty,

E:UDnEeiZ.
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Si E € T, on pose

wkE) siEeg,

+o00  sinon.

/J’loc(E) = {

— Montrer que gy, est une mesure positive sur X.
Solution.
On a bien p,c(0) = p(@) = 0. Si tous les ensembles E,, appartiennent
a%g,

Hloc (Z En) = U <Z En> = ZM(En) = Zﬂloc(En)-

Si B, ¢ %, alors ou bien ) E, ¢ T ou bien )  FE, € T mais
p (>, En) = +00. Dans les deux cas,

Hloc (Z En) = +00 = Zﬂloc(En)-

16. Soit (X, ¥, u) un espace mesuré o-fini. Montrer que dans la représentation
X = U,eny Dn, on peut prendre les ensembles D, croissants ou deux
a deux disjoints.

Solution.
Si
X =JDa,
n
soient
Exn=DiUDyU---UDy
et

Fy =D, Fy =DnDy_,---Df, N >2.
Ces ensembles sont tous mesurables et de mesure finie et ils épuisent
X, de fagon croissante ou disjointe.
17. Soit (X, %, ) un espace mesuré. On pose
tm it £, = U (1] v
E>1n>k

et

limsup F,, = m U E,.

n—oo k>1n>k

Supposons les ensembles E,, mesurables.
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— Montrer que

1 (hm inf En> < liminf u(E,).

n—-+4o00o n—-4o0o

Solution.
Les ensembles (-, £y formant une suite croissante, on a

1 <liminf En> = lim p ﬂ E, | <liminf u(E,).

n—-+00 k—+o0 n——+00
n>k

— Montrer que
o (lim sup En> > lim sup p(Ey)
n—-—+00 n—-—+00

pourvu que u(J,, En) < +00.

Solution.

Puisque les ensembles | J, -, Er décroissent et puisque p(lJ,, En) <
+00, on a -

,u(limsupEn> = lim pu U E, | > limsup u(Ey).

n—-+00 n—+o0 N>k n—+o00

18. Soient (X, T, 1) un espace mesuré complet et f € £L°(X,%F).Sig: X —
R coincide presque partout avec f, alors g € £O(X, %).
Solution.
On a

{z]g(@) <b} ={x]g(x) = f(z) S b}+{z | g(x) # f(z) et g(x) < b}.

Le second ensemble est mesurable parce qu’il est négligeable pour pu.
Le premier ensemble peut s’écrire sous la forme

{z | flz) <bHz | flz) = g(z)}
et est de ce fait mesurable.
19. Soient (X, T, 1) un espace mesuré complet et f : X — R. Montrer que
(R, f«(%), f«pt) est un espace mesuré complet.
Solution.

Soit N C R un ensemble négligeable pour f.pu. Il existe A C R tel que
N C A, que f71(A) € T et que u(f~1(A)) = 0. Comme f~1(N) C
f~H(A) et comme T est pu-complete, on a f~H(N) € %, c’est-a-dire
N € f.(%).
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20.

21.

22.

Soient £ C Ret f: E — R une fonction mesurable relativement
a la tribu de Lebesgue. Montrer qu’il existe une fonction g : £ — R
mesurable relativement a la tribu de Borel qui coincide presque partout
avec f.

Solution.

Si f = I4 est la fonction indicatrice d’un ensemble mesurable, la
représentation de A comme somme d’'un ensemble borélien B et d’un
ensemble de mesure nulle N permet de conclure avec g = Ip. Le
résultat est donc vrai pour une fonction f étagée par linéarité puis
mesurable quelconque par passage a la limite.

Soient (X, %) un espace mesurable et u, v € My (X, %). Montrer que
% =%,

Solution.
Si (p+ v)(AB€) = 0, nécessairement, j1(AB¢) = v(AB¢) = 0 et donc

Ty D Ty

Si d’autre part By C E C Ay avec u(A1BS) =0 et By C E C Ay avec
M(AQB%) =0,ona BiUBy CFE C A1A; et ,u(AlAQ(Bl U BQ)C) =
V(AlAQ(Bl U Bg)c) = 0 donc (,u + I/)(AlAg(Bl @] Bz)c) = 0 ce qui
montre que

Ty C Ty

La différence symétrique de deux ensembles £ C X et F© C X est
I’ensemble
EAF = EF° + E°F.

Soit (X, %, ) un espace mesuré complet. Montrer que si F € ¥ et
EAF est négligeable, F' € T et u(F) = u(E).

Solution.

On a successivement
EU(EAF)=EUF €T,

(EUF)E® = E°F €%,
(EAF)(E°F)¢ = EF° € T,
(EUF)(E°F)¢(EF°)° =EF €%
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et
F=FE+FE‘e%.

Ensuite,

u(F) = p(FE) + W(FE®) = n(FE)
alors que

w(E) = p(EF) + p(EF°) = p(EF).

23. Soient (X, T, ) un espace mesuré et f € L£°(X,T) une fonction posi-

tive bornée.

— Montrer qu'il existe une suite de fonctions ¢, € £°(X, %) positives
qui décroit vers f.
Solution.
Soit M > 0 tel que |f(z)] < M pour tout z € X. La fonction
mesurable positive M — f est la limite d’une suite croissante de
fonctions mesurables positives étagées.

— En déduire que si E € T est de mesure finie,

/ I du=inf{/ bdp| o€ EYX.T ), f< o)
E E

Solution.
Choisissant une suite de fonctions ¢,, € £1(X, T, 1) qui décroit vers
f, le théoreme de la convergence dominée implique que

/fduz lim /éndu
E n—+too Jp

ce qui permet de conclure.

— Les hypotheses « bornée » et « de mesure finie » sont-elles nécessaires ?
Solution.
Oui, toutes les deux. Considérer 1/y/z sur intervalle ]0,1[ pour
la premiére et 1/v23 sur I'intervalle [1,+oc[ pour la seconde (par
exemple).

6 Construction de mesures

1. Le diametre §(E) d’une partie E' d’un espace métrique (X, d) est
d(E) =sup {d(z,y) | z,y € E}.
Soient p > 0 et § > 0. On pose
i 5(E) =inf {> 6B, | EC | En, 6(E,) <6}

neN neN
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— Montrer que ,u; 5 est une mesure extérieure sur X.
Solution.
On a évidemment ,u,;(S((Z)) = 0 et puisque tout recouvrement de F
est aussi un recouvrement de E lorsque E C F, i o(E) < p 5(F)
dans ce cas. Choisissant les ensembles F,, ;. de telle sorte que

By © U Boke D 0(Enr)? < 15,5(En) + -

on’
keN keN
on a
LJ E%,g LJ LJ E%k
neN neN keN
et
SH(VEAE ) STENIED SPALAES
neN neN keEN neN

ce qui montre que u; s est sous-additive.

— Montrer que y; 5(E) est une fonction décroissante de 4.
Solution.
Sid < A, tout recouvrement de F par des ensembles de diametre au
plus J est aussi un recouvrement de F par des ensembles de diametre
au plus A.

— En déduire que

i (B) = lim s 5(E) = supfys; (F) | 6 > 0}

est une mesure extérieure sur X (la mesure extérieure de Hausdorff).
Solution.
Pour montrer que

3 ) = Xt
n

utiliser le théoreme de la convergence monotone.
— Montrer que si p < P, on a

py5(E) > 6"~ 5(E).

Solution.
On a
toy 5 (B 1nf{25 2P| EC UEn,(5 n) <0}
neN neN
= f (> 6(E) 5B | EC | B, 6(En) <6} = 6" Pufps(E).
neN neN
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— En déduire qu’a chaque E est associé un nombre H(E) (la dimension
de Hausdorff) tel que py(E) = +o00 si p < H(E) et que py(E) =0
sip> H(E).

Solution.
L’inégalité
572102 5(E) > s (E)

pour tout p < P entraine que
1p(E) > 0= 15(E) = +oo

pour tout p < P.

2. Une mesure extérieure p* est réguliére si a chaque A C X correspond
un ensemble mesurable E tel que A C E et u(E) = p*(A). Montrer
que si pu* est réguliere, pour tout suite croissante A; C Ay C -+, on a

w4 (UA )

Solution.

Soient F,, des ensembles mesurables tels que A,, C E, et que u(E,) =
1 (A,). On a

(U A ) hm 1nf Ap) < *(limJirnf E,)

(hm inf ) < liminf u(E,) = lim p*(4,) < u* (U An> .

n—-+o0o n—-+o00 n—-+o0o

3. Décrire ’espace de probabilité correspondant au cas d’une expérience
aléatoire admettant un nombre fini d’issues équiprobables et déterminer
la loi de probabilité associée a une variable aléatoire sur cet espace.
Sur quelle tribu est-elle définie et quelle est sa fonction de répartition ?

Solution.
On a
Q= {U.)l,(x)g,. . 'awN}v
T =P(Q),
_ card(E)
P(E) = N
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Toute fonction X : Q — R appartient & £°(Q,T) et

X.T = P(R),
X, P(A) = nombre de cas favorables a A.
N
Siz) < a9 <--- <ay sont les valeurs de X, on peut écrire

1 N
Fx =+ ;H[xmw[.

Le cas ou X admet moins de IV valeurs distinctes s’en déduit aisément.

. Calculer pp(n,n+1]), pr([n,n+1]), pr(ln+1/2,n+3/2]) et pr([n+
1/2,n 4 3/2]) (n € N) lorsque F(x) est la partie entiere de x.

Solution.
On a
pr(lnn +1]) = Fn+ 1) — F(n) = 1,

pur(ln,n+1))=Fn+1)—F(n—)=n+1—(n—1) =2,
pr(n+1/2,n+3/2]) =F(n+3/2)—F(n+1/2)=n+1-n=1
et

ur(in+1/2,n+3/2]) = F(n+3/2)—F((n+1/2)—)=n+1—-n=1.

. Soient X € £%(,%), t € R et supposons que eX ¢ LY(Q,T,P).

Montrer que
+oo
/ X dpP = / et dFx ().
Q —0o0

Considérons le cas ou ¢ > 0. Posons

Ank:{w‘k_1<etX(w)§k}

Solution.

’ 2n 2n
et
A, = {w|n <X,
Si ,
n n
k—1
anz on ]IAmk—FTLHAn,
k=1
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on aura

n2"
kE—1
tX . .
P=1 X, dP = 1 § P(A, P(A,
Jear =t [ dr = i 3P P4
n2"

. k—1
- i, Y5

i () t(2)

7 Convergence en mesure

1. Soient (X, T, ) un espace mesuré et f,g € LO(X,T). Alors f =, g si
et seulement si f* =, g™ et f7 =, 9.
Solution.
On a simplement

{z | d(f(x), 9(x)) > 0}
={z|d(f"(z),g" (@) > 0} U{z | d(f"().9" (x)) > 0}.

2. A quelle condition deux fonctions continues f,g : R — R sont-elles
équivalentes modulo A\ 7
Solution.

Tout point z € R est la limite de points x,, € R tels que f(x,) = g(xy,)
puisque la mesure de Lebesgue attribue une valeur strictement positive
a tout intervalle ouvert. Donc f = g.

3. Montrer par un exemple approprié que le théoreme d’Egorov n’est pas
nécessairement vrai si la mesure n’est pas finie.
Solution.
Si fn : R — R est définie par

fal@) ==,
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alors f = limy, 10 frn = 0 mais
A{z | [fn(z) = f(2)| > €}) = +oc.
4. Soient fy, : [0,1] — R la fonction indicatrice de l'intervalle
JE27™ (k+1)27™)

lorsque n =2" + k avec m >0, 0 <k < 2™,

— Montrer que les fonction f, convergent en mesure.
Solution.
Ces fonctions convergent en mesure vers 0 puisque

A | fula) > 0}) =27,

— Montrer qu’elles divergent en chaque point x €]0, 1].
Solution.
En chaque point z €]0,1], on a f,(x) = 0 pour un nombre infini
des indices n mais aussi f,(z) = 1 pour un nombre infini d’autres
indices n.

— Montrer que la suite partielle fom converge en tout point z € [0, 1].
Solution.

On a
fom =Tjp 9-m).
5. Dans £°([0,1]), calculer dy(x2,x) et [|x? — x||oo.
Solution.
On a évidemment [|x2 — x||oo = 1/4. D’autre part

MAg) = 1—46 sid<1/4,
o 0 sinon.

Ainsi A\(As) < 6 si et seulement si § > /5 — 2 et

R
R

6. Soit (X, %, 1) un espace mesuré de mesure finie. Montrer que la relation

_ lf — g
6M(f’g)_/xl—|—|f—g d

d)\ (Xza X)

=0, 190...
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définit sur £2(X, %) une distance qui est équivalente a celle de la
convergence en mesure d,(f,g).

Solution.

La fonction

f(z) — g(@)|
L+ [f(z) = g(x)]

est intégrable parce que mesurable et bornée. L’inégalité

If =gl _ _|f=AHl h — g
1+ |f—gl = 1+[f=h] 1+4]|h—g|

X +—

entraine I'inégalité
5H(fa g) < 5u(fa h) + 5u(ha g)

et 0, (fn, f) tend vers 0 si et seulement si d,( f,, f) tend vers 0 p-presque
partout sur X en vertu des relations :

/X 1+ [fn— f] dp 2 75 As(fn 1))

| frn = f] 5
/X T o] dp < u(As(fn, f)) + m“(X)‘

7. Montrer par un exemple approprié que la convergence en mesure de
fn vers f et la convergence en mesure de g, vers g n’entraine pas
nécessairement celle de f,g, vers fg.

Solution.
Les fonctions z +— x +1/n et & + 2%+ 1/n convergent en mesure vers

2 respectivement mais x +— 3 + 22 /n+2/n+1/n% ne

converge pas en mesure vers r — ,CES.

r—retxr—x

8 Espaces de Lebesgue

1. Soient X € £1(£, T, P) une variable aléatoire admettant une espérance
mathématique et ¢ : R — R une fonction convexe dérivable telle que
poX € LYQ,%, P). Montrer que

¢</QXdP>§/Q¢(X)dP

(inégalité de Jensen).
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(Suggestion : utiliser I'inégalité de convexité ¢'(to)(t — to) + P(to) <
(1))

Solution. Dans I'inégalité de convexité

¢ (to)(t — to) + ¢(to) < B(t),
soient t = X (w) et tg = [, X dP. Alors

¢</QX dP) +¢ (/QX dP) (X(w)—/QX dP) < ¢(X(w))

donc, en intégrant et en tenant compte de ce que P(£2) =1,

¢</QXdP>g/Q¢(X)dP.

. Soient X € LY(Q, T, P) une variable aléatoire admettant une espérance
mathématique. Montrer que

1+ [1X])2 s/ V1+X2dP <1+ |X|;.
Q

Solution. La fonction ¢(t) = v/1 + ¢2 est convexe donc

¢</Q x| dP) < [ oix) ap
d’ou

,/1+qu§g/ V1+ X2 dPg/(lJr\X]) dP =1+ || X|1.
Q Q

. Soient 0 < p < r < s < +oo. Montrer que

LP(X, T, ) L5(X, T, pn) € LY(X, T, p).

Solution. On a

s—r r—op
D + s
/If\”dMZ/ fls—p T s—pay
X X
S—7T T—p
S—0p

< (L) e ([ a)r.
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4. Soient 1 < p <r < 4o00. Montrer que

LP(X, T, 1) L°(X, T, 1) C L7(X, T, 1) L(X, T, ).

Solution. On a

e LY P (Y
Josran=ae [ () aw<isie [ () ae

5. Soient 1 < p,q,r < +00 des nombres tels que
1 1 1
-+-+-=1
p qg T
et
feLP(R),ge LYR),h e LN(R).

Montrer que fgh € LY(R) et que

£ ghll < [1FlIpllgllqllAll:-

Solution. Appliquant I'inégalité de Jensen, on obtient
2125?25 < aqwy + aoxs + azxs.

Le choix
VS S IS BN 1) N
£ p lgllz
puis une intégration sur R conduisent au résultat.

6. Soient f € LP([0,4+00] ) et g € LI([0,+00] ) ou 1 < p,q < 400 sont
conjugués. Calculer

r3 = az =
q’ (i

li !
TiToo T

T
/ F(s)g(s) ds.
0

Solution. Puisque

T T 1/p T 1/q
' / fg‘ﬁ(/o \f|p) (/0 |g|q> < 1ol
a

li !
m —
T—~+o00 T

on

T
| 19t ds =o.
0
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7. Soit f : [0,A] — R une fonction s’annulant a l'origine et admettant
une dérivée continue. Montrer que, quel que soit p > 1, on a

A
171 < 5117

L’égalité est-elle possible ?

x z 1/p
[ rwal<([ropa) o
0 0
de telle sorte que

A A A
' /
(A\ﬂ@?dxgé U@W%ﬁA 2P/ dy

A
IUMSHWME@-

Solution. On a

()] =

et

L’égalité aura lieu si et seulement si f(z) = cx et p = +o0.
8. Montrer que £L*(R) € LY(R) et que £1([0,1]) € £%([0,1]).
Solution. Par exemple,

1
1+ |z

e L2(R) \ LY(R)
et

;5 € £1([0, 1)\ £2([0, 1]).

9. Soient f,g € £L?(E). Montrer que

1
IF15 + llgll3 = S (I1f + g3 + 11f = gl3)

(identité du parallélogramme).

Solution. On a

If+gl3+1f—agl3=<f+g.f+9>+<f-9,f—g>
=f3+2< fog>+lgll3 + 1115 -2 < f.g> +lgl3

40



10.

11.

12.

Soit 0 < p < 1. Montrer que si f,g € LP(E), alors f + g € LP(F) mais
que l'inégalité
1f +9llo < I fllp + llgllp

n’est plus nécessairement satisfaite.

Solution. On a

|f+gl” < (L1 +19D)P < @sup{If], [g]})P < 2°(If P + [9]”)

de telle sorte que

1F+glly < 2°C1A15 + lgllp)-

L’inégalité de Minkowski peut étre fausse, par exemple, dans ’espace
L£Y2([0,1]), pour les fonctions

J=Tlo1/2) et g=1I11).

On considere les fonctions f, : [0,1] — R définies par

2By si 0<x<1/(2n%)
fo(x) =< 2081 —n%) si 1/(2n%) <z < 1/n®
0 si 1/n*<z<1.

Montrer qu’elles convergent vers 0 en chaque point z € [0,1] puis
déterminer les valeurs de p pour lesquelles elles convergent au sens de

L£P([0,1]).

Solution. Quel que soit = €]0, 1], on a

1
fa(z) =0 des que n > ——

pl/e’
/1 fp B npﬁ—a
o " p+l

ce qui tend vers 0 si et seulement si p < a/f3.

D’autre part,

Soient 1 < p,q < 400 des exposants conjugués, f, € LP(E) des fonc-
tions qui convergent au sens de LP(FE) vers une fonction f € LP(FE) et
gn € LI(E) des fonctions qui convergent au sens de L9(E) vers une
fonction g € L1(FE). Montrer que

lim / Frgn = / /.
n—+too Jp E
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13.

14.

Solution. Le résultat suit des inégalités suivantes :

[E|fngnfg|s/Efnfr|gn|+/E|fr|gng|
<= Fllplgnlla + 1 1ollgn — glla

et du fait que
i gally = llgle

Montrer que les fonctions f,(z) = sin nx forment dans l'espace de Hil-
bert £2([—n,7]) une suite bornée (|| f,,||2 restent bornées) qui n’admet
aucune suite partielle convergente (au sens de £2([—,7])).

Solution. D’une part

—+m
/ sin nx dx = 7.

—T
D’autre part,
+m
/ (sinnz — sinmx)? dz = 27.
—T
Soient f, € LP(FE) des fonctions qui convergent simplement (ponctuel-
lement) vers une fonction f € LP(FE). Montrer qu’elles convergent au

sens de LP(E) (1 < p < +00) si et seulement si

i falls = 1

Solution. La condition est évidemment nécessaire puisque

W fallo = Ifllpl < 1fn = Fllp-

Pour démontrer I'implication réciproque, on utilise le fait que les fonc-
tions |f, — f|P tendent vers 0 en restant majorées par les fonctions
2P(| fulP + | f|P) qui tendent, elles, vers 2P*!|f|P. Comme

; D D Py — p+1| £|p
Jim [ g1 = [ 24

par hypotheése, on a

lim /]fn—f|p:/0:0.
n—+oo Jp E
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15.

16.

Soit f € LP(R) (1 < p < +00). Montrer que

nm</+mu@+hy—ﬂmwdaup:a

h—0 — 0

Solution. On sait que, quel que soit h € R, la fonction z — |f(z+ h)[P
est intégrable et que

([ i np ax) e ([ i a) "

Si f € C°(R), on aura
+00 1/p
ti ([ i@ - s as) =0

en vertu du théoreme de la convergence dominée. Dans le cas général,
soit g € C°(R) une fonction telle que

1 = gllo < 5.
Alors
([ e - s dm)w
< ([ i+ m - gt +np a) "y ([t 4 - gt ) "
([ - sop )
<§+<[?m@+m—¢@wwym+§<e

des que |h| est assez petit.
Soient 1 < p,q < 400 des exposants conjugués, f € LP(R),g € LI(R)
et

+oo +oo

W)= [ fa-tg® at= [ " fogle -0 de
— 0o —o

leur produit de convolution. Montrer que h est une fonction continue

et bornée sur R.
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Solution. On peut supposer que p < +oo (autrement, on intervertit
les roles des fonctions f et g). On sait que, quel que soit = € R, la
fonction t — |f(x — t)|P est intégrable et que

(/iff@—@Wdﬁupz(/ifuquQUE

En vertu de I'inégalité de Holder, la fonction h est bien définie et

1Allee < [1fllpllgllq-

De plus, elle est (uniformément) continue sur R car
+oo

rmm—h@ns/ P — 1) — fly— Dllg(®)] dt

—00

) </;OO e or dt) : </_:o lg(t)]? dt> :

ce qui tend vers 0 lorsque = tend vers y en vertu de I’exercice précédent.

9 Dérivation

1. Vérifier qu'une fonction ¢ : [a,b] — R est & variation bornée si et
seulement si son graphe est rectifiable, c’est-a-dire si et seulement si
les sommes

(0, P) =YV (b(xr) — p(wx—1))? + (wr — 1)
k=1

restent bornées quelle que soit la partition P = {zg, 1, x2,...,z,} de
I'intervalle [a, b].

Solution. On a

|6(x1) — d(wr-1)| < V(D(ak) — dlap-1))2 + (Tk — Th-1)?
<lp(xk) — dlxr—1)| + (v — T—1)

donc

s(¢,P) <o(9,P) <s(¢,P)+ (b—a).
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2. Soit ¢ : [a,b] — R une fonction a variation bornée. Si P = {x¢, z1

est une partition de U'intervalle [a, b], soient

p(6,P) = ($lax) — d(wr-1))+,

k

s

n(¢,P) = ) (d(zx) — dler-1))-

k=1

et posons
pos(¢, [a,b]) = Sl;)p{p(cb, P}
neg(¢, [a,b]) = Sl;p{n(dx P)}.

Montrer que

pos(¢, [a, b]) — neg(e, [a,b]) = ¢(b) — ¢(a),

et que
pos(¢, [a, b]) + neg(¢, [a, b]) = var(¢, [a, b]).

Solution. On a

= Z(¢(xk> — ¢(33k71)>+ — Z(¢($k) - (ﬁ(xkfl))—
k=1

k=1
= p(¢,P) —n(e,P).
La relation
p(¢,P) =n(e,P) + (¢(b) — ¢(a))
implique
pos(¢, [a, b]) < neg(¢, [a,b]) + (¢(b) — ¢(a))
et la relation
n(¢,P) = p(¢, P) — (¢(b) — ¢(a))
implique
neg(¢, [a, b]) < pos(¢, [a,b]) — (¢(b) — ¢(a))

ce qui démontre la premiere équation.
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Pour démontrer la seconde, observons d’abord que

s(¢,P) = p(#, P) +n(s, P) < pos(¢, [a,b]) + neg(¢, [a, b])
donc que
var (e, [a,b]) < pos(e, [a,b]) + neg(¢, [a, b]).
D’autre part, en vertu de ce qui précede,
var(¢, [a,b]) > s(¢, P) = p(¢, P) + n(e, P)
=2p(¢,P) — (¢(b) — ¢(a))
= 2p(¢7 7)) - (pOS(¢, [CL, b]) - neg(¢7 [CL, b]))
ce qui implique
Val‘(d), [CL, b]) > 2p08(¢, [CL, b]) - (pOS(gf), [CL, b]) - neg(¢a [CL, b]))
= pos(¢, [a, b]) + neg(¢, [a, b]).
. Soit ¢ : [a,b] — R une fonction & variation bornée. Supposons que

¢ = g — h en soit une représentation comme la différence de deux
fonctions croissantes sur [a, b] et posons

P(x) = pos(¢, [a,z]) , N(z) = neg(¢, [a, z]).
Vérifier que P et N sont croissantes sur [a,b] et que

var(P, [a,b]) < var(g, [a,b]) , var(N, [a,b]) < var(h, [a, b]).

Solution. En vertu de I'exercice précédent,
1 1

P(z) = 5 (V(z) + ¢(z) = ¢(a)) et N(z) = (V(z) - d(z) + ¢(a))

ce qui montre que P et N sont croissantes. Puisque

V(b) < (9(b) — g(a)) + (h(b) — h(a)),
% (V(b) + g(b) — h(b) — g(a) + h(a)) < g(b) — g(a)
c’est-a-dire
var(P, [a, b]) = P(b) < g(b) — g(a) = var(g, [a,b]).
L’inégalité
var(N, [a,b]) < var(h, [a,b])
s’établit de facon semblable.
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4. Vérifier que la fonction

V3 si oz #£0,
0 si z=0.

est intégrable sur [—1,1] et déterminer la variation de son intégrale
définie .
F) = [ 1)
~1
sur cet intervalle.

Solution. La fonction f étant impaire,

1 1
/ |f($)|d$:2/ ™3 do = 3.
-1 0

Flz) = g(:ﬂ/?’ 1)

étant paire, décroissante sur [—1,0] et croissante sur [0,1] et la varia-
tion étant une fonction additive de l'intervalle,
var(F, [—1,1]) = var(F, [-1,0]) 4 var(F, [0, 1])
= 2var(F, [0,1]) = 2(F(1) — F(0)) = 3.

La fonction

5. Montrer que la fonction continue ¢(x) qui coincide avec = sinl/z
lorsque x # 0 n’est a variation bornée sur aucun intervalle contenant
0.

Solution. En vertu de I'additivité finie de la variation et du fait que la
fonction considérée est paire, il suffit de voir que la variation de ¢ sur
I'intervalle [0,2/7] (par exemple) est infinie. Considérons la partition
particuliere Py,

2 2 2 2
P =10, 2n+ )7’ (2n — 1)%""’3771";}'

Pour la somme correspondante, on a

n

3 2 @ktlr 2 (2k-Dr
| (2k + L)m 2 (2k — )7 2
2 . (2n+D)r "2 4k
> —
+‘(2n+1)7rsm 2 _Zﬂ(2k+1)(2k—1)

k=1

ce qui tend vers 400 avec n.
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6. Représenter sur 'intervalle [0, 27] la fonction sin z comme la différence
de deux fonctions croissantes.

Solution. En utilisant ’additivité finie de la variation, on obtient pour
la variation V' (z) associée & la fonction sinz 1’expression

sin x si 0§$§§
V() =< 2—sinx si ggxg%ﬂ
4+sinze st T <z<2r

et
sinz = V(zx) — (V(x) —sinx)
est une représentation possible.

7. Soit Q = {q1,¢2,93,...} une énumération des nombres rationnels.
Montrer que la fonction

1
P(x) = Z on
gn<x
est strictement croissante sur R et discontinue sur Q.

Solution. La série
oo

1
D =1
k=1

étant convergente, la fonction est bien définie. Si x1 < w9, il existe un
nombre rationnel g, entre x1 et 5. Donc

¢(z1) < P(x2).
D’autre part, en chaque point rationnel ¢,,, on a
lim ¢(qm +h) =lim Y >, > 2o L ima(gm—h)
hl0 h10 - 2n T 2m 0
n<gm+h Gn<gm

de telle sorte que ¢ fait un saut de 27" en ¢, ( la somme des sauts
doit étre égale & 1).

8. Soit ¢ : [a, b] — R une fonction & variation bornée. Montrer que |¢| est
aussi & variation bornée sur [a, b] et que

var(|g), [a,8]) < var(@, [a, b).

48



10.

En déduire I'inégalité
1 b
5 | 10l < 16(@)] + var(gl.a.B).

Solution. La premiere inégalité découle de la relation :
[ ul = ol | < u—2].

Pour démontrer la seconde, écrivons
[¢l(x) = W(x) — k(x)

ou W(x) est la variation de |¢| sur I'intervalle [a, x] et k est une fonction
croissante. On en tire

b b
[ 160 < [ ve) - k@) do = (vax(iel fa,b) + @) b - o).
Soit ¢ : [a,b] — R la limite d’une suite de fonctions ¢y, : [a,b] — R &
variation bornée. Montrer que

var(¢, [a,b]) < lﬁgfolcf var(¢n, [a, b]).

Solution. Pour toute partition P de Uintervalle [a, b],
s(¢,P) = lim s(¢n, P)
n—-+00

donc
s(¢,P) < lim+inf var(¢n, [a, b))
et
var(¢, [a,b]) < limJirnf var(¢n, [a, b]).

Calculer les nombres de Dini DT ¢(0), D4 $(0), D~ ¢(0) et D_¢(0) pour
la fonction

¢ = (Ige 100,00 T 2 Ige 10,400) = (IQ —00,0] + 2 I 10,400])-

Solution. On a

DT ¢(0) = limsup M = lim sup M — too,

h10 h K10 h

et de fagon semblable

D1 ¢(0) = —00 , D~¢(0) = +oo , D_¢(0) = 0.
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11.

12.

13.

Montrer qu’'une fonction est absolument continue sur tout intervalle
dans lequel elle admet une dérivée bornée.

Solution. En vertu du théoreme des accroissements finis, quels que
soient u,w dans Uintervalle [a,b] ou la fonction ¢ admet une dérivée
bornée, il existe v €]u, w| tel que

d(w) — ¢(u) = ¢'(v)(w — u).

Par suite,

n n

Z |p(xx) — d(zr—1)] < |¢']l00 Z(fﬂk — Tp_1).

k=1 k=1

Montrer que la fonction continue ¢(z) qui coincide avec z2sinl/x
lorsque x # 0 est absolument continue.

Solution. Application de I'exercice précédent. Si x # 0,

1 1
¢ (x) =2xsin — — cos —
x x
alors que
2sin1/x
10) = Ji &S0 _ o
ror= =

Soit ¢ : [a,b] — R une fonction croissante. Montrer qu’elle peut s’écrire
sous la forme ¢ = ¢qc + Ps OU Pge st croissante absolument continue
et ¢s est croissante singuliére, c’est-a-dire telle que ¢}, = 0 presque
partout sur [a, b].

Solution. La fonction
Gac(T) = / @' (t) dt

est croissante, absolument continue et
Pac(@) = ¢ (2)
presque partout sur 'intervalle [a,b]. La relation
T2
/ ¢'(t) dt < p(x2) — P(x1)
1

montre d’autre part que la fonction

(z)S(x) = ¢($) - (z)ac(x)

est croissante.
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14. Montrer qu’'une fonction convexe ¢ : R — R est absolument continue
sur tout intervalle compact [a, b].

Solution. On sait que si z1 < 9 < x3 < 24,

¢(x2) — ¢(x1) _ Plxs) — P(x2) _ d(wa) — d(w3)

To — I - T3 — T2 - T4 — T3

de telle sorte que si a < x <y < b,

(y) — ()

da—1) - la—2) < BT

<opb+2)—p(b+1).

On en déduit que

=22 < sup{lofa— 1)~ ola — 2 folb+2) ~ b + D]} = K.
Ainsi

D lo(tr) — d(si)l < K> |tk — sil.
=1

k=1

15. Soit ¢ : [a,b] — R une fonction absolument continue. Montrer que
b
var(6,fa,b) = [ 16/(0)] da.
a

Solution. Supposons d’abord que ¢’ soit continue. Soit P = {xg, 1,22, ..., Zn}
une partition quelconque de U'intervalle [a, b]. Alors, en vertu du théoréeme
des accroissements finis, il existe des points y1, ¥y, ..., ¥y, tels que

n

D lo(xr) = dlar—)| = Y ¢/ (yr) (2 — wr1)
k=1 k=1
de telle sorte que

n

> inf {|¢'(@)] | wx-1 < @ < @} (25 — 1)
k=1

<) lo(zr) — d(zr-1)|

k=1

< ZSUP {1¢/(@)] | wp-1 < @ <@g} (T — Tp—1)-
k=1
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Puisque

/|¢|—sup{ 1nf{|¢ )|z 1<x<xk} Tp — Th— 1)}|73}

mf{Zsup{\(b ) | zro1 <@ <ap}( k—xkl)}‘P}

on peut choisir une partition P telle que

ZSHP {I¢'@)| | 21 < @ < ap) (zx — 2p-1)

—Z1nf{|¢ N zr-1 <z <ap} (z — 2p-1) <,
ce qui imphque que

var(6, [a, b]) — / b

b
var(6.fa.) = [ 10

Dans le cas général, introduisons une fonction g € C([a, b]) telle que

b
’ €
/a |¢" — g 5

<e

donc que

dans ce cas.

Pour la fonction

on a b
var(G. a.t) = | lgl

n n

Y lé(ar) = dlap-1)| = Y [Glax) — Glay-1)]

Maintenant,




On en déduit que

|var (¢, [a, b]) — var(G, [a, b])| <

l\')\m

puis que

b
var(¢, [a, b)) — / < var(@, [a,b]) — var(G, [a, b))

b
+ lgl —

b
var(G, [a, b]) — g\‘ +

€

5 0+/ ¢ — gl < e

b
var(, [a, ]) = / 4.

16. Soient ¢ : [a,b] — R une fonction absolument continue et

ty = sup{o (¢, P) [ P}

la longueur de son graphe. Montrer que
b
e¢:/ 1+ ¢/(2)? da
a

Solution. Supposons d’abord que ¢’ soit continue. Soit P = {xq, z1,z2,...,zn}
une partition quelconque de U'intervalle [a, b]. Alors, en vertu du théoréme
des accroissements finis, il existe des points y1, ¥, ..., ¥y, tels que

S Vo) — 6@+ @r— 1) = 31+ ¢ () (=)
k=1 k=1

donc

\V)

ce qui entraine

n

mf{ 1+¢/<w>2|xk_1|sﬂchk}

k=

—_

V(0(zk) — d(wr-1))? + (zk — 2p—1)?

NE

<

i

1

3

IN

sup{ 1+ ¢/ (z)? | poy] <z < :L'k}

B
Il
—
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La partition P étant arbitraire, on en déduit comme dans ’exercice
précédent que
b
by = / V1+9?
a

Dans le cas général, introduisons une fonction g € C([a,b]) telle que

b
’ €
-9/ <.
/a |¢" — g 5

dans ce cas.

Pour la fonction

on a )
b = / V14 92.
a
Maintenant, en utilisant la relation

u — v

|\f*ﬁ|zma

on voit que

> V(Glar) = Glag—1))? + (wx — xp—1)>

k=1

3

|(b(zk) — dwr-1))> — (G(an) — Glzx-1))|

~—| [ —

=V (o(ar) — d(xp-1))? + (2 — 3-1)? + /(G(ar) — G(ap—1))? + (xk — T—1)?

“ |(d(zx) — d(z-1))? — (G(zk) — G(28-1))?|
<2 (e — Slar ) 71C(ox) = Gl )]

n b i
< 3 1(6() — 6(wn) - (Glan) — Glana)) < [ 16— gl < 5.

On en déduit que
[lg — La| < %
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17.

puis, comme précédemment, que

b
|€¢—/ 1+¢’2§€+0+‘ 1+¢%—/1+g?)
a

<5+ [0 -al<e

A partir de la formule d’intégration par parties, montrer que si la fonc-
tion F': [a,b] — R est absolument continue, positive et décroissante et
si la fonction g : [a,b] — R est intégrable, il existe ¢ € [a, b] tel que

/a bF(x)g(x) dz = F(a) / " (@) da.

(« Deuxieme théoreme de la moyenne ». Quel est le premier 7)

Solution. Posons

Alors

/a " Fo = F)G(b) / e

Puisque F’ est négative,

b
Fh)G(b) +nf{G(x) | = € [a, b} (F(a) — F(b) < / Fq
< F(b)G(b) 4+ sup{G(z) | z € [a,b]}(F(a) — F(D))

et, puisque F' est positive,

b
inf{G(x) | z € [a,b]} F(a) < / Fg <sup{G(z) | z € [a,b]}F(a).

En vertu du théoreme de la valeur intermédiaire, il doit exister ¢ € [a, ]
tel que

b
/ Fg = F(a)G(c).

Le premier théoreme de la moyenne dit qu’il existe ¢ € [a, b] tel que

/f F()b - a).

Il s’applique des que f : [a,b] — R est continue et peut étre déduit
du théoreme des accroissements finis ou du théoreme de la valeur in-
termédiaire.

95



10 Mesures signées

1. Soient vy et v deux mesures signées sur (X, T). Montrer que, quelques
soient les nombres a1, a2 € R,

larv1 + agve| < a|[v1] + |az|[ve].

Solution.
L’inégalité
[v1 + vo| < i + [ra
suit de l'inégalité |11 + 12(E)| < |v1(E)|+ [v2(E)| quel que soit E € ¥
et I'équation
a1 | = faa ]
suit directement de la définition de |aqv1].

2. Soit (X, %) un espace mesurable. Une mesure complexe v sur X est
une fonction v : € — C additive et s’annulant sur ’ensemble vide.
— Définir la variation |v| de v et vérifier que |v| est une mesure positive
finie telle que
lv| < |Rv|+ |Sv|.

Solution.

La définition est la méme que pour une mesure signée et la démonstration
du théoreme selon laquelle une mesure signée est bien additive s’ap-
plique mot pour mot. L’inégalité

V] < [Rv] + v
découle de ce que
w(E)| < [Rv(E)| + [Sv(E)|

pour tout F € .
— Définir I'espace L1(X,T,v) et fX f dv puis montrer que

1/fws/umw
X X
Solution.

L’espace £L1(X,T,v) est défini par

LYX,%,v) = LYX, T, %)L (X, T, )
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et

/dey—/deifiy+i/de%V.
’/dey :e“’/xfdy:/xfd(e“’y)

= [ £aoem) < [ 151t = [ 11 dw

3. Soit v € M(X, ). Montrer qu'il existe f € £L°(X, %) telle que |f] < 1
|v|-presque partout et que

v(E) = /Ef dlv|, E € %.

Solution.
La mesure v étant absolument continue relativement & la mesure |v/,
il existe une fonction

fef' (X, %, v) =X, T, v LNX, T, v)

telle que
v(E) :/ f d|v| pour tout E € %.
E

L’inégalité du triangle pour les intégrales entraine que l'on a
W|(E1) = [v|(E2) =0

pour les ensembles
By ={z| f(z) > 1}
et
Ey={z| f(z) < —1}.

4. Soit (X,%) un espace mesurable tel que {z} € T pour tout z € X.
Une mesure p € M(X,%) UM4(X,T) est diffuse si p({z}) = 0 pour
tout x € X et atomique si elle est portée par un ensemble fini ou
dénombrable.

— Montrer qu’une mesure diffuse et une mesure atomique sont toujours
étrangeres I'une a l’autre.
Solution.
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Soient p; une mesure diffuse et py une mesure atomique, portée par
les point {zy,},. Soit

Dy = | J{zn}.

Alors
p2(E) = p2(ED2)

et
p1(E) = p1(EDy + EDj5) = p1(ED3).

— Montrer que toute mesure p € M4 (X, ) o-finie admet une décomposition
unique sous la forme 1 = p1+p2 ol p; est diffuse et pa est atomique.
Solution.

Puisque u est o-finie, 'ensemble

D ={z | p({z}) > 0}
est fini ou dénombrable. La mesure
p2(E) = u(ED)
est atomique et la mesure
pr(E) = u(ED)
est diffuse. Cette décomposition est unique. Si 'on a
p=p1+p2=11+T7
avec p1, 7 diffuses et po, 7o atomiques, on aura
(p2 = m2)({z}) = (p1 —1)({z}) =0

pour tout x € X.

11 Mesures produits

1. Donner un exemple
— d’une classe monotone sur X contenant ’espace X et ’ensemble
vide mais qui n’est pas une tribu,

Solution. {(), A, X} avec 0 G A G X.
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— d’une mesure qui n’est pas o-finie.

Solution. La mesure du cardinal sur R.

. Soient fieqrg la mesure du cardinal sur N et

2—-27" si m=n,

f(n,m) =< -242"" si m=n+1
0 autrement .
Calculer
/d,ucard(m)/ f(n,m) d,ucard(n)
N N
et
/dﬂcard(n)/ f(nam) dlucard(m)'
N N
Solution.

/Ndﬂcard(m)/Nf(nvm) dﬂcard(n) = /N(2_2_m_2+2_m+1)ducard(m) =1
et
/Nducmd(n)/Nf(n, m) dptegra(m) = /N(—2—|-2n—|-2—2")d,ucwd(n) =0.

On a
/2 |f|dﬂca7‘d X fheqrd = +00.
N

. Soient (X, ¥, 1) un espace mesuré o-fini complet, f,g € L2(X, T, ) et

h(z1,x9) = (f(z1)g(w2) — f(22)g(21))>.

Montrer que h € L1(X x X, T x T, u x p) et en déduire I'inégalité de
Cauchy-Schwarz :

1£glly < 1 fll2llgll2-

Solution. L’intégrabilité de h et I'inégalité de Cauchy-Schwarz suivent
toutes les deux de la relation

/Xz |f(z1)g(@2) f(x2)g(@1)|dp x p
= [ 1yt duwn) [ 1fgten)] duten) < 11131915
x X
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4. Soient (X1,%1,pu1) et (Xo, %o, po) deux espaces mesurés o-finis com-
plets, K € £2(X1 X X9, T1 X%, 1 X,U,Q) et f € £2(X1, %1, }Ll). Montrer
que
— Pour pa-presque tout zo € Xy, la fonction x1 — f(z1)K (1, 22) est

intégrable.

Solution. On a
/ \K(:cl,xg)lz dpy < 400
X1

a-presque partout donc

/ @)K (21, 22)] din
X1

1/2 1/2
< ([ v dn) " ([ 1K dn) < e

[o-presque partout.
— La fonction

g(w2) = f(z1) K (21, 22) din
X1

est mesurable.

Solution. La fonction g est mesurable lorsque la fonction (z1, z2) —
f(x1)K(x1,z2) est la fonction indicatrice d’un ensemble mesurable
donc lorsqu’elle est une fonction étagée donc finalement lorsqu’elle
est simplement intégrable.

—gc [,2(X2,(ZQ,,U,2) et

lgllz < [fll2[ K ]l2-

Solution. On a

/ g2 dpz = / ds | [ Fe) K (e, 20) dyis
Xo Xo X1

< /X i ( /X ISP dm) ( /X K dm) — IFBIKIE

5. Montrer que £g X £gr # Lpe.

2

Solution. Si £ n’est pas dans £ et N est de mesure nulle, ExX N € £p2
mais £ x N ¢ £g x L.
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6. Soit f : [a,b] — R une fonction mesurable positive. Montrer que Ien-
semble
E={(zy)la<z<b, 0<y< f(z)}

est mesurable (relativement a la tribu produit) et calculer sa mesure.
Solution. On a
E={(z,y) | f(x) =y = 0} N[a,b] x [0, +00.

et la fonction (x,y) — f(x) — y est mesurable. De plus

+oo  ptoo b f(=x) b
X (E) = / / Ig dxdy = / da?/ dy = / f(z) dx.
—oo J—o00 a 0 a

7.AFE C R associons ’ensemble E C R? défini par

E={(xy) |r—-yckE}
et considérons la famille

T={EcBr|FE c By}
Montrer que ¥ = By.

Solution. Les relations
(E) = (E) et |JEBy=JE
k k

qui sont aisément vérifiées, entrainent que T est une tribu. Puisque
la fonction (z,y) — = — y est continue, O est ouvert quel que soit
I’ensemble ouvert O. Cela assure que Br C ¥ donc que Br = .

8. Déduire du théoréme de Tonelli et de la relation

+oo 9 +o0 .
/ e ”? dz:/ xe Y dy si x>0
0 0
que

+oo 9
/ e /2 dx = \V2r.
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Solution. En vertu du théoreme de Tonelli, on a

oo 2 2 +oo 2 +oo 2
</ e ” dx) :/ e ” d:v/ e 7 dz
0 0 0
—+o0 —+o00 —+o00 400
:/ e dx/ ze "V dy 2/ dy/ ze~ (V) gy
0 0 0 0

/+oo dy 1 . +oo
= ——»- — — arctan
o 20+ 2 Y

0

NS

9. Calculer

/Oldx/olf(x,y) dy /Oldy/olf(:v,y) dx et /Ol/ol\f(x,y)mxdy

pour la fonction
22 —

flz,y) = m

Solution. Puisque

Ay ap _d(
dy $2+y2 - ($2+y2)2 - dx l‘2+y2 ’

on a 1 1 1
dx T
d d = = —
/0 33/0 f(z,y) dy /O T2 1
1 1 1 dy T
d dr = — v __Z=
/0 y/o f(z,y) dx /0 15,7 1
et

1 1
//If(fv,y)\ dxdy
0 0
1 ) 2 1,2 2
Y —x z? —y
— [ 4 " _dr+ | =2 4
/o y</ @2+ 27 / (22 + 42)? w)
L7 1
/o<y 1+y2> y= e

10. Utiliser le théoréeme de Tonelli pour calculer de deux manieres I'intégrale

b 1
/dx/ ydy,0<a<b
a 0
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11.

et en déduire la valeur de

1,0 a

y -y
/ gy
0 ogy

Solution. L’intégrand étant positif, on a

b 1 b
dx b+1
[ [ an= [T = e
1 b 1,b_ ,a
/dy/ ymd:ﬂ:/ Y79 4
0 a o logy

Ly — g _ b+1
dy = log ——.
o logy a+1

de telle sorte que

Utiliser le théoreme de Fubini pour calculer de deux manieres l'intégrale

A rA
/ / e " sinz drdy
0 Jo

A

et en déduire que
sin x

lim

™
dr = —.
A—+o0 Jo T 2

Solution. On a d’une part

A A A
/ dw/ e sinzx dy = / S (1 — e_Ax) dx
0 0 o

T gin g
— dzx
0 X

lorsque A — +00 puisque, par convergence dominée,

A .
sin x
/ e A% dy — 0.
0

x

D’autre part, en intégrant par parties par rapport a x,

A A Aq 4y — ysi
/ dy/ e_“”ysinxda::/ 1—e (cosA2 ysin A) p
0 0 0 L4y

/+oo dy T
N —
0 1 —+ y2 2
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12.

12

puisque, encore par convergence dominée,

/A cos A —ysin A
0

v 0
1,2 - YT

lorsque A — +o00.

Déterminer les valeurs de p pour lesquelles l'intégrale

1
dX3
/|x||2>1 (2% + 23 + 23)/2
est convergente.

Solution. En passant aux coordonnées sphériques
x1 =rcosfysinfy , xo =rsinfisinfy , r3 = rcosbs
qui effectuent un difféomorphisme de classe C* entre
10, 400 x | =, w[ x |0, 7[
et I'espace privé du demi-plan
{(z1,22,23) | 2 = 23 = 0,21 < 0}

et dont le jacobien vaut r2sin fy, on obtient

! " " e dr 47
d)\S = / d91 / sin 92 d92 / =
/x2>1 ($% + x% + x%)p/Q -7 0 1 rp—2 p—3

si p > 3 (et +o00 autrement).

Applications

. Soit f € L} . Montrer que

lim ¢ (f) =0.
|k|—-+o0

Solution. Si f est continue sur [—m, 7], elle est de carré intégrable sur
[—m, 7[. La série "% |e(f)|? est donc convergente. En particulier,

lim ¢ (f) =0.
|k|——+o0
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Dans le cas général, soient € > 0 arbitraire et g une fonction continue
sur [—m, 7| telle que

1 + €
o | If —g] < 3
Alors
eh)l == [ ree ar
Ck = 9. B e
<|L / +ﬂ( ft) — g(t))e *t dt| + 1 / o (t)e t qt
=lor ), g\e o | IWE
1 [f7
<o |f — gl +lex(g)] < e
T —T

des que |k| est assez grand.
. Soit f € £} une fonction a variation bornée sur [—m,7]. Montrer que

var(f, [—7r,7r]).

()] <

Solution. On a

2 J_,
2t =52 [ (1 (= 5) =1 (=2)) e
2alf) =5 [ (£ (1= @h=DF) = (1= @0 T)) e ar
Donc
4 2k—1
tha(f) =5 [ Y 0 (s (t= i)~ (- G+ D)) e M
s
et
4 2k—1
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3. Développer la fonction f(r) = 72 — 22 en une série trigonométrique

sur Uintervalle [—m, 7]. En déduire la valeur des sommes
+oo k+1 TFoo +oo
(—1) 1 1
D m ot g
k=1 k=1 k=1

Solution. On a

et, si k #0,

L (7 o o ke ht1 2
Ck(f):% (7% —z%)e dr = (—1) 2

en intégrant par parties deux fois. La série de Fourier obtenue,
2 k1 2 ik
) ()R ﬁel ‘
k40

étant absolument convergente, sa somme est la fonction continue qui
I’a engendrée :

or? X 4
7r2—x2:?+ (—1)k+1k—coskw si —m<z<m.
k=1

En particulier, faisant = 0 puis = 7, on obtient

L’identité de Parseval implique d’autre part
T 90
P k 90

4. Développer la fonction f(x) = z en une série trigonométrique sur
I'intervalle (—m, 7). En déduire la valeur des sommes

= (—1)F X sin ka

— 2k +1 Pt k




Solution. On a
i(—1)k+1
k

co(f)=0 et cx(f) = si k # 0.

Le théoreme de Dirichlet étant applicable,

+o0
2
T = Z(_l)kﬂﬁ sinkx si —m<x<m.
k=1

Choisissant x = /2, on obtient

Remplacant x par @ — x, on obtient

o0 .
sinkrx w-—=x

A 5 si 0<ax<2m.

k=1

. Soient f € £} une fonction réelle et

S(f)(x) fao +Z (ak(f) cos kx + by(f) sin kx)

sa série de Fourier écrite sous « forme réelle ». Quelle est ’expression
intégrale des coefficients 7 Que devient I’identité de Parseval ?

Solution. En utilisant 'identité d’Euler

e = cosf + isiné,

on trouve
1 [t 1 [t
ar(f) == f(t)coskt dt, by(f) = — f(t)sinkt dt
(y compris pour ap(f)) et

+m
Lol +Zak STOREEY BT

—T
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6. Soit f € C°(R) une fonction indéfiniment dérivable & support com-
pact. Montrer que, quel que soit N € N,

lim &N f() =o0.

¢ =00

En déduire que, si f € LE(R),

lim f(&) =0.

|§| =400

Solution. En intégrant par parties sur un intervalle compact plus grand
que le support de f, on obtient

~ 6—z§t

R S YR S AN
f(i)—\/%/oo f(t) dt—m/mf(t)_lf dt

B B 1 +00 (V1) . e*iﬁt ”
==y L T e

de telle sorte que

1 1 oo
S -
|§| \/271' —00

Dans le cas général, on peut supposer f réelle. Soient f, € C2°(R) des
fonctions telles que

G FYe0 o) ar

gim[f— fll =0,

Alors

Donc, on aura

FOI<1f(©) = Fal)l + 1 fal©)] < €

en choisissant d’abord n puis, n fixé, |£| suffisamment grands.

7. Calculer la transformée de Fourier de la fonction

fla) =e k.

T coséx
/0 11 dg.
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Solution. On a, si & # 0,

o= [ et
= — e e
V2T J o
2 [teo 21 [t
= \/7/ e tcosét dt = \[5/ e tsin &t dt
T Jo T 0
2 1 oo
=14/— 5—2 ( / e tcost dt> .
T 0

en intégrant par parties deux fois. On en déduit que

o=\ e

Cette tranformée de Fourier étant intégrable, la formule d’inversion de
Fourier s’applique et donne

T cos T
TS ge = 2 el
/0 re®=3¢

8. Calculer la transformée de Fourier de la fonction

flz) = H[—1,1] (z).

+o0 Sin2 T
0 X

Solution. Un calcul simple donne

SRS S L _\Fsmg
0= g [ = 2%

et la relation de Parseval conduit a

T gin2 ¢ T
5 doe = —.
0 X 2

9. Calculer la convolution [[_y 1 * I|_y 1) et vérifier I'équation f/*\g = f g
dans ce cas.

En déduire la valeur de
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10.

11.

Solution. En distinguant suivant les valeurs de z, on obtient

I @ = = [ Taa® dt= S @~ o) @),

La relation m = f g s’écrit ici

1 —cos28 2sin? ¢
7T§2 o 7T§2 ’
Montrer que si f,g € LA(R) on a
+o0 +oo

f(@)g(x) dv = f(x)g(x) dx

Solution. Lorsque f,g € LA(R) N LE(R), le théoreme de Fubini est
applicable et donne

| s a= [ s dx/+°o e dy

— 00

[ e[ " i | fwt) dy

Dans le cas général, soient fa = fI[_4 ) et ga = glj_4 4. Alors

+00 +o0
/ f(@)g(x) de = lim fa(x)ga(z) dx

o A—4o0 J_
+oo +oo

= Jim [ fa@a@) do= [ fgla) da.

A—doo J_ — 0

Soit f € L}(R) une fonction continue telle que

+00
D 1F(E)] < +oo.

Supposons que supp( f )=[m, w]. Montrer que
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En déduire la formule d’interpolation suivante

sm m(x —k
WL
— k)
(le « théoreme d’échantillonage »). Que donne cette formule lorsque

F&) = (7 — €D r ) ()7

Solution. On a

A +7T A
lf) =5 [ T ar
11 [t 1

T Vemver -

Par conséquent, en tout point de Uintervalle [—, 7],

Z en(f)ee = Z \ﬁ yeiké

et, en tout point de R,

_ LT e
f@—J/ fe)ecs ae

+m +0

—zk§ Jia sinm(z — k)
Zf d¢ = ZfA—@jy

en vertu du théoreme de la convergence dominée. Si

F&) = (7 — [ENT_r ) (&),

on a
2 1—cosmx
x) ™ — ‘€z g -
Fo) = = [ e de = «
de telle sorte que la formule est applicable et donne
1 —cosma _ 1— —1)* sinm(z — k)
7 et o
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