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Notation

Les symboles N, Z,Q,R et C dénotent les ensembles de nombres naturels, entiers, ra-
tionnels, réels et complexes, respectivement. On n’inclut pas le nombre 0 a I’ensemble de
nombres naturels. On écrit aussi Z-, pour l’ensemble d’entiers > a, R., pour ’ensemble de
nombres réels négatifs, etc. Donc, N = Z>.

Etant donné un ensemble A, on dénote par 1, sa fonction indicatrice. De facon plus
générale, on écrit, par exemple, 1,,—, pour dénoter la fonction indicatrice de 1’événement
m=n.

Le symbole log x dénote toujours le logarithme naturel de z (dénoté par In x dans quelques
livres).

Etant donné un intervalle, on écrit C*(I) pour I'ensemble de fonctions f : I — R qui
sont dérivables k fois, et dont la k-iéme dérivée f() est continue sur I.

Notons que si I = [a, b], alors les dérivées en a et en b sont définies en utilisant les limites
lim, ,+ et lim, ,,-, respectivement. De méme, si I = [a, b), alors pour définir la dérivée en
a, on utilise la limite lim,_,,+, etc.

Etant donné un nombre réel z, on utilise la notation [z| pour dénoter sa partie entier,
qui est défini d’étre le plus grand entier n qui est plus petit que z, c’est-a-dire
|z] = max{n € Z : n < z}.

De plus, on utilise la notation {x} pour dénoter la partie fractionnel de z, qui est définie par

{z} =2 — |x].

On remarque ici que la partie entier de x est 'unique entier n satisfaisant les inégalités
n < x < n+ 1. Une autre propriété de la partie entier qu'on utilisera beaucoup est que si
x > 0, alors

lz] =#{neZ:1<n<uzx}
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Chapitre 1

Intégrabilité

Le but principal de la théorie de I'integration est de calculer I'aire entre le graph d’une
fonction f : [a,b] — R et I'axe de z. La fonction f peut étre trés irréguliére, donc 'idée
est d’essayer de trouver des approximations de f par des fonctions plus simples dont 'aire
correspondante peut se calculer facilement. En particulier, on utilise des fonctions en escalier
pour donner une approximation de f, car c’est tres facile de calculer l'aire entre le graph
d’une fonction en escalier et I'axe de .

Une fonction en escalier définie sur [a, b], sera constante de a jusqu’a un certain point z,
puis de x; jusqu’a un deuxiéme point x5, et ainsi de suite. Cette observation nous améne
naturellement & la définition suivante :

Définition 1.1. Une partition P de lintervalle [a, b] est un ensemble P = {xg, 1, - ,2,}
tel que a = x9 < 27 < --+ < x,, = b. Elle partage [a, b] dans les intervalles

Il — [Il)x()]; ]2 - [$27x1], ]n: [xn—laxn]
qu’on dénote collectivement par

I(P) = {I\,..., I,}.

Finalement, I’épaisseur de P est le maximum entre les longueurs de I, ..., [,, c’est-a-dire
1P|} = max (z; — 2j-1). O
<j<n

Définition 1.2. Si I = [a, b] est un intervalle, alors on dénote sa longueur par
11| =b—a. O

Etant donnée une partition P de [a,b] avec Z(P) = {Iy,...,1,}, c’est facile de trouver
des fonctions en escalier qui pourraient servir comme d’approximations de f : pour chaque
intervalle /;, on choisit un point §; € I; et on calcule la valeur de f en ¢;. La fonction en
escalier qu’on considére est

g=f(&) 1+ f(&) 1+ + f(&) - 14,
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Evidemment, I'aire entre le graphe de g et 'axe de = est donnée par la somme

R(f, P.&) := f(&) | + [(&)La| + - - - + [(&n)[Ln]-

Cette somme est appelée la somme de Riemann de f correspondant a la partition P et
au choix des points € = (&1,...,&,). Pour que l'intégrale de f soit bien définie, il faut que
les sommes de Riemann R(f, P, &) tendent toutes vers le méme nombre (qu’on va noter par

fab f), indépendamment du choix des points &, . ..,&,, a condition que || P|| tend vers 0. La
définition suivante exprime cette idée intuitive :

Définition 1.3. Soit f : X — R une fonction et [a,b] C X. On dit que f est Riemann-
intégrable sur [a, b] s’il existe un nombre réel S ayant la propriété suivante :

Pour chaque ¢ > 0, il existe 6 > 0 tel que si P = {xg,x1,...,x,} est n’importe quelle
partition de [a,b] d’épaisseur ||P|| < d et & = (&1,...,&,) est n’importe quel choix de points
& € [rj1,25], 1 < j <n, alors

|R(f, P,§) — S| <e.

Dans ce cas-ci, on aplbaelle le nombre S l'intégrale de Riemann de f et on le dénote par
b A
[ f ou, méme, par [ f(z)dx. O

Au cours du calcul intégral, on a vu plusieurs fagons de calculer le nombre S, sl existe.
Le point de départ est la notion de la primitive :

Définition 1.4. Si f : [a,b] — R, alors une antidérivée ou une primitive de f est une
fonction F : [a,b] — R telle que :
— F est continue sur [a, bl ;
— F est différentiable sur (a,b) et, pour tout = € (a,b), on a que F'(z) = f(z).
[

Exemple 1.5. Si [a,b] C (0, +00), alors une primitive de la fonction f(z) = 2P est donnée
par

P (p+1) p> -1,
F(z) =< logx sip=—1,
P /(p+1) sip< —1.

O

L’importance de la notion d’une antidérivée se manifeste au théoréme fondamental
du calcul intégral :

Théoréme 1.6 (théoréme fondamental du calcul intégral). Soit f : [a,b] — R une fonction
intégrable sur [a,b]. Si F' est une antidérivée de f, alors

b
/ f(x)dz = F(b) — F(a) =: F(x)
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Démonstration. Soit P = {zg,z1,...,x,} une partition de [a, b]. Pour tout j € {1,...,n},
le théoréme des accroissements finis implique qu’il existe §; € (x;_1, ;) tel que

F(x;) — Fzj1) = F'(§) (x5 — 1) = f(§) (x5 — 251

Donc

n n

R(f,P,&) =Y (&) — i) =Y (Flx;) = F(zj1)) = F(b) = F(a),

Jj=1 J=1

Le coté droit ne dépend pas de P et le coté gauche tend vers ff f quand ||P]| — 0 car on a

supposé que f est intégrable!. Par comparaison, on trouve que fab f=F()— F(a), comme
voulu. O]

L’énoncé du théoréme fondamental du calcul intégral suscite une question fondamentale :
Quelles fonctions sont intégrables 7

En effet, c’est facile de voir que 22 /2 est une primitive de x, donc on soupgonne que fol rdx =
1/2. Cependant, pour appliquer le théoréme 1.6 il faut d’abord savoir que la fonction = est
intégrable !

Exemple 1.7. La fonction-constante ¢ est intégrable sur chaque intervalle [a,b]. De plus,

on a que
b
/ cdr=c-(b—a).

En effet, si P = {xg,z1,...,x,} est une partition de [a, b], alors
R(f,P, &) = Zc —zj1)=c- (T, —x0) =c-(b—a)

par sommation télescopique. Donc, |R(f, P,€) — ¢(b — a)| = 0 < € pour chaque ¢, d’ott on
déduit que f: cdx existe est est égale a ¢(b— a).

Exemple 1.8. La fonction = est intégrable sur [0,1] et on a que fol zdx = 1/2.
En effet, P = {xg,z1,...,x,} est une partition de [a, b], alors

R(f,P.€) = Z@ —aj_1).
Si notre partition est P = {0,1/N,..., N/N} et on choisit z; = j/N, alors
N
J 1 N—|—1 1
P, S -
RIPO=2. 5 N NZ:: 3

1. Cette hypothése est importante et elle n’est pas impliquée par l'existence de la primitive F'; voir
exercice 3.1(a).

3




quand N — oo. (Ici, on a utilisé le fait que 1+24---4+ N = N(N +1)/2. Montrez-le comme
exercice !)

On peut généraliser le calcul précédent : tout d’abord, si ¢; = (x; + x;_1)/2 est le centre
de l'intervalle [x;_q, z;], alors

n 2 2 2 2 1

" (x4 xjo)(z; — i "Lxl -y T, —X
ZC](:U ziy) = Z(] J1)2(J J1>:ZJ2J1: 20:§

Jj=1 j=1 j=1

par sommation télescopique. De plus, on a que

n

—xj1) = Y cilay —aim)

7j=1

n

Z(fj ¢j)(xj — xj-1)

=1

SZ x“

car £ — ¢;| < (x; —xj_1)/2 pour chaque ; € [z;_1, ;] (le nombre ¢; se trouve au centre de
Vintervalle [x;_1,z;]). Puisque z; — z;_; < ||P]|, on en déduit que

171 7]
STy 2 — ) =T
j=1

par sommation télescopique. On a déja montré que 2?21 ¢j(z; — xj—1) = 1/2. Donc, on a
que

n

vy — o) — > cilay —

7j=1

|R(f, P,§) —1/2| < |[P]|/2.

On en déduit facilement que f est intégrable sur [0,1] avec intégrale 1/2 : si ¢ > 0 et
| P|| < 2¢, alors |R(f, P,€) — 1/2| < e pour n’importe quel choix de points &; € [z,_1, ;].

Méme pour la fonction simple f(z) = =, on a travaillé durement pour montrer qu’elle
est intégrable. On cherche alors une fagon plus systématique et générale pour montrer que
plusieurs fonctions intéressantes sont intégrables.

Le critére d’intégrabilité de Darboux
Soit P une partition avec Z(P) = {I,...,I,}. On commence en observant que

(1.1) IR(f,P.&)—S|<e <<= S—c<R(f,P&<S+e.

Il faut que cette relation soit vraie pour chaque choix de §; € I; quand P est assez fine. Ceci
est équivalent au fait que

(1.2) RY*(f,P)<S+¢ et R (f,P)>S—c¢,

ou
RY(f,P):= sup R(f,P,&) et R (f,P):= inf R(f,PE§).

&€l i€
1<j<n 1<j<n
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On appelle RT(f, P) la somme supérieure de Darboux de f (par rapport a P), et on
appelle R~(f, P) la somme inférieure de Darboux de f (par rapport a P).
Observons que, puisque R(f, P,&) = Y7, f(&)1] et |Ij| = 25 — x4 > 0, on a que

RAEP) =D swp f() - (o) = ajm1).

De fagon plus compacte, on peut écrire cette relation comme
B(f,P) =" (sup (1)) - |1
j=1

Idem, on a que

3
3

<xj lligf]% fy)) (T —xj0) = Z (inff([j)) L)

j=1 j=1
On reviens maintenant a la relation (1.2) :
S—e<R (f,P)<R'(f,P)<S+e

Donc, les nombres R*(f, P) se trouvent dans un intervalle de longueur 2¢. En particulier,
leur différence est < 2. On appelle leur différence 'oscillation de f par rapport a P et on
la dénote par?

D(f,P):=R*(f.P) =R (}.P)
1.3 =30(, s 116) - o 16)) 0250

M-

(sup /(1) = inf S(1,)) - |11

1

J

Le terme ‘oscillation’ est justifié de la définition suivante :
Définition 1.9. (a) Soit A C R. Définissons le diamétre de A par
diam(A) :=sup{|a — b| : a,b € A}.
(Le diameétre pourrait étre 0o.) L’exercice 1.4 montre que

diam(A) = sup(A) — inf(A).

2. On n’a pas besoin de savoir que f est bornée pour montrer que D(f, P) = Z? L (sup f(I;)—inf(I;))(z;—
xj—1). En effet, on a toujours que sup f(I;) > —oo, ainsi que inf f(I;) < +o00. Or, si f est non-bornée, alors
il existe j tel que soit sup f(I;) = +oo ou 1nf f(I;) = —oo. Donc, toutes les expressions apparaissant a (1.3)
valent +o0.
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(b) Soit f: X — Ret Y C X. L'oscillation de f sur Y est définie comme

oscp(Y) == sup |f(s) — f(t)] = diam(f(Y)) = sup f(Y) — inf f(Y). O

s,tey’

Avec la définition précédente, on a que

n

D(f,P)=> sup [f(&)— &) (xj—zj-1)

j=1 ijlgijgg'gmj
n
= " oscs(L)) - |1].
j=1

Darboux a utilisé les quantités D(f, P) et RE(f, P) pour donner une approche alternative
a la théorie d’intégration de Riemann. Son grand succés est une caractérisation intrinséque
de la notion d’intégrabilité :

Théoréme 1.10 (le critére d’intégrabilité de Darboux). Soit f : X — R avec X D a,b|.
Alors, f est intégrable sur [a,b] si, et seulement si :

pour chaque € > 0, il existe une partition P de |a,b] telle que D(f, P) < ¢.

On peut directement voir que le critére d’intégrabilité de Darboux est beaucoup plus
simple que la définition de Riemann : elle ne fait pas référence au nombre inconnu S, et on
n’a pas besoin de vérifier que D(f, P) < e pour toutes les partitions P qui sont assez fines
(c’est-a-dire, dont ’épaisseur est assez petite), mais de trouver simplement une partition P
avec D(f, P) < e.

Remarque 1.11. Le critére d’intégrabilité de Darboux est ’analogue du critére de Cauchy
pour la convergence de suites : la série (a,)?2; converge si, et seulement si, pour chaque
e > 0, il existe N tel que |a,, — a,| < € pour m,n > N. L’avantage du critére de Cauchy
est qu'on n’a pas besoin de savoir quelle est la limite de (a,),>; pour montrer qu’elle est
convergente. O

Le critére d’intégrabilité de Darboux rend clair que la propriété d’étre intégrable est es-
sentiellement équivalente a la continuité en moyenne. En effet, si f est continue et 'intervalle
I; est assez court, alors la quantité oscy(/;) est petite. Cependant, pour que D(f, P) soit
petite, on n’a pas besoin de savoir que oscy(I;) est petite pour chaque j, mais seulement
pour la majorité de j, dans le sens que

> || = petit,

1<j<n
oscy(Ij)=grand

c’est-a-dire f oscille beaucoup sur un ensemble de longueur totale courte.

Afin de confirmer notre intuition de la relation entre l'intégrabilité et la continuité, et
afin de démontrer la puissance du critére d’intégrabilité de Darboux, on prouve le résultat
suivant :
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Théoréme 1.12. Si f : [a,b] — R est continue, alors elle est intégrable sur |a,b].

Démonstration. Puisque [a, b] est compacte, f est uniformément continue. Donc, si € > 0,
il existe 6 > 0 tel que |f(z) — f(y)| < € quand |z — y| < §. En particulier, si I C [a,b] a
longueur < 6, on a que |f(xz) — f(y)| < e pour tout x,y € I, c’est-a-dire oscs(I) < e. On en
déduit que si ||P|| < 0, alors

D(f,P)<e-(|L]|+ -+ |I,]) =¢-(b—a).

On peut toujours trouver une partition avec |P| < ¢ (par exemple, P = {a + (b — a)n/N :
0 <n < N} avec N assez grand), donc on peut utiliser le critére de Darboux pour déduire
que f est intégrable sur [a, b]. O

On montre maintenant le théoréme 1.10 a plusieurs étapes. La partie directe du théoréme
est facile a prouver :

Démonstration du théoréme 1.10 : “=". Soit S = f: f. Soit € > 0 et choisissons
0 > 0 tel que
|R(f, P, &) — S| <¢e/3

quand || P|| < 0. D’aprés (1.1) et (1.2), on a que
S—¢e/3<R (f,P)<R"(f,P)<S+¢/3.

Donc,
D(f,P)=R"(f,P)— R (f,P) <2/3 <¢,

pour chaque P d’épaisseur < §. Ceci conclut la démonstration. O

La direction converse du théoréeme 1.10 est beaucoup plus difficile. D’abord, il faut
construire le nombre S. Darboux a réussi de le faire en considérant l'intégrale supérieure
de f

b
/ [ :=inf{R*(f, P) : P partition de [a, b]}

et I'intégrale inférieure de f

b
/ f:=sup{R (f, P) : P partition de [a, b|}.
Le résultat - clé pour démontrer la direction converse du critéere de Darboux est le lemme
suivant :
Lemme 1.13. Soit f : [a,b] — R satisfaisant le critére de Darbouz, c’est-a-dire :
pour chaque € > 0, il existe une partition P de |a,b] telle que D(f, P) < e.

Alors, f a les propriétés suivantes :

(a) f est bornée;



13

b b

) J°f=L'f;

(¢) pour chaque € > 0, il existe § > 0 tel que D(f, P) < e pour chaque partition P de [a,b]
d’épaisseur < 9.

Avant de montrer le lemme 1.13, on verra comment on peut 'utiliser pour finir la dé-
monstration du théoréme 1.10.

Démonstration du théoréme 1.10 : “ < 7. Supposons que pour chaque € > 0, il existe
une partition P de [a,b] telle que D(f, P) < e. On montre que f est intégrable sur [a, b].

D’aprés le lemme 1.13(b), on a que fabf = fabf Soit S leur valeur commune. On montrera
que f est intégrable et que son intégrale est donné par S.

Soit € > 0. Le lemme 1.13(c) implique qu’il existe 6 > 0 tel que D(f, P) < ¢ si P est
une partition de [a,b] de diamétre < §. Si P = {zg,z1,...,2,} et & € [xj_1, ;] pour tout
j€{l,...,n}, alors on a que

R™(f,P) < R(f,P,€) < R'(f.P).

D’autre coté, on a que
b
RSP =R (fP)+ DU P) < [ foe=5te

et que L
b
R(f.P) = R*(f.P) — D(}.P) > / foe—5—=.

Donc, S — ¢ < R(f,P,€) < S + e pour n'importe quelle partition P = {xg,x1,...,7,}
d’épaisseur < ¢, et pour n’importe quel choix de points &; € [z;-1,74], 1 < j < n. Ceci
implique que f est intégrable et que f; f=29. 0

On conclut cette section avec la démonstration du lemme 1.14. On commence avec un
résultat préparatoire :

Lemme 1.14. Soient f : [a,b] — R une fonction, et P et QQ deuz partitions de |a, b].
(a) Si P C Q, alors

R™(f,P) <R (f.Q) < R'(f.Q) < R'(f.P).

En particulier,

D(f,Q) < D(f, P).

(b) On a que
R™(f,P) < R*(f,Q).

Démonstration. (a) Il suffit de montrer 'affirmation quand @) = P U {z}. Le cas général
découle de ce cas particulier et d’induction, en ajoutant & P un point a la fois de I’ensemble

Q\P.
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Si Z(P) = {L,...,1,}, alors il existe k € {1,...,n} tel que z € I} = [rx_1,2x]. En
écrivant
Ijo = [l’k_17Z] U [Z,.I’k] = ]]; U I]:;/;

onaqueZ(Q) ={Il,...,0x—1, I, I}/, Iy11, ..., I,}. Donc

RY(£,Q) = Y sup f(Ly) - L] +sup f(L;) - | Ti] +sup f(I}) - |1}

1<j<n

7k
et

R™(£,Q) = ) inf (L) - [L] +nf f(I;) - [[{] + inf f(I) - [I{].
1<j<n
J#k
Puisque I, I;) C Iy, on a que
sup f (1), sup f(Iy) < sup f(Ix) et inf f(Iy),inf f([}) < inf(Zy).
Puisque |I;| + |I}/| = |Ix|, on trouve que
sup f(Iy) - [T+ sup f () - [Tg] < sup f (i) - | Ti]

et

inf f(1f) - 1] + inf f(I}) - |I{] > inf £(5) - [T,

On en déduit que RT(f,Q) < RT(f, P) et que R~ (f,Q) > R~ (f,Q), comme affirmé. Fina-
lement, on voit toute de suite que

D(f,.Q)=R"(f.Q)— R (f.Q) < R*(f.P) — R (f.P) = D(f, P).

(b) On a que P,QQ € PUQ, et 'ensemble P U () est aussi une partition de [a, b]. Donc,
la partie (a) implique que

R (f,P)< R (f,PUQ)< R'(,PUQ) < R"(f,Q),

comme voulu. O

Démonstration du lemme 1.13. (a) On sait qu'il existe une partition P telle que D(f, P) <
1. Soit Z(P) = {61,...,I,}. Si x € [a,b], alors il existe k € {1,...,n} tel que = € [} =
(1, z1]. En particulier,

[f(@)] < [f ()| + [f (@) = )| < |f ()] +oser(le) < |f ()] +

puisque D(f,P) = Y7 oscy(I;)|I;
non-négatifs). Ici, on a que D(f, P

IN—
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Puisque la quantité au coté droit de cette inégalité est un nombre réel ne dependant pas de
x, on a montré que f est bornée.
(b) Soit St = f_abf et ST = f_ff. Pour chaque partition P de [a,b], on a que
R (f,P)< S  <ST < R'(f P).
On en déduit que
0<ST—S <R'(f,P)— R (f,P)=D(f, P).

Pour chaque € > 0, on sait qu’il existe une partition P de [a,b] avec D(f,P) < e¢. En
particulier, 0 < ST — S~ < € pour tout € > 0. En laissant ¢ — 0%, on trouve que S™ = 5~

(¢) On fixe e > 0. On sait qu’il existe une partition P. = {yo, y1, ..., ym} de [a, b] telle que
D(f, P.) < £/2. Soit P une autre partition de [a, b] de diamétre < §, ou d sera déterminé pour
tard. Ici, c’est important de remarquer que m est un nombre entier qui depend seulement
de € (et de f, bien sar). Donc, le paramétre ¢ peut dépendre de m. Posons @ = P U P. et
observons que, puisque @ 2 P., le lemme 1.14(a) implique que

D(f,Q) < D(f,P.) <e/2.

D’un autre coté, @) differe de P seulement par m points, et m est un nombre fixé ici. Donc,
c’est naturel de s’attendre a ce que D(f, Q) et D(f, P) soient proches I'un de 'autre si § est
assez petit.

Afin de montrer cette intuition, on ajoute un point a la fois & P : on définit

QJ:PU{?J(),,%;,%} (OSJSTI’L),

pour que on a la filtration de partitions

P=QyC@C - CQn=0Q.

En particulier, le lemme 1.14 implique que

On affirme que si § est assez petit, alors

(1.4 D(f,Qi1) = D(f.Q) < 5 (1<j<m)
Clairement, ceci impliquera que
0 DU P) = DIFQ) =3 (D(F,Qrm) = D)) < 5

et, par la suite,

g g 3
D(f,P)SD(f,Q)+§<§+§:€,
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ce qui terminera la démonstration.
Il reste a montrer (1.4). Supposons Z(Q;—1) = {lo, [1,.... I} et y = y;. 1l existe k €
{1,...,n} tel que x3_1 <y < ;. Soit

L= lwe-1,9] et Iy = [y, z].
En adaptant 'argument de la démonstration du lemme 1.14(a), on a que

0 < D(f,@Qj-1) = D(f, Q) = osc(Ix) L] — oscy (L) x| — oscs (I) 1]
< oscy(Ig) |1k

Alors, si M = sup |f], qui est un nombre fini selon la partie (a), on a que oscy(I;) < 2M
(rappelez-vous que oscy(Iy) = sup, ¢, |f(2) — f(y)]). Donc,

0< D(f,Qj-1) — D(f,Q;) <2M - |I};| <2M||Q;_1| < 2M,

car (Q;_; est une partition plus fine que P et on a supposé que ||P| < 6. En choisissant
d =¢/(4mM), on déduit (1.4). O

Exercices

Exercice 1.1. Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable. Montrez que

i 20 (e f0-) = 2 [

Exercice 1.2. Montrez que la fonction f(z) = 22, 0 < x < 1, est integrable et calculez son
intégrale. [Indice : montrez que 12 422+ --- + N> = N(N + 1)(2N + 1) /6.]

Exercice 1.3.

(a) Soit f : [a,b] — R une fonction monotone. Montrez que D(f, P) < |f(b) — f(a)| - ||P||-
Quand est-ce que cette inégalité une égalité ?

(b) Soit
3r—17 si0<zx <1,
f(x) =<2 — 622 sil<a<2,
222 —-26 si2<x<3.

Montrez que f est intégrable sur [0, 3]. Trouvez une partition explicite P de [0, 3] telle
que D(f, P) = 1/100.

Exercice 1.4. Soit A un ensemble non-vide de nombres réels. Montrez que
diam(A) = sup A — inf A.

(Attention : il est possible que sup A = +00 et que inf A = —oo; il faut examiner ces cas
aussi.)
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Exercice 1.5. Soient f, g : [a,b] = R deux fonctions et cy,..., ¢, € [a,b]. Supposons que
f(z) = g(z) pour tout = € [a,b] \ {c1,...,c,}. Montrez que si f est intégrable, alors g 'est

aussi et que
b b
/ f(z)dx :/ g(x)dz.

Exercice 1.6. Soit f : [a,b] — R une fonction différentiable telle que
M = sup{|f'(z)| : a < x < b} < o0.

Soient P = {xg, z1,...,x,} une partition de [a,b] et & € [x;_1, ;] pour 1 < i < n. Montrez
que

et que

b
‘R(f,P,s)— [ sl < P10

Exercice 1.7.

(a) Montrez que la fonction f : [0,1] — [0, 1], définie par

f(z) 1/q six=p/q, oup,qe N avec pged(p,q) = 1,
€T =
0 sinon,

est intégrable sur [0, 1].
[Indice : considérez les partitions P ={a/b:0<a <b < B, pged(a,b) =1}
(b) Montrez que la fonction go f: [0,1] = R, ou f est la fonction de la partie (a) et

(2) 1 si0<az<1,
€Tr) =
g 0 siz=0,

n’est pas intégrable sur [0, 1].



Chapitre 2

La classe de fonctions intégrables

Dans ce chapitre, on étudie la classe des fonctions intégrables, c’est-a-dire ’ensemble
R([a,b]) :={f: X = R| X D [a,b], f est intégrable sur [a,b]}.

On commence par le résultat suivant qui établit une propriété fondamentale des membres
de R([a,b]). On a déja vu sa démonstration au lemme 1.13(a), mais on répéte son énoncé ici
pour le souligner.

Théoréme 2.1. Si f € R([a,b]), alors elle f est bornée.

Ce théoréme implique tout de suite que les fonctions f(z) =1/z% 0 <z <1, on a > 0,
ne sont pas intégrables. Comme on le verra au chapitre 4, on peut étendre la définition de
I'intégrale de Riemann pour que fol x~%dx soit bien définie pour chaque o« > —1, méme si
I'intégrant n’est pas toujours dans la classe R ([0, 1]).

On continue avec un résultat qui établit plusieurs propriétés habituelles de I'intégration.

Théoréme 2.2. Soient f,g € R([a,b]).
(a) (linéarité de lintégrale) Si A\, p € R, alors la fonction \f + pg € R([a,b]). De plus,

/ab(Aerug):A/aberu/abg-

(b) (preservation d’ordre) Si f < g, alors

/abfﬁ/abg-

(¢) (inégalité triangulaire) La fonction |f| est intégrable sur [a,b]. De plus,

/:f s/ab\fr.

(d) La fonction fg est intégrable sur |a,b.

18
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Démonstration. (a) On observe que
R(Af + ng, P&) = AR(f, P, §) + nR(g, P§).

Pour chaque ¢ > 0, il existe 01,02 > 0 tels que |R(f, P, &) — fabf| < e quand ||P| < &7 et
|R(g, P, &) — ffg[ < ¢ quand ||P|| < d2. En mettant 6 = min{d;,do} et en supposant que

|P|| < 6, on a que
b b
ROV + g, PE) — /f u/ ‘ -(R(f,Pe)—/ f>+u-(R(g7P,£)—/g>‘
ab ab
sw#waa—/f+w&wﬁa—/g

<e- (A + lul).

Puisque € est aussi petit qu’on veut, ceci montre que A\f + pug est intégrable et que son
intégrale est égale a A faf +u fab g.
(b) Exercice.

(¢c) L'inégalité triangulaire implique que ||z| — |y|| < |& — y| pour tous z,y € R. Donc,
D(|f|,P) < D(f,P), ce qui implique tout de suite que |f| est intégrale si f 'est. De plus,
en combinant la partie (b) avec I'inégalité —|f| < f < |f], on conclut que

[cms[r<[1n

La partie (a) implique quef (—=1f] 7_] | f], donc |f 1 <f | f| comme on a affirmeé.

(d) On observe que

|f(x)g(x) — f(y)gw)| = |f(z)g(x) — f(x)g(y) + f(x)g(y) — f(y)g(y)|
= [f(z)(g9(x) — 9(y)) + 9(v)(f(z) — f(y))I

Si M = sup,<,<p | f(z)] et N = sup,<,<; |g9(z)| (elles sont finies car f et g sont intégrables),
I'inégalité triangulaire implique que

|f(2)g(x) = f(y)g(y)| < M -|g(x) — g(y)| + N - [f(z) — f(y)]
pour tous z,y € [a,b]. On en déduit que
D(fg,P) <M -D(g,P)+ N -D(f,P).

Soit ¢ > 0. Il existe une partition P; telle que D(f, P;) < € et une autre partition P, telle
que D(g, Py) <e.Si P= P, U P,, alors

D(f,P)SD(f,P1)<5 et D(97P>§D<g>P2)<5a
d’aprés le lemme 1.14(a). Donc
D(fg,P) <e-(M+ N).

Puisque € est aussi petit qu’on veut, ceci montre 'intégrabilité de fg. O



20 CHAPITRE 2. LA CLASSE DE FONCTIONS INTEGRABLES

Théoréme 2.3. Soit [ : [a,b] — R une fonction.
(a) Sicé€la,b] et feR(a,c]) NR(c,b]), alors f € R([a,b]). De plus,

(2.1) t[f=[3+[%i

(b) Si f € R([a,b]), alors f € R([e,d]) pour chaque [c,d] C [a,b].

Remarque 2.4. Par convention, si a > b, alors on pose

[r--f

Avec cette définition, la relation (2.1) est vraie pour tous a,b,c € R si f est intégrable sur
les intervalles respectifs.

Démonstration du théoréme 2.3. (a) Fixons € > 0. Le critére de Daroux nous dit qu'il
existe une partition P, = {xg, x1, ..., 2} de [a, c| et une partition Po = {Zp 11, Tmi2, -, Tn}
de [c, b] telles que D(f, Pj) < ¢/2 pour j € {1,2}. Clairement, P = P, U P est une partition
de [a, b] et on a que

D(f,P)=D(f,P\) + D(f,P,) <e/2+¢/2 =¢.

Le critére de Darboux implique alors que f est intégrable.

Finalement, afin de montrer I’égalité entre les intégrales de f, on utilise les sommes de
Riemann. Soit ¢ > 0. Avec la notation précédente, si P; et P, sont est assez fines (pas
nécessairement les partitions mentionnées au-dessus), alors

‘(f&él ﬂ<e ‘U&fQ f%e ‘mau& f%e

pour n’importe quel choix des points €V = (£1,...,&,), €@ = (Empa,.... &) avec & €
[:L‘j—lal‘jL 1 S] S n, ou E = (517 cee 7571) Puisque

R(f,PLU P2, €) = R(f, P1,€Y) + R(f, P»,£"?),
on déduit que

b
f‘<3€.

En laissant ¢ — 0T, on trouve que fb f= fc [+ fb f, comme affirmé.

(b) On fixe ¢ > 0. Il existe une partition P de [a,b] telle que D(f,P) < e. Si P’ =
P U{c,d}, alors P’ O P et le lemme 1.14(a) implique que D(f, P") < D(f, P) < ¢. De plus,
on observe que P’ N [c,d] est une partition de [c,d] et que D(f, P’ N[c,d]) < D(f, P') < e.
Dong, f est intégrable sur [c, d], comme affirmé. ]

On procede maintenant de prouver que plusieurs fonctions sont toujours intégrables.
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Théoréme 2.5. Si f : [a,b] — R est une fonction monotone et bornée’, alors f € R([a,b]).

Démonstration. Supposons que f est croissante; le cas d'une fonction décroissante est trés
similaire.
Si P = {xg,21,...,x,} est une partition de [a, b], on a que

oscy([zj—17;]) = sup(f([zj-1,75])) — inf(f([2;-1,25])) = f(2;) — fzj-1)

pour chaque j, car f est croissante. Par la suite,

n

D(f,P) = (f(z;) = flzj1))(xj — 2j-1)

j=1

<[P Z(f(l“j) = fzj)
= [[PI[(f(b) = f(a))-

Alors, pour tout € > 0, on peut trouver une parition P telle que D(f, P) < ¢, en choisissant
une partition assez fine. ]

Théoréme 2.6. Si f : [a,b] — R est bornée et elle a seulement un nombre fini de disconti-
nuités, alors f € R([a,b]).

Démonstration. On généralise la démonstration du théoréme 2.6. Tout d’abord, on peut
trouver une partition @ = {yo,¥1,...,Ym} de [a,b] telle que les seules discontinuités de f
sur [y;_1,Yy;] se trouvent aux limites y;_1,y; (ceci ne veut pas dire nécessairement que f est
discontinue en y;_; et en y; ; elle peut étre discontinue en un seul point.)

Par exemple, si [a,b] = [0, 1] et les seules discontinuités de f sont aux points 1/3 et 2/3,
on prend @ = {0,1/3,2/3,1}.

Il suffit de montrer que f est intégrable sur [y;_1,y;], pour chaque j. Puis, on applique
le théoreme 2.3(a).

Soit j € {1,...,m}. Pour alléger la notation, posons o = y,_1 et § = y;. Fixons € > 0.
On sait que f est continue sur [a + ¢, — ¢]. Donc, le théoréme 1.12 implique qu’elle y est
intégrable. Il existe, alors, une partition P’ de [« + ¢, 8 — ¢] telle que D(f, P") < e. Posons
P ={a} U P U{S}, qui est une partition de [«, 3].

Si on écrit P = {xg,x1,...,2,} avec a = 29 < 1 < --- < x,, = [, alors 1 = a + ¢,
Tn_1 = [ — € et, en général, P’ = {x,...,2,_1}. Posons M := sup,.,«, |f(z)] < co. On a
que

D(f,P)= sup [f(z)=f()l-e+D(f,P)+ sup [f(x)—[f(y)l e

a<zy<ate B—e<w,y<p

<2Me+e+2Me = (4M + 1)e.

1. Notons que pour une fonction f : [a,b] — R les valeurs f(b), f(a) sont dans R. Puisque toutes les
valeurs de f se trouvent entre f(a) et f(b), alors f est une fonction bornée. Ceci veut dire qu’on peut enlever
I’hypothése que f est bornée de ’énoncé du théoréeme 2.5. On la laisse pour mettre emphase que le théoréme
ne s’applique pas a fonctions non-bornées comme 1/4/x, 0 < x < 1. En effet, observons que cette fonction
n’est pas définie en « = 0. De plus, on ne peut pas la prolonger sur [0, 1] d’une sorte qu’elle reste monotone.
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Puisque € peut devenir aussi petit qu’on veut, le critére de Darboux implique que f est
intégrable. ]

Théoréme 2.7. Soit f : [a,b] — [c,d] une fonction intégrable sur |a,b] et g : [c,d] — R une
fonction continue. Alors, leur composition g o f est intégrable sur |a,b.

Démonstration. Soit M = sup |g| < co. On fixe ¢ > 0. Il existe § > 0 tel que |g(w) — g(z)|
si |w— z| < § avec w, z € [¢,d].
Si P est une partition de [a, b] avec Z(P) = {1, ..., 1I,}, alors

n

D(go f,P) = Z sup l9(f(2)) — g(f ) - |1.

Quand f(x) et f(y) sont proches, on peut utiliser la continuité de g pour montrer que
lg(f(x)) — g(f(y)) est petite. Pour cette raison, posons

Dj = oscy(l;) = sup |f(z) = fly)] (1 <j<n)

zyel;
On divise les j en deux ensembles :
Toons = {1 <J<n:D; <8} et Tmawwais = {1 <j<n:D;>35}.
Pour les ‘bons’ j, on a que D; < ¢, donc

sup [g(f(x)) —g(f(y)| <e

z,y€l;

par la définition de 0. Pour les ‘mauvais’ 7, on observe tout simplement que

sup [g(f(z)) —g(f(y))| < 2M.

{L’,yGI]'

Donc,

D(go f.P)<e > |L|+2M >

jejbons je\jmauvais
<e(b—a)+2M > |
j€u7mauvais

car la longueur totale est » ", [/;| = b — a. On montre que la derniére somme est petite car
f est intégrable : par 'inégalité de Markov, on a que

_ D(f, P)
> |I|_ZlD>5 |I|<21D>5 |1|<Z |1 -

j Ejmauvals

Puisque f est intégrable, il existe P telle que D(f, P) < &§/(M + 1). Alors, pour cette
partition, on a que D(go f, P) <e-(b— a+ 2), ce qui implique l'intégrabilité de go f. [
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Remarque 2.8. L’hypothése que g est continue ne peut pas étre enlevée totalement du
théoréme 2.7. En effet, 'exercice 1.7 donne un exemple d'un pair de fonctions f : [a, b] — [¢, d]
et g : [c,d] — R telles que f est intégrable, g a seulement un point de discontinuité et la
fonction g o f n’est pas intégrable. O]

Exemple 2.9. Si f € R([a,b]), alors le théoréme 2.7 implique tout-de-suite que les fonctions
el | f|,sin(f) et cos(f) sont aussi intégrables sur [a, b]. De plus, f* € R([a, b]) pour tout n € N
et, si f >0, alors f? € R([a,b]) pour tout p > 0. Finalement, si f > &, ou € est un nombre
positif fixé, alors log(f) € R([a,b]) aussi. O

Exercices
Exercice 2.1. Calculez les limites suivantes :
N o 1/3 L
. n . 1 1 1 N
(a) ]\}%OZ;W, (b)ngnoo[(HI) <1+§)”'<1+N>] .

Exercice 2.2. Soit f : [a,b] — R une fonction continue avec f > 0. Si fabf(:n)dw =0, alors
montrez que f = 0.

Exercice 2.3. Trouvez une fonction f : [0,1] — R intégrable ayant une infinité de points
de discontinuité.

Exercice 2.4. Soient f et g deux fonctions intégrables sur [a, b].

(a) L’inégalité de Cauchy-Schwarz sur R™ dit que

(&) = (%) (£%)

pour tous ay, ..., a,,by, ..., b, € R. Utilisez ce fait pour montrer I'inégalité de Cauchy-
Scwarz pour U'intégrale de Riemann : si f, g € R([a, b)), alors

(/ bf(x)g(w)dff>2 <(/ bf(asfdx) (/ bg<x>2dx) .

(b) Donnez une démonstration directe de 'inégalité de Cauchy-Schwarz pour l'intégrale de
Riemann en utilisant le fait que

/ (f(2) + Ag(x))?dz > 0,

pour tout A € R.
(c) Montrez I'inégalité de Minkowksi :

( / b(f(:c) +g(l‘))2dx> v < ( / b f (x>2dx) 1/2 . (/:g(x)zdx> 1/2.
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Annexe : le théoréme de Lebesgue

On conclut le chapitre sur la classe de fonctions intégrables avec le théoréme fameux de
Lebesgue qui caractérise les fonctions intégrables. On commence avec une définition :

Définition 2.10. Soit £ C R. On dit que £ a mesure 0 si pour chaque € > 0, il existe des
intervalles ouverts (a;,b;), j > 1, tels que

EC U(aj,bj) et Z(bj — CLj) <e. O

Jz1 Jj=1

Théoréme 2.11. Une fonction f : [a,b] — R est intégrable sur [a,b] si et seulement si f
est bornée et l’ensemble de discontinuités de f

disc(f) :={x € [a,b] : [ est discontinue en x}
a mesure 0.

On montre d’abord la direction converse du théoréme 2.11. L’argument est une généra-
lisation de la démonstration du théoréme 2.6 (plus un argument de compacité).

Démonstration du théoréme 2.11 : “<”. Soit

M = sup |f(z)].

a<z<b

Fixons £ > 0. Par hypothése, il existe un recouvrement ouvert de disc(f), soit [, (a;,b;) 2
disc(f), tel que

oo

(2.2) Z(bj —aj) <e.

j=1
Posons -
A= J(a;,b) et K:=[a,b]\ A
j=1
Puisque A est ouvert, alors K est fermé. 1l est aussi borné, donc il est compact.
Or, pour chaque x € K, il existe 6(x) = d(x,¢) € (0,¢) tel que
(2.3) yelab], ly—z[<i(x) = [fly)-fl2)<e

Les ensembles ouverts (z — 0(z),z + 6(x)), v € K, couvre K. Puisque K est compact, il
existe un choix d’un nombre fini d’éléments de K, soient kq,...,k, € K, tel que

K C | J(ks = 65, ks+6,), ot 6, = d(k).
s=1

Soit L I’ensemble de toutes les limites kg £ d5, et considérons la partition

P:={a,b}U{r e L:a<x<b}
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Supposons que Z(P) = {I,...,I,}. Fixons m € {0,...,n} et considérons ce qui se-passe
dans l'intervalle [,,,. On sépare deux cas :

Cas 1 : il existe s < r tel que I; C [ks — 05, ks + 05]. On appelle Jyons 'ensemble de tels

Pour un ‘bon’ j, la relation (2.3) implique que

[f(2) = F)l < |f(2) = f(R)I + [f (k) = f(Y)l S e+ =2,

pour tous z,y € I;. Donc,

(2.4) oscyp(l;) < 2e.

Cas 2 : il n’existe pas de s < r tel que I; C [ks—0s, ks+05]. On appelle Jmauvais I'ensemble
de tels j. Pour les ‘mauvais’ j, on utilise la borne triviale

(2.5) oscr(l;) < 2M.

On affirme, encore, que
(2.6) >, Hl<se
jejmauvais

Soit I; = [zj_1,x;]. Si xj_1 = a ou x; = b, alors on utilise la borne triviale |I;| < e. I existe
exactement deux tels j. Donc, il reste & montrer que

> <.
(27) jEJmauvais
(l,b Ij

On sait que x;_1,z; € L, c’est-a-dire x;_; et z; sont de la forme ks £ d,. Alors, la seule
fagon dont on peut avoir que I;  [ks — 05, ks + 05] pour un certain s et d’avoir que

I; C [a, 0]\ | J (ks = 04, ko + 6,).
s=1
Puisque K C |J,_, (ks — 0, ks + 05), on trouve que
I; € ([a,0] \ K) € A= J(a;,b)).

Jj=1

Par la suite,

U 5¢c U(aj7bj)-

j Eu7mauvauis

Puisque I sont disjoints entre eux, notre affirmation (2.7) découle de? (2.2).

2. En fait, cette étape a besoin de justification : il faut montrer d’abord qu’on peut supposer que les
intervalles (a;, b;) sont aussi disjoints. Voir la proposition A.2.
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Or, c’est facile de finir la démonstration : on a que

D(f,P)= > osc/(I)ILl+ Y oscp(ly)|L]

J€Tbons JE€Tmauvais
< > 2L+ Y 2M|
jEJbOHS jEJmauvais

<2-(b—a)+2M-3e=(b—a+ 6M)e.
Alors, le critére de Darboux implique U'intégrabilité de f. ]

Finalement, on montre que I’ensemble de discontinuités d’une fonction intégrable a me-
sure 0. Cette démonstration est plus astucieuse.
On introduit d’abord la notion de l'oscillation de f : [a,b] — R au point x par

oscy(x) 1= 61_1)1%1+ osce([x — e,z +¢]).

Cette limite existe car

osci(lx —e,x4+¢]) = sup [f(t) — f(s)]

r—e<t,s<x+e

est évidemment une fonction croissante en e.
Lemme 2.12. La fonction f : [a,b] — R est continue en x si, et seulement si, oscg(x) = 0.

Démonstration. Exercice. O

D’aprés le lemme 2.12, on a que
disc(f) = {z € [a,b] : disc(f) > 0}.

Afin de montrer que disc(f) a mesure 0, on I’écrit comme la réunion dénombrable

disc(f) = U{ZE € [a,b] : disc(f) > 1/k}.

On a le lemme suivant :

Lemme 2.13. Soit Ey, Es, ... quelques ensembles de nombres réels. Si E; a mesure 0 pour
chaque 7, alors leur réunion U;’il E; a aussi mesure 0.

Démonstration. Soit € > 0. Pour chaque j, on sait qu’il existe un ouvert A; O E; tel que
Aj = U1 (ajk, bjx) pour quelques intervalles avec Y, -, (bjr — ajx) < £/27. Prenons

U U a]7k,bj7k).

7,k>1
On a que
(o)
DCTENED I
— Qa; k — =
: ’ 2
Jik>1 Jj=1

Puisque € peut étre aussi petit qu'on veut, on a montré que £ a mesure 0. 0
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Corollaire 2.14. Si E C R est dénombrable, alors il a mesure 0.

Démonstration. On a que £ = |J;Z,{z;} pour quelques z; € R. Evidemment, {z;} a
mesure 0 (on peut le couvrir par (z; —e,z;+¢), pour n’importe quel € > 0). Donc, E a aussi
mesure 0. [

Démonstration du théoréme 2.11 : “=". Soit a > 0. La discussion ci-dessus implique
qu’il suffit de montrer que ’ensemble

E, = {z € a,b] : oscg(x) > a}

a mesure 0. Fixons ¢ > 0. L’intégrabilité de f implique qu’il existe une partition P =
{zo,x1,...,2,} avec

(2.8) D(f,P) < ea.
Soit Z(P) = {11, ..., I,}, et soit
J={1<j<n:[NE#0}.
On a que
E C{xg,x1,...,2,} U (U IJO> - (U(xj —¢e/n,x; +6/n)> U (U I;) ,
JET J=1 VISV
ou I° dénote 'intérieur de I (voir 'annexe A). On affirme que
(2.9) D Ll <e.
JET

Pour montrer (2.9), notons que si x € I7, alors oscy(;) > oscy(x). Donc, si I; N E # 0,
on a que osc(1;) > . On en déduit que

osci(l) < osce(I;)  D(f,P)
DIl Yo hls 3 LT < ST - S <
=1

JjeJ 1<j<n 1<j<n
oscy(I;)>a oscy(Ij)>a

par (2.8). Ceci montre (2.9).

Or, la relation (2.9) et le fait que > 7, [(z; +&/n) — (z; — /n)] = 2¢ montrent qu'on a
couvert F, par un ensemble d’intervalles ouverts de longueur totale < 3e. Puisque € peut
étre aussi qu’on veut, on trouve que E, a mesure 0. Ceci conclut la démonstration. O



Chapitre 3
Primitives

On a vu des théorémes généraux qui nous permettent de montrer que plusieurs fonctions
importantes sont intégrables. Pour toutes ces fonctions, si on peut trouver une primitive, le
théoréme fondamental du calcul intégral (théoréme 1.6) nous permettent de calculer facile-
ment leur intégrale. Une question importante alors est :

Quelles fonctions possédent une primitive ?
On va répondre partiellement a cette question. On commence avec le résultat suivant qui

nous guident dans notre cherche de primitives :

Théoréme 3.1. Si f : [a,b] — R est intégrable et posséde une primitive F', alors il eziste
une constante ¢ € R telle que

F(x):c—l—/ f pour tout x € [a,b].

Démonstration. Soit = € [a, b]. Le théoréme 2.3(b) implique que f € R([a,z]). Puisque F
est une antidérivée de f sur [a, b], elle en est une sur [a, x]. Donc, le théoréme fondamental
du calcul implique que

Fla)=Pla) = [ '

ce qui montre le théoréme en prenant ¢ = F(a) O

Remarque 3.2. Le théoréme 3.1 montre que si une fonction intégrable f : [a,b] — R
posséde une primitive, alors la fonction F(x) = fax f est une antidérivée de f. Cependant,
ce n’est pas vrai que chaque fonction posséde une antiderivée. Par exemple, si

ﬂ@_{OSMSxSL

1 sil<z<2’

alors

sil <o <2,

P = [ f<t>dt:{2_1 sl

et on voie directement que F n’est pas différentiable en 1, donc elle ne peut pas étre une
primitive de f. Donc f n’a pas une primitive (sinon, F' en serait une).

28
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Remarque 3.3. On peut montrer une généralisation du théoréme pour des fonctions qui ne
sont pas intégrables. En effet, soit F, G : [a,b] — R sont deux primitives de la méme fonction
f :]a,b] = R. On affirme qu’il existe une constante ¢ € R telle que G = F + c.

En effet, soit h = F' — G. On a que h est continue sur [a, b] et que, pour tout = € (a,b),
h'(xz) = 0. Donc, si z,y € la,b], en appliquant le théoréme des accroissements finis sur
l'intervalle dont les limites sont x et y, on trouve que h(z) — h(y) = h'(¢)(z —y) = 0 pour
un certain ¢ entre = et y. En particulier, h(x) = h(y) pour tous x,y € [a, ], ce qui implique
que h est une fonction constante.

On montre maintenant un converse partiel au théoréme 3.1 :

Théoréme 3.4. Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable. Pour tout x € [a,b], posons

Flz) = / I

qui est bien-définie grace au théoréme 2.3(b).

(a) La fonction F est continue. En fait, elle est Lipschitzienne :

|F(x) = Fy)| < (sup [f]) - [« —y|  pour tout z,y & [a,b].
b) Si f est continue en xy € |a,b|, alors F' est différentiable en xy et
(

F'(xo) = f(xo).

En particulier, si f est continue sur (a,b), alors F' est une primitive de f.

Démonstration. (a) Soit a < x <y < b. Le théoréme 2.3(a) implique que F(y) — F(z) =

[Y f. Si M =sup|f], alors
) ) )
[ [ins [ar=ar oo
d’apres le théoreme 2.2.

(b-1) Avec la convention que fcdf = — [ fsic>d, onaque F(z)— F(zo) = [I° f pour
tout = € [a, b]. Si z # xg, on trouve que

e (L)

r — X T — X9

= _1930 (/x: f)de — /:0 f(:co)dt>
1 z

= [ (0 - s

r — X9 20

|F () = F(y)| =

Puisque f est supposée étre continue en g, pour tout ¢ > 0, il existe 6 > 0 tel que |f(t) —
flzo)| <esit € [rg— 0,20+ 0] NJa,bl. Siz € [xg—3d,x0+0]Nla,bl, onaque |t — x5 <0
pour tout ¢ entre = et xy. Par conséquent,

W—ﬂm‘s ! /;0|f(t)—f(a:o)|dt§x_lmo/joadt:s,

r — Tg
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d’aprés le théoréme 2.2. Ceci implique que F' est différentiable en xy et que sa dérivée est
égale a f(xo).

(b-ii) Puisque G est une primitive de f sur I'intervalle [a, b], elle 'est aussi sur I'intervalle
la, z], pour tout x € [a,b]. Donc F(z) = G(x) —G(a), d’aprés le théoréme 1.6. En particulier,
puisque G est une primitive de f, cette relation implique que F' I'est aussi. O

Remarque 3.5. La condition que f est continue n’est pas nécessaire pour l'existence d’une
primitive. On donne ici un exemple d’une fonction discontinue possédant une primitive. Elle
est définie comme

x si —1<2<0,
f(x) = n -1 1
(=D)"Ln(z) si g <z<,, n>1,
ot L,, est la fonction linéaire avec Ln(%ﬂ) = —let L,(2) = 1. Cest facile de vérifier que f est

continue sur [—1,0) U (0, 1], mais qu’elle est discontinue en 0. En effet, limsup, o+ f(x) =1
et liminf, .o+ f(x) = —1. De plus, f est bornée : on a que |f(x)| < 1 pour tout = € [—1,1].
Donc, f est intégrable d’aprés le théoréme 2.6. On considére la fonction F(z) = ffl f.
Puisque f est continue sur [—1, 1]\ {0}, alors F' est dérivable sur cet ensemble et F'(x) = f(z)
pour z # 0. Il reste & montrer que F’(0) = f(0) = 0.

En effet, pour x <0, on a que F(z) = (z* — 1)/2, donc

F(z) — F(0)

_Z — 0 lorsque z — 07
T 2

Pour x > 0, on utilise la formule

St UL

On observe que
1/n 1/n
/ f(t)dt = (—1)”/ L,(t)dt=0 (n>1)
1/(n+1) 1/(n+1)

par symétrie (si ¢, est le centre de I'intervalle [1/(n+1), 1/n], alors la fonction x — L, (z+c,)
est impaire). Par la suite, si N € N est tel que 1/(N 4+ 1) < x < 1/N, alors on trouve que

1/36 f(t)dt‘< 1/1/N dt ! <Ly
= <= - - <<
T J1/(N+1) T J1/(N+1) N(N—I— 1).’E N

par la définition de N, ce qui implique que F' est différentiable en 0 et que F’'(0) = 0
f(0).

CIol

Méthodes d’intégration

Finalement, on utilise la théorie d’intégration de Riemann pour donner de preuves rigou-
reuses de deux méthodes d’intégration principales qu’on connait du calcul intégral.
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Théoréme 3.6 (intégration par parties). Soient f, g : [a,b] = R deuz fonctions telles que :

— [ et g sont continues sur |a,b];
— [ et g sont différentiables sur (a,b) ;
— [" et ¢ sont intégrables® sur |a,b].

Alors, on a que

| r@gons = f@g@)|_ - [ s

Démonstration. La fonction h = f'g+ f¢’ est intégrable sur [a, b] selon le théoréme 2.2 (on
utilise les parties (d) et (a)). De plus, la fonction fg est continue sur [a, b] et différentiable sur
(a,b), et (fg)'(x) = h(z) pour tout x € (a,b), d’apres la régle du produit. Donc le théoréme
1.6 implique que

b

b
/ng+mv:fwmm> ,

r=a

d’ou le résultat découle. ]

Théoréme 3.7 (changement de variables). Soit ¢ : [a,b] — [c,d] une fonction différentiable
dont la dérivée est integrable sur [a,b]. Soit aussi une fonction continue f : [c,d] — R. Si

(6(a), (1)} = {c.d}, alovs
b 6(b)
[ rewnswi = [ s

P(a)

Démonstration. Soit F'(z) = fcx f, pour que F" = f par 'hypothése que f est continue.
Par la suite,

(Fo¢)(t) = F'(o(t)d(t) = f(o(t)¢'(1),

c’est-a~dire F' o ¢ est une primitive de (f o @) - ¢'. Par conséquent,

b

b ¢(0)
| o= rom|_ = Foe) - Fo) = | r@a

t=a

ce qui termine la preuve. 0

Exercices

Exercice 3.1. Vrai ou faut?

(a) Une fonction f : [a,b] — R admettant une primitive sur [a,b] est intégrable.

(b) Si f : [a,b] — R est une fonction dont la valeur absolue est continue, alors f est
intégrable.

1. Si f'(a) et f'(b) n’existe pas, on pose simplement f'(a) = f'(b) = 0; ceci n’affecte pas U'intégrabilité
de f’ ni la valeur de 'intégrale f; f'g, comme on I'a vu a 'exercice 1.5. On fait la méme chose pour g aussi.
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Exercice 3.2. Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Calculez

im = [ f)dt.

z—=a T J,

Exercice 3.3. Soit f :[0,1] — R, définie par

xloge si0<uzx <1,
flx) = .
0 six =0,

(a) Montrez que f est intégrable, ainsi que

1 1
El_i}(r)i/e f(x)dx:/o f(x)dx.

(b) Calculez folf(x)dx.

Exercice 3.4. Soient f : R — R une fonction continue et a,b : R — R deux fonctions
dérivables. Simplifiez I’expression suivante :

d @

-— t)dt.
S AL

Exercice 3.5. (a) Soit f : [a,b] — R une fonction continue et g : [a,b] — [0,400) une
fonction intégrable. Montrez qu’il existe ¢ € [a, b] tel que

[ sty = g0 [ gy

[Indice : Observez que mf;g(a:)dx < fab f(x)g(x)dz < Mf;g(as)dx, ol m = min f(z)
et M = max f(z).

(b) (difficile) Soit f € C*([a,b]) une fonction décroissante et g € C([a,b]). Montrez qu'il
existe ¢ € [a, b] tel que

/abf(x)g(x)dm = f(a) /acg(x)dx + f(b) /cbg(x)dx.

[Indice : considérez la fonction G(z) = [ g(t) et intégrez par parties.|

(c) Soit f : [a,b] — R une fonction différentiable dont la dérivée f’ est monotone et satisfait
I'inégalité f'(x) > m > 0 pour tout x € [a, b]. Montrez que

2
< —.
m

/abcos(f(x))dx

[Indice : multipliez et divisez I'integrand par f'(z).]
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Exercice 3.6. (a) Siz > 1, alors montrez que

1 ot 1 2241 dt 1 log(z2+1) et
JAE S N N
o log(z?+2t—1) log2 /> logt 1og2 i) t

(b) Calculez
d [ 2!

dz Jy log(z? + 2t —1)

dt.

Exercice 3.7. Soit f : R — R une fonction intégrable sur chaque intervalle fermé [a, b] et
1-périodique (c’est-a-dire, f(z + 1) = f(x) pour tout = € ]R)
(a) Pour chaque a € R, montrez que [*" ' f(2)de = fo

(b) Si f est différentiable k-fois sur R, k € Zzo; et sa k iéme dérivée est une fonction
continue sur R, alors montrez que, pour tout n € Z \ {0}, on a que?

1 1)Lk/2]
/Of(x)sm(%mx)dx— ) /f z)Ty(nx)dx,

ou

To(x) = sin(27x) s? k est Pair,.
cos(2mz) si k est impair.

Déduisez que
1

Slll 27zn3c der| < — su (k) Z)|.

) N (2” |n|> 0<xI<)1 ’f ( )‘
Exercice 3.8. Pour chaque T > 2 on définit 11( ) ;l :
ogt”

(a) Montrez que, pour chaque N € N, il existe une constante cy telle que

: n—1)! Tooodt
ll(x):xz_:lilogx))nqLcN—kN!A Tog )™ 1 (x >2).

(b) Montrez que
li(x)

z—oo 1/ log

[Indice : Régle de 'Hopital.|

Exercice 3.9. Soit f une fonction continue, strictement croissante sur [0, a] et nulle a I'ori-
gine. Montrez que

x f(z)
/0 f(t)de —i—/o f@)dt = af(x) (x €0,qa]).

[Indice : Attention, la fonction f n’est pas supposée étre différentiable. Vous pouvez es-
sayer trouver une approximation de f qui est différentiable. De facon alternative, on peut
interpreter ’égalité & montrer de fagon géométrique.|

2. On dénote par |z]| la partie entier de x, c’est-a-dire |z| := max{n € Z : n < z}.



Chapitre 4

Intégrales impropres

Dans cette section, on étendre la classe des fonctions intégrables pour inclure quelques
fonctions non-bornées aussi, ainsi que pour définir 'intégrale sur des intervalles non-bornés.
On travaille toujours sur un intervalle I qui est fermé, c’est-a-dire, il est de la forme [a, b],
la, +00), (—o0,b] ou (—o0, +00). On va écrire soit

/1

pour l'intégrale impropre d’une fonction f sur I, soit

/abf, /:wf, /;f ou ::Of,

selon le cas. On commence par la définition de || ;f quand I = [a,b].

D’abord, on décrit la situation ou la fonction f : [a,b] — R a seulement un point problé-
matique, autour lequel elle est potentiellement non-intégrable. On commence en étudiant le
cas ol ce point est x = a :

Définition 4.1. On dénote par R&*e([a, b)) la classe des fonctions f: X — R telles que :
(a) X 2 a,0];
(b) f € R([a+ ¢,b]) pour chaque € > 0;
(c) la limite lim._,+ fab% f existe.

Dans ce cas, on définit I'intégrale impropre de f sur [a,b] par

b b
/ f:=lim 7,
a =T Jate

et on dit que 'intégrale impropre fab f converge. O

Remarque 4.2. Si f € R([a,b]), alors d’aprés le théoréme 2.3 on sait que f € R([a + ¢, b])
pour chaque € > 0. De plus,

Lo=[o=[ = [
34
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quand € — 07 par la continuité de I'intégrale (voir le théoréme 3.4(a)). Donc on voit que
f € R&uhe([q, b)) et que son intégral impropre de f sur [a,b] est égale a son intégrale propre
sur le méme intervalle. En particulier, on peut utiliser le symbole f; f sans ambiguité.

Exemple 4.3. Soit la fonction f : [0,1] — R, définie par f(0) = 0 et par f(x) = 1//x si
0 < x < 1. Evidemment, f est continue sur (0, 1], donc intégrable sur [e, 1], pour chaque
e > 0. De plus, puisque 21/z est une antidérivée de f sur [¢,1], on a que

=2—-2e—2 quande — 0%,

/€1f=2\/5

1
T=¢c

Donc, f € R&re([0,1]) et [ f = 2. O
De fagon analogue, on définit la classe de fonctions RI°([a, b]) :

Définition 4.4. On dénote par R¥i([a, b]) la classe des fonctions f : X — R telles que :
(a) X 2 a,0];
(b) f € R([a,b— ¢]) pour chaque € > 0;
(c) la limite lim, _,+ ffﬁg f existe.

Dans ce cas, on définit I'intégrale impropre de f sur [a,b] par

b b—e
= lim 7,
a e—=0t J,

et on dit que l'intégrale impropre f; f converge. n

Comme avant, si f € R([a,b]), alors f € RY([q,b]) et ses intégrales propres et im-
propres sur [a, b] ont la méme valeur.

Lemme 4.5. Si [c,d] C [a,b], alors on a que RI™"([a,b]) C RIh<([c,d]), ainsi que
Rdroite([a’ b]) C 'R/dmite([c7 d])

Démonstration. Soit f € R&Ue([q, b]). Alors, f : X — R, ot X D [a,b]. En particulier,
X D e, d). Sie,d] C (a,b], alors la partie (b) de la définition 4.1 et le théoréme 2.3 impliquent
que f € R([e,d]) C Rsauche,

Finalement, supposons que ¢ = a. Comme avant, on a que f € R([a + ¢, d]) pour chaque
€ > 0. Donc, il suffit de montrer que la limite

d
lim f
e=0t Joie

existe. On sait qu’une limite lim, ,,, h(x) existe si et seulement si pour chaque n > 0, il
existe § > 0 tel que si z,y € [xg — 0,z + ], alors |h(z) — h(y)| < n. (C’est la convergence de
Cauchy pour les limites de fonctions.) Puisque

Lo L= L= L[
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et la limite lim,_,q+ f;:ra f existe, alors la limite lim,_,o+ fadJre f existe aussi. Ceci montre que
f c /ngauuche([c7 d])
La démonstration de I'affirmation que RI°([a, b]) C RY([c, d]) est similaire. O

Finalement, on donne la définition de la classe générale de fonctions intégrables de fagon
impropre sur [a, b], ou on permet plusieurs points “problématiques” :

Définition 4.6. On dénote par R*([a,b]) la classe des fonctions f : X — R telles que :
(a) X 2 a,0];
(b) il existe une partition {pg, p1,...,p,} de [a, b] telle que, pour chaque 7 € {1,...,n}, on
a que f € REU([p;_y, pj]) U R ([pj—1, ps]).
Dans ce cas, on définit 'intégrale impropre de f sur [a,b] par

b n D
[r=%]"+
a j=1 “Pj—1
et on dit que l'intégrale impropre fab f converge. O]

Remarque 4.7. La définition de la classe R*([a, b]) et de la valuer de I'intégrale impropre ne
dépende pas du choix de la partition P = {pg, p1, ..., pn}. C'est-a-dire, si Q = {qo, q1, - -, Gm}
est une autre partition de [a, b], alors

Considérons la réunion PUQ) qui partagent [a, b] dans quelques intervalles, soit Z(PUQ) =
{L1,..., It} Puisque P C PUQ, on sait que [p;j_1, p;] = Iy, ,+1U- - - Iy, pour quelques inter-
valles. Supposons que f € R&([p;_q,p;]) (le cas ou f € RY¥([p;_1,p;]) est similaire).
Le lemme 4.5 implique alors que f € R&u%(],) pour chaque ¢ € {k;_1 + 1,...,k;}. En
fait, il faut que f € R(I;) quand k;_1 +2 < ¢ < jj, car le seul point (potentiellement)
problématique est en z = p;_;. Donc, c’est facile de voir que

[= % [+

J i1 <l<k; £

En sommant sur 7, on trouve que

n s k

D’autre coté, on a que Q € PUQ. Donc, en répétant I’argument ci-dessus, on trouve que

Donc, on voit que (4.1) est vraie. O
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Exemple 4.8. Soit

1
Jw) =225,

On veut étudier la convergence de I'intégrale impropre f02 f- On choisi P ={0,1,2}. On va
montrer que f € R&*he([0,1]), mais que f ¢ R*([1,2]).
Pour la premiére affirmation, notons que
logx xlogx

fo)==—=—+5,—7

Puisque lim, ,o+ zlogx = 0, alors la fonction (zlogx)/(2z — 4) est bornée sur (0, 1], donc
intégrable : elle a qu'un point de discontinuité, dépendant de sa définition en x = 0 (en fait,
si on pose (xlogz)(2x —4) = 0 quand x = 0, on enléve méme cette discontinuité potentielle).

Alors, lintégrabilité de f sur [0,1] est équivalente a lintégrabilité de logz sur [0, 1].
Clairement, logz € R([e, 1]) pour chaque € > 0. De plus, en intégrant par parties (justifiez
cette étape), on a que

0<ax<?2.

1

1 1
1

/logxd:v:asloga: —/ x-—dr = —cloge —1+¢e— —1 lorsque ¢ — 07.
€ € 5 z

Donc, log z € R&*u<e([0,1]), comme on I'affirmé.

Or, considérons la convergence de f1 z)dz. Puisque f € R([1,3/2]), la convergence de

fl x)dx est équivalente a celle de f3 ) )dx. Sie > 0, alors f est continue sur [3/2,2 —¢],
donc f ¢ R([3/2,2 —€]). Mais f(z) > log(3/2)/(2 — x) pour = € [3/2,2), donc

b f(z)dz > / b de = —log(3/2)log(2 — ) T

3/2 32 2—X =3/2
= —log(3/2)log e + log(3/2) log(1/2)
— 400 lorsque ¢ — 07.

Ceci montre que f ¢ R*([1,2]). O
Puis, on définit les intégrales impropres sur des intervalles non-bornés.

Définition 4.9.

(a) Pour chaque a € R, on dénote par R*([a, +00)) la classe des fonctions f € Ny=,R*([a, b))
telles que la limite limy_, o fab f existe. Dans ce cas, on définit I'intégrale impropre

de f sur [a,+00) par
[remfs

et on dit que l'intégrale impropre fa f converge.
(b) Pour chaque b € R, on dénote par R*((—o0, b]) la classe des fonctions f € N,<,R*([a, b])
telles que la limite lim,_, f: f existe. Dans ce cas, on définit I'intégrale impropre

de f sur (—oo,b] par
b
/ f:= lim f
—oo a——0o0
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et on dit que l'intégrale impropre f_boo f converge.

(c) On dénote par R*((—o0, +00)) la classe des fonctions f : R — R pour lesquelles il
existe ¢ € R tel que f € R*((—o0, c])NR*([¢, +00)). Dans ce cas, on définit I'intégrale
impropre de f sur R = (—o0, +00) par

el

et on dit que l'intégrale impropre f_oooo f converge. O]

Remarque 4.10. La définition de la classe R*((—o0,+00)) ne dépend pas du choix du
point c. En effet, considérons f € R*((—o0, c]) N R*([¢, 00)) et un autre point ¢ € R. Notre
hypothése que f € R*((—o0, c]) N R*([¢c,00)) implique que f € R*([a,b]) pour tous a,b € R
avec a < b (montrez cette affirmation). Donc,

/adfz/achr[/f et /clbfz/clbf—/:/f,

ce qui implique que les limites limg ;oo f;/ f et limp_ o0 fclf f existent, c’est-a-dire f €
R*((—o0,d]) NR*([¢/,)). Finalement, on a que

/_:f+/;°°f=/_;f+/:mf.

Exemple 4.11. Soit f(xz) = 27? pour x > 0, et f(0) =0, ou p € R.

(a) Onaque f € R*([1,400)) si et seulement si p > 1. En effet, on a que f € R([1, M]) C
R*([1, M]) pour tout M > 1, par continuité. De plus, si p # 1, alors on a que

M 1-p M 1— Ml—p
/ Az = = =—\.
1 L=pl,— p—1
La limite de cette expression existe s-si p > 1, auquel cas elle est égale al / (p — 1). Donc,
sip<1,alors f ¢ R*([1,+0)), et si p > 1, alors f e R (1,400)) et [[7f=1/(p—1).

Finalement, si p = 1, alors

dx M
= logx =logM — oo quand M — oo.
1

T =1

Donc, on trouve que f ¢ R*([1,400)) si p = 1.

(b) On a que f € R*([0,1]) si et seulement si p < 1. En effet, on a que f € R(Je,1]) C
R*([e, 1] pour tout € > 0, par continuité. De plus, si p # 1, alors on a que

1 1— 1—
/ 2 Pdr — zr ! — 1_—813.
& 1—p r=¢ 1—p
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La limite de cette expression existe s-si p < 1, auquel cas elle est égale al / (1 — p). Donc,
sip <1, alors f ¢ R*([1,+00)), et si p > 1, alors f € R [1,400)) et [[7f=1/(1-p).
Finalement, si p = 1, alors
d
a = —loge = +oo0 quand € — 0.

Tr=&

= log 91:
€

Donc, on trouve que f(x) ¢ R*([0,1]) si p = 1.

(¢) f ¢ R*([0,400)), pour tout p € R : si p > 1, alors f ¢ R*([0,1]), et si p < 1, alors
[ ¢ R*([1,+00). O

Plusieurs propriétés habituelles qu’on déja montré pour les intégrales de Riemann sont
aussi vraies pour les intégrales impropres. Le théoréme suivant ramasse toutes ces propriétés :

Théoréme 4.12. Soit I un intervalle fermé.
(a) Si J C I est aussi un intervalle fermé et f € R*(I), alors f € R*(J), c’est-a-dire,
R*(I) CR*(J).
(b) Soit ¢ € I et posons I~ = 1N (—o0,c] et IT =1N]c,+00). Alors, R*(I) = R*(I*T)N
R*(I7). De plus, si f € R*(I), alors

[fz[;f+l.ﬁ

(¢c) Si f e R*(I) et c € I, alors la fonction F(x) = [T f, x € I, est continue sur I. De
plus, si f est continue en xq, alors F' est dzﬁerentmble en xg et F'(xo) = f(x0).

(d) Si f,g € R*(I) et \,u € R, alors \f + ug € R*(I). De plus,

Jorsu=x[s+ufa

(e) Sif,ge R*(I) et f <g, alors [, f < [, g
Démonstration. Exercice. O

Remarque 4.13. Ce n’est pas vrai que si f,g € R*(I), alors fg € R*(I) aussi, comme
pour les fonctions intégrables de fagon propre. Par exemple, si f(z) = g(z) = 1//x, alors
fy9 € R*([0,1]) mais fg & R*([0,1]) (voir exemple 4.11). De méme, ce n’est pas vrai que si
f € R*(I), alors |f| € R*(I) aussi. Un exemple est donné par la fonction f(z) = $2£ qui
appartient & R*([1, +00), mais dont la valeur absolue n’appartient pas a R*([1, +00)) (voir
I'exemple 4.17). O

Le théoréme le plus important dans I’étude des intégrales impropres est le résultat suivant.

Théoréme 4.14. Soient f,g : I — R deux fonctions, ou I est un intervalle fermé, telles
que :
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—geR();
— il existe un ensemble C C I n’ayant pas de points d’accumulation dans R (c’est-a-dire,
#(C N [—M, M]) < oo pour tout M > 0) tel que f € R([, B]) quand [o, 5] C I\ C.

Alors, fe R*(I) et | [, fI < [, 9.

Démonstration. On montre le théoréme dans le cas spécial ou I = [a, b] ; les autres cas sont
traités de fagon similaire. Sans perte de généralité, on peut supposer que C = {cg, ¢1, -+, ¢n}
est une partition de [a, b] ; sinon, on ajoute a C les points a et b. Si d; et le centre de I'intervalle
[cj_1,¢;], alors on considére la partition

P = {Co, dl, Cy, dg, Coy...,Cnh_1, dn, Cn}.

On montrera que f € Re™M([c; 1, d;]) et que f € RI([d;,c;]). Puisque on sait que
€ R(|e, B]) quand [e, 5] C [a,b] \ C, alors il suffit de montrer que les limites

dj T
lim f et lim f
$—>C;r—1 T x—)cj_ d;
existent. On montre 'existence de la premiére limite; la deuxiéme est traitée de la méme
facon.
Comme au lemme 4.5, on sait qu’une limite lim,_,,, h(z) existe si et seulement si pour
chaque £ > 0, il existe 6 > 0 tel que si z,y € [xg — d,x¢ + 0], alors |h(x) — h(y)| < €. Donc,
il suffit de montrer que, pour chaque £ > 0, il existe § > 0 tel que si |z — y| < 4, alors

d; d;
/ f —/ f‘ < €.

T Yy
Sans perte de généralité, on peut supposer que y > x. On a que

d; dj Y y Yy y z
/ f—/ f‘z/f‘é/lflﬁ/gz/g—/g‘-
x Yy x x x a a

Si g > 0 est assez petit, alors I'hypothése que g € R*([a, b]) et le théoréme 4.12(c) impliquent
que | [V g— [T g| <e. Ceci conclut la démonstration. O

Exemple 4.15. Considérons l'intégrale impropre

* dx

o Ve

On montrera qu’elle converge.
Tout d’abord, l'intégrant est continue (donc intégrable) sur [, M]. Pour = € (0, 1], on
observe que

1 1 .
Ve < N € R*([0,1))

par Pexemple 4.11. Donc, 1/(y/ze*) € R*([0,1]).
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Finalement, pour = > 1, on a que

Lo L cr(, 1oq)).

\/Eex — .’E3/2

car €* > x+1 > z. Donc, 1/(y/xe®) € R*([1, +00]). On conclut que 1/(y/ze*) € R*([0, +oc)).
On observe qu’on peut aussi utiliser I'inégalité

1
< e "

N

En effet, e™ est continue, donc intégrable sur chaque intervalle compact. De plus,
M
/ e fdr=etl—e M5t
1

quand M — oo. Alors, on a que e € R*([1,400)), ce qui donne une autre démonstration

du fait que 1/(y/ze®) € R*([1, +o0]).
Exemple 4.16. On peut aussi utiliser une comparaison pour montrer que une intégrale
impropre diverge. Par exemple, on a que
1
sin x

Puisque 1/x ¢ R*(]0, 1]), alors 1/sinz ¢ R*([0,1]) non plus.

>

8

>0 (0<z<7/2).

Exemple 4.17. Soit
flz) = , x>0.

On montrera que f € R*([1,+00)), mais que |f| ¢ R*([1,+00)). Ici, f est continue, donc on
a toujours que f,|f| € R([1, M]) C R*([1, M]), pour tout M > 1.

Pour la premiére affirmation, on ne peut pas comparer f avec 1/x, car 1/x ¢ R*([1,400).
Plutot, on intégre par parties afin d’exploiter l'oscillation de f : on a que

M sin z M 1 cosx |M M cosx
dz = (—cosz) —dr = — — —dx
1 i 1 X X r=1 1 i

M M
=cosl — COL —/1 Cc;sfdx.
On a que
M 1
CO]L ‘gM%O quand M — oo.

Alors, la limite limp; o0 flM Ly existe s-si la limite limp/_ o flM «STdx existe, s-si <BE €
R*([1,400)). Mais, on a que <252 est continue, donc intégrable sur [1, M], pour tout M > 1.

2
De plus,

<= (x>1),

’cosx‘ 1

T2
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et 272 € R*([1,+00)), selon I'exemple 4.11. Par conséquent, %% € R*([1,+00)), ce qui
implique que =2+ € R*([1, +00)).

Pour la deuxiéme affirmation, on a que |f(x)| = |sinx|/z pour & > 1. Puisque |sinz| >
1/2 pour une proportion positive de z > 1, alors on a que |f| a le méme comportement
asymptotique que 1/x. La facon la plus simple de voir ¢a est d’utiliser la positivité de | f]| et
la périodicité de sinx : on a que

[ [T e [T VR T Ly
ok Sl /4 okrinsa 20k + 1) 4 4Am k+1
Dong, si K € N, on trouve que
2K (k+1)m \/— K— 1
/27r |fl = Z/k |f] 2—6;]{:—“%4-00 quand K — oo.
Ceci implique que | f| ¢ R*([1, +00)). H

Pour étre capable de comparer de fonctions compliquées, on développe la notation asymp-
totique au prochain chapitre.

Exercices
Exercice 4.1. Montrez que
R([a,b]) = {f € R*(la,b]) : f est bornée}.

[Indice : si e > 0 et P = {po,p1,-..,pn} est la partition de la définition 4.6, alors f €
R([pj—1 +¢,p; —€]), pour tout j € {1,...,n}. Utilisez ce fait pour construire une partition
P. de [a, b] telle que D(f, P.) < €.

Exercice 4.2. Montrez la proposition 4.12.

Exercice 4.3. Etudiez la convergence des intégrales suivantes :

tooqt
@ [
o t*log” t

e dt
(b) /0 to(—logt)?’

"og(1 + 1)
() /0 e

Exercice 4.4. Décidez si les intégrales suivantes convergent ou pas :
>l cosx

@ [ OF -

Exercice 4.5. Soient f,g: R — R deux fonctions telles que :

dx
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— [’ et ¢’ existent et sont continues sur R ;

— lgl <15

— f est décroissante ;

— lim, o f(x) = 0.

(a) Montrez que 'intégrale impropre fooo f(x)g'(z)dx converge.

(b) Est-ce quon peut toujours déduire que Uintégrale impropre [~ f(x)¢'(x)dx converge

si on enléve I'hypothése que lim, o f(z) =07

Exercice 4.6. Soit f : R — R une fonction impaire (c’est-a-dire f(—z) = —f(x) pour tout
x € R). De plus, on suppose que f est continue et bornée. Est-ce que U'intégrale ffooo f(z)dx
converge 7

Exercice 4.7. Construisez une fonction f : R — R telle que :
(a) f>0;
(b) f est continue;
(c) limsup,_ . f(z) = +o0;
(d) feR(R);



Chapitre 5

Comparaison asymptotique de fonctions

Souvent en analyse, on s’intéresse & ce qu’on appelle ordre de grandeur d’'une quantité.
Grosso modo, I'ordre de grandeur d’une quantité > 1 est le nombre de décimals qu’il possede.
Si on a deux quantités, on veut souvent comparer leurs ordres de grandeur. A I'analyse, ces
quantités sont souvent fonctions de quelques parameétres. Par exemple, on pourrait vouloir
comparer la probabilité que deux différentes variable aléatoires sont > x et comprendre quel
événement est plus probable quand x devient grand.

Quand on s’intéresse a des ordres de grandeur, on utilise souvent la notation asymptotique
qui simplifie beaucoup les arguments. Plus précisément, si f, g : X — R sont deux fonctions
et Y C X, on écrit

(5.1) flz) < g(z) (xeY)
s’il existe une constante ¢ > 0, dépendant seulement de f, de g et de Y, telle que
|f(x)| <c-g(x) pourtout z €Y.

Le symbole < est lu “plus petit que plus petit que” et la constante c est suivant appelée la
constante implicite. La relation (5.1) doit étre considerée comme une comparaison entre
les ordres de grandeur des fonctions f et g sur ’ensemble Y. De plus, on écrit

flz) =g(x) (zeY)
s’il existe deux constante cy, co > 0, dépendant seulement de f, de g et de Y, telles que
c1-g(z) < flz) < - g(x) pour tout z €Y,
ce qui veut dire que f et g ont la méme ordre de grandeur sur Y.

Exemple 5.1. On a que logz < = pour = > 1. En effet, la fonction %82 est positive et

bornée par 1/e pour = > 1, et on peut prendre ¢ = 1/e comme la constante implicite. En
général, si € > 0, alors on peut montrer que

(5.2) logr <. 2% (z>1),

ot le ¢ en indice veut dire que la constante implicite dépend de e. La relation (5.2) exprime
le fait que log x croit plus lentement que n’importe quelle puissance de z. O

44
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Exemple 5.2. L’ensemble Y est important. Par exemple, on a que
r<2® (z>1),

mais
r<r (0<2<1),

ol on peut prendre ¢ = 1 comme la constant implicite chaque fois. O]
Exemple 5.3. Une fonction f : X — R est bornée si et seulement si
flz) <1 (zelX). O

On introduit aussi la notation équivalente “grand O”; qui a la méme signification que <,
c’est-a-dire

fl)=0(y(x) @@eY) <=  [fla)<ylx) (z€Y).
La notation O est plus utile quand on fait des calculs : on peut, par exemple, écrire
f@)=g(x)+O(h(z)) (x€Y) <= flz)—g(x)=0(h(z)) (zeY),

ol h : X — R est une troisiéme fonction qu’on considére comme 'erreur a ’approximation

de f(z) par g(z).

Exemple 5.4. La fonction log change trés lentement, alors on devrait étre capable de faire
une estimation de log(z + 1) en termes de log z. En effet, on a que

(5.3) log(z 4+ 1) =logxz + O (i) (x >1).

Afin de voir cette relation, on observe que le théoréme des accroissements finis implique que
log(x + 1) —logz = (x + 1 —z) - 1/y pour un nombre y € (x,z + 1). Donc

1
log(z +1) —logz| < —,
x
ce qui implique (5.3) avec la constante implicite ¢ = 1. O

Exemple 5.5. De facon plus générale, si f € C*([a,b]) et zq € [a, b], alors

k=1 40
f9(x . M|z — xol*
(5.4) f(a:):Zl j(! ) (4~ meY + 0 % (a<z<b)
j:
ot M = sup,<,<; | f*®(z)|. En effet, le théoréme de Taylor implique que
k=1 a(;
F9(x - W (e
1) =3 5 oy + B -y
]:

pour un certain ¢ entre x et xy. Notre affirmation (5.4) en découle directement. O
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Une fagon simple de comparer deux fonctions f et g est d’utiliser le lemme suivant :

Lemme 5.6. Soit I un intervalle fermé (pas nécessairement borné) et soient f,g : I — R
deux fonctions telles que :

— [ et g sont continues sur I° (I'intérieure de I - voir la définition A.1);

— g(x) > 0 pour chaque z € I°;

— Sia < b sont les limites de I (alors, a € RU{—00} et b € RU{+0o0}), supposons que
lim, o+ f(z)/g(x) et lim, - f(x)/g(x) existent dans R.

Alors, f < g sur 1.
Démonstration. Considérons le cas ot I = R; les autres cas sont similaires. Soit ¢+ =
lim, 5100 f(7)/g(x) € R. 1l existe M* > 0 tels que :

|f(x)/g(x) — €T <1 quand x > M+

et
lf(x)/g(x)— 07| <1 quand z < —M"~

Dong, |f(z)] < ¢ g(x) pour chaque z € R. ou

x
c=max{[{T|+1,|¢|+1,d} avec = sup @) :
—M-<z<M+ 9(95)
Notons que ¢ < 0o car f/g est continue sur le compact [—M~, M ] par nos hypothéses que
f, g sont continues et que g > 0. Ceci conclut la démonstration du lemme. O

Exemple 5.7. On veut donner une approximation au nombre d’entiers contenus dans 1'in-
tervalle (a, b]. Ici, on suppose implicitement que b — a > 1; sinon, U'intervalle (a, b] contient
seulement un ou aucun entier. Soit m = |a| et M = |b], pour que

m<a<m+1<...<M<b<M+1.

Donc,
#{neZ:a<n<by=M-—m.

D’autre part, on a que [m + 1, M| C [a,b] C [m, M + 1]. En comparant les longueurs de ces
intervalles, on trouve que M —m —1 < b—a < M —m + 1. Par la suite,

#{neZ:a<n<b}=b—a+0(1),

ol on peut prendre ¢ = 1 comme la constante implicite. Cette relation exprime le fait que
'intervalle (a,b] contient a peu prés aussi beaucoup entiers que sa longueur. O

Remarque 5.8. La relation

f(@) + O((x)) = g(x) + O(h(x)) (ze€Y)

quand x € Y, ol ¢; et ¢y sont deux constantes positives. Donc
[f(x) = g(x)] = |s(x) —r(z)| < [s(x)] + |r(2)] < crh(z) + h(x) = (e1 + 2)h(x) (x€Y),
ce qui implique que f(x) = g(z) + O(h(x)) pour x € Y. O
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Le théoréme de comparaison d’intégrales impropres : en-
core

Comme notre premiére application de la notation asymptotique, on étudie la convergence
de quelques intégrales impropres compliquées. On commence en ré-énongant le théoreme 4.14
en utilisant la notation asymptotique :

Théoréme 5.9. Soient f,g : I — R deux fonctions, ou I est un intervalle fermé, telles
que :
—g>0etl|fl<gsurl;
— il existe un ensemble C C I n’ayant pas de points d’accumulation dans R (c¢’est-a-dire,
#(CN[—M, M]) < oo pour tout M > 0) tel que f € R([a,b]) quand [a,b] C I\ C.

Alors, fe R*(I) et| [, fI < [, 9.

Démonstration. Il existe ¢ > 0 telle que |f| < cg sur I. Puisque g € R*(I), alors cg €
R*(I). On peut alors appliquer le théoréme 4.14 avec cg au lieu de g. O

Exemple 5.10. On montre que la fonction f(x) = e™*/2, x € R, appartient & R*((—oc0, +00)).
Tout d’abord, on a que f est continue sur R, alors intégrable sur chaque intervalle de la forme
[a,b]. Afin de montrer que f € R*((—00,+00)), on compare f avec g(z) := 1/(1+2?), v € R.
La régle de I’'Hopital implique que

fz

Ay =

~—

Donc, le lemme 5.6 implique que f < g.
Il reste & montrer que g est intégrable sur R. On observe que g est continue, donc inté-
. i M 0
grable sur chaque compact [—M, M]. Puis, on évalue [~ get [, g.
On a choisi la fonction g car elle a une antidérivée simple : on sait que (arctanz)’ =
1/(1 + 2?). Donc,

/M dx
—— = arctanx
o 1+ a2

M

T
= arctan M — 5 quand M — oo.

=0

De méme, on peut montrer que limy; fBM 1122 = /2. On déduit que g € R*((—o0, +00)).
Par la suite, on a que f € R*((—o00,+00)), comme on I'a affirmé. O

Exemple 5.11. Soit

log(1 —
% si0<z<l1,
flz) =
1 )
six > 1.

zlog?(x + 1)
On montrera que f € R*([0,400)). On a deux problémes : f n’est pas bornée autour de
1, et l'intervalle est non-borné. On note qu’autour de 17, la fonction f se comporte comme
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(1—2)~/27¢, en valeur absolue. De plus, autour de +oo, elle se comporte comme 1/(z log® ).
En fait, c’est plus convenable de la comparer avec 1/((x 4 1)log?*(z + 1)) autour de +oo.
Donc, on définit

(1—a)=%/4 si0<z<l,

= 1
9(z) 5 six > 1.

(x +1)log*(x + 1)

On choisit cette fonction car c’est facile de l'intégrer : on a que g € R*([0,1]), en suivant

I'argument de ’exemple 4.11. De plus, on a que g € R*([1,400)) : par continuité, on sait
que g € R([1, M]) C R*([1, M]), pour tout M > 1. De plus,

/M dz u=log(a+1) /bg(M“) du 1 1 L1
v (z4+Dlog®(z+1) Jog 2 u?  log2 log(M +1)  log?2

lorsque M — oo. Ceci montre que g € R*([1, +00)), donc g € R*([0, +00)).
Finalement, on a que f < g. Pour le voir, on applique le lemme 5.6 deux fois : pour
I'intervalle, on a que
log(1 —
lim _f(x) = lim —og( z)
o1 g(x) a1 (1 —a)~ /4

=0

selon la régle de 'Hopital. La limite quand z — 0% existe aussi pour de raisons triviales.
Dong, f < g sur [0,1].
Pour l'intervalle [1, +00), on observe que
f(z)

1
fim 2% gy T

1.

En appliquant le lemme 5.6 encore une fois, on voit que f < g sur [1,+00) aussi. Puisque
g € R*([0,+00)), et f est continue sur chaque [a,b] C [0,1) U (1, +o0], on trouve aussi que
f € R*([0,4+00)). O

La méthode du point col

Finalement, on présente une application de I’analyse asymptotique pour estimer la fonc-
tion factorielle. Notons que
nl = / t"e~tdt,
0

comme on peut facilement montrer par induction sur n. Définissons, plus généralement, la
fonction I' d’Euler par
L(s) ::/ tle7tdt (s> 0),
0
pour que n! = I'(n + 1). La fonction I' est bien définie, car on peut montrer facilement que
I'intégrale impropre de sa définition converge pour tout s > 0. En intégrant par parties, on
a que

b b b
/ te tdt = / t'(—e Y dt = a®e™ — bie " + s/ tle7tdt (0 <a<b< +o0).
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En laissant a — 0 et b — 400, on arrive a I’équation fonctionnelle de T’
I(s+1)=sI'(s) (s>0).
On montrera la généralisation suivante de la formule de Stirling :

Théoréme 5.12 (la formule de Stirling). Pour s > 1, on a que

o= GVEeo(L)

Démonstration. Puisque I'(s 4+ 1) = sI'(s), il suffit de montrer que
5\* 1
s+1)= () vars (1+0( =) ).
(s+1) . s ( + (\/§>>

['(s+1)= / e/t
0

ou f(t) = slogt —t. On analyse f : on a que f'(t) = s/t — 1 et que f”(t) = —s/t>. En
particulier, f est une fonction concave qui est croissante pour ¢ < s et décroissante pour
t > s. Son maximum est en ¢t = s et il est égal & f(s) = slog(s/e). De plus, on a que
f'(s) = 0 (en effet, s est un maximum), ce qui veut dire que ¢ = s est un point critique
pour f. On va donner une approximation de f autour de ce point en utilisant le théoréme
de Taylor : on a que fO(t) = 2s/t3 et fW(t) = —6s/t*, pour que

(5.5) £(t) = slog(s/e) — (t ;;)2 N (t ;;)3 - s(t4;4s)4’

On a que

oil 7 est un point entre t et s. On va utiliser cette formula quand ¢ € I := [s — s%/3, 5 + s2/7]
car dans cet intervalle le troisiéme terme du coté droit de (5.5) est < 1 et le quatriéme est
< 1/s. En utilisant le fait que e* = 1 + = + O(2?) pour # < 1 (une autre conséquence du
théoréme de Taylor), on trouve que

) (25) . (t=5)%/(352) LO(1/5)

o () o)
)S )(1+(t?;f)3+0(<t;—48)6+§)).

s [ g2 t—s)? (t—s)0 1
g — (2 / (t-s2/25) (1 4 =3, 1\ 4
/Ie (e) 16 * 352 +0 s * s

1/6

—S=Ur/S S 5 2 3 6 1
t :f<f) \/E/ e (11 o (T dt.
(& _gl/6 81/2 S

Donc,
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S
2
uwde /2 =0
_gl/6

1/6 +oo

/ (u® + 1) /?du < / (u® + 1)e ™ /du < oo,
_g1/6

—0o0

On a que

par symétrie et que

pour que
1/6

Jerra= (a0 (G 0))

Finalement, on a que

1/6

S
2
/ e " 2du
_sl/6

+o0o
/ e~ 2du —/ e~ 2du
—oo |u|>st/6
1 1
|u|>s1/6 u S

En combinant les estimés ci-dessus, on conclut que

/, Ot = (2) Vams + 0 (% (3)5) |

Il reste & montrer que

1 /s\s
5.6 Ot <« — <—) .
( ) As|>s2/3 \/g €

Quand t > s + s?/3, alors on observe que f'(t) < s/(s + s*?) —1 < —1/(s'/3 +1). Donc,
I’exercice 5.5 implique que

+oo
/ DAt < (513 4 1)e 6+
s+s2/3

On utilise la formule (5.5) pour voir que

+oo s s
/ ef(t)dt < 51/3 (f) 6*51/3/3 < L (f) .
s4s2/3 e \/g e

Finalement, quand t < s+ s%/3, alors on observe que f'(t) > s/(s — s*/3) — 1 > 1/(s'/3 — 1),
et un argument analogue implique que

2/3

S—S8 ; 1 s s
FOQs < (543 — 1)l (=) o L (_> .
/0 e < (s Je < NAY

Ceci conclut la démonstration. O
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Exemple 5.13. Soit X, une variable aléatoire de Poisson de paramétre A, c’est-a-dire

—A\n
P(Xy = n) = Z 2

n!
pour n € Z>g. L’espérance de X est égale a

eTAN" A=A
= e = )\
n! ‘ ; (n—1)!

[ee]

E[X)] =) n-

et sa variation est égale a

Var[X,] = E[(X) — E[X)])?] = Z(n - A e_n!An

[n(n —1) — 2\ — D)n + A2 - &

e\ . e\ 2 e\
—(n_Q)!—(zA—UZ '+/\2Z

=N —2A-1DA+ N =\

I
NE
3|3
>

g

[\

Le but de cet example est d’estimer les “queues” de X,. C’est-a-dire, on veut estimer les
fréquences

PG>0 = 3 N w P = Y S

n>pA n<A/p

eANY

avec p € [1 + ¢, M| pour un petit € > 0 et un grand M > 0, qu'on consideére fixés. On se
concentre & la premiére quantité ; I’étude de la deuxiéme est similaire.

La quantité P(X,/\ > p) estpetite, car on est loin de la valeur moyenne A. On utilise
I'exercice 5.6(a) : on a que

e AN (n+ 1) A 1 1

= < -<
e A" /nl n+1l p~ 14c¢

si m > pA. Donc, l'exercice 5.6(a) implique que

Z €_>\/\n _ G_A)\N
nl ¢ NI’
n>pA

ou N = [pA|+1, qui est le plus petit nombre naturel > p\. Maintenant, on utilise la formule
de Stirling : on a que

e\ e~ AN log A—Nlog(N/e) e~ AN log A—Nlog(N/e)

N! VN M VA




52 CHAPITRE 5. COMPARAISON ASYMPTOTIQUE DE FONCTIONS

De plus, N = pA+ O(1). Alors, si f(x) = =X+ zlog A — zlog(z/e), on trouve que f'(z) =
log(A\/x) et, par la suite, f'(x) = O. M (1) pour = entre N et pA. Donc, le théoréme des
accroissements finis implique que

FIN) = f(Ap) + Ou(1) = A-Q(p),

ol
P
Qp) =plogp—p+1= / (logt)dt > 0,
1

et on conclut que

A" =AQ(p)
Prob(X,\/)\>p):Z€n| xE,Me\/X (I+e<p<M).

n>pA

Exercices

Exercice 5.1. Considérez les fonctions suivantes :

filw) = xV/loslee £ (0) = VBT fo(z) = (logx)?,  fu(z) = Va,
i X

fs(x) =¢",  fo(z) = W7 fr(z) = elﬁ’ fs(z) = loglog z,

ou A > 0 est une constante fixée. Ordonnez les fonctions en termes de leur ordre de magnitude
lorsque  — 00, c’est-a-dire trouvez une permutation o € Sy telle que fo(1)(2) < fr2)(z) <
-+ L fo(s)() lorsque  — 00.8

Exercice 5.2. Décidez si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses :
(a) 1+I =14+ 0(x) pour z € (—1/2,1/2);
(b) 15 =1+ 0(z) pour z € (—1,1);

)
(¢) 2% < eV® pour x > 1. [Indice : comparez les logarithmes de chaque coté| ;

(d) logx < eVloelos® pour ¢ > 10. [Indice : comparez les logarithmes de chaque coté| ;
(e) Va?+1=x+ O(1/x) pour x > 1. [Indice : théoréme des accroissements finis| ;
(f)

f) log(x + 1) =logx + 1/x + O(1/x?) pour x > 1. |Indice : théoréme de Taylor|;

Exercice 5.3. Soit

(0 siz =0,
sin )
f(l'): W SIO<Z’§1,

x'%arctan
L e*(log z)3/4

six > 1.

Est-ce que f € R*([0,4+00))?



53

Exercice 5.4. Soient f,g: R — R deux fonctions continues avec g > 0.
(a) Montrez que si
M
sup/ g(x)dz < oo,
M>0.J_nr
alors Dintégrale impropre [ g(z)dz converge.
(b) Montrez que I'intégrale impropre
/°° (sinz)(x'® — 2 + 2% + 1) log(|z| + 1)

||

dx

o0 (x +sinx)e

converge. [Indice : comparer I'intégrante avec une fonction ¢ satisfaisant (a).]

Exercice 5.5.

(a) Soit f: [M,oc0) — R une fonction positive et différentiable telle que f > §, ot d est un
parameétre positif. Montrez que f(x) > f(M)+ 9 - (x — M) et déduisez que l'intégrale
impropre f]\(}o e~ /@) dz converge et est bornée par e~ /M) /§.

(b) (La queue de la distribution normale) Montrez que

—z2/2

/ e 24t < ¢
- T

[Indice : Faites le changement de variable u = ¢?/2.]

(x >1).

Exercice 5.6.
(a) Soit (an)n>1 une suite de nombres réels positifs. S’il existe un nombre réel p > 1 tel

que
Ap41

pour tout n € N, alors montrez que

(b) Montrez que

[Indice : On peut supposer sans perte de généralité que x est grand.]
(c) Montrez que

1 1
) PELENNCE RP
n?+logn x

n>x

[Indice : Montrez que i, coxe1 1/(n* +logn) < 1/2% pour tout k& > 1.]
(d) Montrez que

Z ! S (x >2)
(n+1)log’n ~ logx -

n>x

[Indice : Montrez que Y ok, coer1 1/((n + 1) log®n) =< 1/k2 ]



Chapitre 6

La formule d’Euler-Maclaurin

On conclut la partie sur I'intégrale de Riemann en utilisant le calcul intégral pour estimer
plusieurs sommes. Par exemple, on sait que

> -

n=1

SIH

mais quel est le taux de divergence de cette série, c’est-a-dire quelle est I'ordre de grandeur
de ses sommes partielles

WE
3=

n=1
On interpret cette somme comme une somme de Riemann de la fonction f(x) = 1/z sur
[1, N + 1]. En effet, elle correspond & R(f, P,§) avec P={n:1<n < N-+1}et =n—1
pour chaque n < N + 1. Donc, on devine que

N+1 g
Z / = log(N +1).

Puisque f est décroissante, on peut facilement obtenir cette relation :

nHdy 1 " dx
— < -< —,
n x n n—l x
d’ou

et

On en déduit que
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De facon plus générale, supposons que f : R>; — R est une fonction intégrable. Quand

peut-on dire que
N N
n=1 1

On a encore que ZnNzl f(n) est une somme de Riemann de f, mais ejlvle correspond a une
partition d’épaisseur 1. On ne peut pas alors déduire toujours que [;° f(n) est proche de

le f. En fait, ce qu’on veut est que

foy~ [ s

Ceci est vrai si f(x) ne varie pas beaucoup dans U'intervalle [n — 1,n] :

Exemple 6.1. (a) Si f(z) = 22, alors on a que

n 3 _ -1 3 3 _ 3 -3 2 In —1
/ 22z =" (r—1) . (n et on ):nQ—n—1/3:n2—|—O(n).
n—1

3 3

On voit alors que I'intégrable [  x*dx est bien proche de n®.

n
n—

(b) Si f(z) = €, alors on a que
/ e“dr =e" —e" = (1—1/e)e",
n—1

n
n—

alors l'intégrable [ , €°dz n’est pas proche de " quand n est grand.

(c) Si f(x) = sin(7x), alors on a que
/ sin(rz)dz = — cos(mn) + cos(m(n — 1)) = (=) '+ (=1)" =2 (=1)" 1,
n—1
alors Dintégrable [  sin(mz)dz n’est pas proche de sin(mn) = 0.

La clé pour controller la variation entre f(n) et [ f(z)dz est la dérivée de f. A
'exemple (a), on a que (x?)" = 2z est petite par rapport a z%; par contre, a 'exemple (b)
on a que (e*)" et e” sont égales; finalement, a ’exemple (c), on a que (sin(7x)) = 7 cos(mx)
est (pour la plupart de x) du méme ordre de grandeur de sin(7x).

La formule d’Euler-Maclaurin confirme notre intuition :

Théoréme 6.2. Si f € C'(Rs,), alors,
> )= [ s ol + [ (s
y<n<z Y t=y Y

pour tout z >y > 1. En particulier, pour x > 1, on a que

S ) = 1) + / " F()dt — {2} f(a) + / (0.

1<n<z
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Remarque 6.3. La notation {x} veut dire la partie fractionnelle de x. Quand = > 0,
sa partie fractionnelle est la partie décimale de z. Par exemple, {1234.5678} = 0.5678.
Cependant, quand x < 0, alors {z} est la partie décimale +1. Par exemple, {—1234.5678} =
1 — 0.5678. La définition générale suit :
Si z € R, alors définissons sa partie entiére par
|z] :=max{n € Z:n <z}
et sa partie fractionnelle par
{z} =2 —|z].
Observons que 0 < {z} <1, ainsi que {x + 1} = {z} (c’est-a-dire, la partie-fractionnelle est

une fonction 1-périodique).

Démonstration du théoréme 6.2. Etudions
- [ swde= [ () - senar
n—1 n—1

On écrit dt = d(t — ¢) pour une constante ¢ € R & étre déterminée et on intégre par parties :

/ F(Hdt = (F(n) — FB)(E— )

n

+ /:(t — o) f'(t)dt.

t=n—1

(Ici, f(n) est une constante, donc la dérivée de (f(n) — f(t)) par rapport a t vaut —f'(t).)
On observe que

(f(n) = F(0)(t —c)

Pour annuler ce terme, on choisit ¢ = n — 1. En conclusion, on a que

- [ = [ - m- s

n

—0— (f(n) = f(n—1)(n—1—c).

t=n—1

Cependant, sin—1 <t <mn,onaque |[t] =n—1,donct— (n—1) = {t}. Puisque la valeur
de 'intégrante en un seul point n’affecte pas la valeur de l'intégrale (voir exercice 1.5), on a

que
- [ swd= [ s
n—1 n—1
Par conséquent,

(6.1 > s = [ swars [ s

n=M+1

pour tous entiers N > M > 1. Quand y, z € Z, ceci conclut la démonstration.
Pour le cas général, posons M = Lyj et N = |z], pour que

S =Y fw- 3 / e dt+/ {1} (1)t

y<n<z n=M+1 n= M+1
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De plus, on a que

j:M - /y(t_ M) f(t)dt = fy){y} - /My{t}f’(t)dt,

M

/My F(t)dt = ()t — M)

ainsi que

/N Cfedt=fo - N[ - / (- N ()t = f(2){z) - /N (O ().

t=N N
Le cas général du théoréme en découle. ]
On donne maintenant deux applications classiques de la formule d’Euler-Maclaurin.

Théoréme 6.4. Il existe une constant v € R, appelée la constante d’Fuler-Mascheroni, telle

que
1 1

E —:log:c—l—”y—l—O(—) (x >1).
n T

n<lx
Démonstration. D’apreés la formule d’Euler-Maclaurin, on a que

Yoot [T

1

2

x 1

=1+logx —

L’intégrale impropre [ ({t}/t*)dt converge car {t}/t* € R([1, M]) pour chaque M > 1 (la
fonction {t}/t* est bornée sur [1, M| et a un nombre fini de discontinuités sur cet intervalle)

et car 0 < {t}/t* <1/t Si
, = {ty
1

alors o "
T < {t
Z—zlogx+’y——+ t—th.
n<z z
Clairement,
e
T T
et
It 1 1
g < / LT
R 2 P 2 x
Ceci conclut la démonstration. O

On donne maintenant une nouvelle démonstration de la formule de Stirling pour la fonc-
tion factorielle.
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Théoréme 6.5 (la formule de Stirling, IT). Pour tout N € N, on a que

NV 1
NI = (_> VI (1 e (_)) |
e N
Démonstration. En prenant les logarithmes de chaque coté, on trouve que le résultat est
equivalent a l’estimation

log N 1
log(N!):NlogN—N—l—%—l—c—i—O(N),

ol e = /2 (ici, on a utilisé le fait que log(1 + &) = ¢ + O(£?) pour ¢ € [-1/2,1/2], ce
qui découle du développement de Taylor de la fonction log(1l 4+ x) autour de 0). Puisque
log NI = log(1) + log(2) + - - - + log(V), alors il suffit de montrer que

log N

N
> logn=NlogN — N +

n=1

—l—c—i—O(%) (N eN).

D’aprés la formule d’Euler-Maclaurin (voir (6.1)), on a que

N N N
t
Zlogn:/ logtdt—i—/ th
n=1 1 1 ¢
N
:NlogN—N+1+/ %dt
1

car tlogt — t est une antidérivée de la fonction logt. Cependant, contrairement qu’a la
démonstration du théoréeme 6.4, il faut étre beaucoup plus prudents avec 'estimation de
T N {t}

I'intégrale fl ++dt. On pose

Flz) = /Ox({t} _1/2)dt.

On observe que fol({t} —1/2)dt = 0 et que t — {t} est une fonction 1-periodique. Donc,
I'exercice 3.7 impliquent que F'(x+ 1) = F(x) pour chaque z, ¢’est-a-dire F' est une fonction
I-périodique. En particulier, F'(m) = 0 pour chaque m € Z et F'(z) = O(1) pour tout x € R,
car |F(z)| < supg<<; |F(t)| < oo pour tout « € R. De plus, pour chaque n € N, la fonction
F est une antidérivée de la fonction {t} — 1/2 sur Uintervalle [n,n + 1], d’aprés le théoréme

3.4. Donc,
n+1 1 n+1 n+1 —1/2
[t e,
n t 2/, t n t

1 mtar )|ttt ntl p(¢
/ di (t) +/ ()dt

2 t t o, 2

1t "Rt
== — —dt
2 /n P /n 2
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d’aprés le théoréme 3.6. En ajoutant cette formule pour n € {1,..., N — 1}, on trouve que
N N N N
t 1 dt F(t log N
/ th:—/ —+/ g)dt: °8 +/
L’intégrale fl (t)/t?)dt converge absoliment car F est bornée sur R. De plus, ses queues

satisfassent l'estimation

= F(#) ©qr 1
dt a_ 1
/N S /N 2N

< ()
=1 —=dt
& —I—/l % ,

Alors, si on pose

on a que

log N 1
log(N!) = Zlogn—NlogN N + g; —i—c—i—O(ﬁ).

n=1

Ceci montre le théoréme si on peut prouver que e = v/27. La démonstration de cette identité
est I'objet de I'exercice 6.5 en dessous. O

Exemple 6.6. Soit p; < ps < p3 < --- la suite des nombres premiers, c’est-a-dire p; = 2,
p2=3,p3 =05, ps =7, ps = 11, etc. On sait que chaque nombre naturel peut s’écrire d'une
fagon unique comme le produit de quelques nombres premiers. De plus, tous les facteurs
premiers de n sont < n. En particulier, on a que

ZN[l,z] CS(z):={n € Z>; : tous les facteurs premiers de n sont < z}.

On en déduit que

SEED I

n<zx neS(x)
D’autre coté, si pq, ..., px sont les nombres premiers < x, alors les nombres n dont tous les
facteurs sont < z sont en correspondence avec les produits p¥* - - - pi*, ol vy, ..., v; > 0 sont
1 k ) y Vk

n’importe quels entiers. Par la suite,
Yo=Y
n_ T
nes( x) V15,0 >0 Py Dy

La somme a droite se factorise. Par exemple, si £ = 2, on a que p; = 2 et p, = 3, et on peut
I’écrire comme

> P I T
QU132 2 22 923 2 922 923

v1,v22>0

Plus généralement, on a que

1 i 1 1 1 G
2. ﬁ—H(1+—.+p—§+g+“'>—H1_—%'

onmz0 P10 PE =1
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On observe que

< ! <1+2S62/p
1-1/p p

pour tous les premiers p > 2. On a alors montré que

1
4o <

o 2/p; > 121 1
1 H 1—1/]9] Zn ogxr + v+ O(1/x).

n<lz

En prennant des logarithmes, on trouve que

1 1
Z log — > —log(logz + v+ O(1/x)).
= b2
On voit alors que la série infinie Z;; 1/p; diverge. En particulier, il existe un nombre infini
de premiers. !

Exemple 6.7. Soit X, une variable aléatoire de Poisson de parameétre A\, comme a I’exemple
5.13. On montre ici que la répartition de la variable aléatoire ré-normalisée (X — A)/v/\
converge en loi vers la distribution normale N(0,1) quand A — oc.

On fixe a < b et on étudie

Xy—A e A\
]P’(a< 7 gb): Z =

AavVA<n<A+bvVA

D’abord, on utilise la formule de Stirling pour simplifier les sommés; puis, on va utiliser la
formule d’Euler-Maclaurin pour estimer la somme.

On fixe M > |al,|b|; toutes les contantes implicites dans la notation grand-O peuvent
dépendre de M. Si |n — \| < M+/), alors la formule de Stirling implique que

e—>\)\’l’b €—>\+n log A—nlog(n/e)

n! 2mn

De plus,

Vi =\ A+O0(WA) = VA+0(1) = VA1 + O(1/VN)

d’apres le théoréme des accroissements finis. Par la suite,

67)\>\n 1 e—Atnlog A—nlog(n/e)
-(1+0(%)) |
n! VAN Vo

Comme avant, on pose f(x) = —A+nlog A —nlog(n/e) et on observe que f'(z) = log(A\/z),
f"(x) = —1/x et que f"”(x) = 1/2*. En particulier, f(\) = f'(\) = 0 et, en appliquant le
théoréme de Taylor au tour du point A, on voit que

iy =~ N A0 () (A< v,

1. En fait, ce qu’on a montré implique que les premiers sont assez dense entre les entiers : par exemple, la
somme ZZOZI 1 / n? converge car les entiers carrés sont trop rares. De fagon plus quantitative, il existe = \/x
carrés dans l'intervalle [1,z]). Par contre, il existe ~ z/logx nombres premiers dans l'intervalle [1,z]. Ce
dernier résultat est appelé le théoréme des nombres premiers.




61

ou ¢ dénote un nombre particulier entre n et A. Puisque ¢* = 1 + O(z) pour =z € [—1,1],
d’apres le théoréeme des accroissements finis, on déduit que

oAy 1\ e /e
(o)
n! N2\ 27

quand |n — A| < M/, pour que

“An —(n=X)?/(2))
N S ES
n! vV 2w A

AavVA<n<A+bvA AavVA<n<A+bvA

ou |al, [b] < M. On applique la formule d’Euler-Maclaurin & la somme au c¢6té droit pour
trouver que

S o—(n=2)2/(23) AoV e—(m—A)2/<2A>d { }e—@:—w(w AbVA
— = ——dr — T y————
V2T Atav/h V2T Vor ) le=xtava

AavA<n<A+bv A

dx

PERAVAN -\ e~ @=N/EN
+/ {z}- T
AavA 2T\

b67u2/2d O( 1)
= —du + — | .
a V2T \/X

En conclusion, on voit que

Xy —A ) e A" b o—u?/2 ( 1 )
Pla< <b|= — = ——du+0|—).
( VA 2 n! o V2m VA

AavA<n<A+bv A

Le terme d’erreur tend vers 0 quand A — oco. Autrement dit, la suite de variables aléatoires
((Xx — A)/v/A)xz1 converge vers la distribution normale N(0,1) en loi quand A — co. [

Remarque 6.8. On peut observer plusieurs similarités entre la démonstration du théoréme
5.12 et 'argument ci-dessus. On peut aussi trouver une idée similaire dans la démonstration
du théoréme central limite en théorie de probabilités.

Exercices

Exercice 6.1.

(a) Soit Ng € Net f: [Ny, +00) — [0, +00) une fonction décroissante. Montrez que

N F)dE < Y f(n) < fF(No) + N ft)dt (N = No).

Déduisez que la série ) -y f(n) converge si et seulement si supysy, [, ]J\Z) f(t)dt < oo.
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(b) Utilisez le critére au-dessus pour étudier la convergence de la série

1
7;10 n(logn)(loglogn)r’
ou p est un parameétre positif.
Exercice 6.2. Soit a € R\ {1}.
(a) Si @ > 0, alors montrez que
+1

xOé
a: o > .
E n OH_l—l-Oa(:v) (x >1)

n<lz

(b) Si —1 < a < 0, alors montrez qu'il existe une constante ¢, telle que

a+1

x
@ — o > .
E n OH_l—f—ca—i—Oa(x) (x >1)

n<x
(c) Si a < —1, alors montrez que
Zn"‘ = Zna + On(z*™) (x> 1).
n<x n=1

Exercice 6.3.

(a) Montrez qu’il existe une constante ¢ € R telle que

1 log? 1
Z ogn _ log x+c+0<ogx> (z>9)
n 2 x

n<x

(b) Montrez qu’on ne peut pas améliorer le terme d’erreur, c’est-a-dire de remplacer la
fl@)
(logz)/z — 0.
logn/n saute chaque fois que x passe par un entier.|

fonction (log x)/z dans le grand-Oh par une fonction f(z) telle que lim,
[Indice : La fonction z — )

n<x

Exercice 6.4. Montrez qu’il existe une constante ¢ € R telle que
sin(log n 1

Z sin(log n) = —cos(logz) +c+ O (—)

n x

n<x

pour tout x > 1. Est-ce que la série

i sin(logn)

n=1 n

converge ?
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Exercice 6.5. Complétez la démonstration du théoréme 6.5 comme suivant :

(a) Montrez par induction que, pour chaque n € Zso,

(

1-3---(2k— 1)

bo| 3

I, :

w/2
/ (cosz)"dx
0 2.4 (2k)

24 (2k)

(6]

4k

T
2

4k
sin=2k+1,

(T3 (2k+ 1)
(b) Pour chaque § € (0,7/2], posons
1,(9)

Montrez que

(2k + 1) (%)

5
/ (cosz)"dx.
0

I, — E(COS N < 1,(6) < 1.

2
(c) Pour chaque ¢ € (0,7/2], montrez que

I, — 5 (cosé)"

I
<

=i

(cosd) - T

Déduisez que

n—o0 n

et complétez la démonstration du théoréme 6.5.

=1

I
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Chapitre 7

Suites et séries de fonctions

L’ensemble de réels R est muni d’une topologie qui nous permet de parler de nombres qui
sont ‘proches’ d’autres nombres, et de suites de nombres réels convergeant. Dans cette partie
du livre, on assume ce point de vue pour les fonctions : on va alors, traiter les fonctions
comme de points dans un grand espace de fonctions. Par exemple, on va étudier de limites
de fonctions dans les espaces

R([0,1]), €(0,1]), D(0,1]),

ou D([0,1]) dénote ’ensemble de fonctions f : [0,1] — R qui sont dérivables. Ce sont de
sous-ensembles de fonctions S = {f : [0,1] — R}. Si on donne une certain topologie & S,
est-ce que les ensembles R([0, 1]), C([0,1]) et D([0,1]) sont ouverts? Fermés? Compacts ?
(On ne va pas assumer un point de vue si abstrait, mais on souligne ici les analogies avec
R.)

Pour étudier les espaces de fonctions, on introduit le concept d’une suite de fonctions.
Sa définition est assez intuitive : une suite de fonctions est tout simplement une suite (f,,)5,
dont les membres sont de fonctions. On suppose aussi que toutes ces fonctions ont le méme
domaine de définition, soit X, et elles prennent de valeurs réelles. Comme on ’a fait pour
les suites et les séries de nombres réels, on peut parler de la convergence d’une suite et d’une
série de fonctions. Cependant, il y a plusieurs types de convergences d’une suite et d’une
série de fonctions. Le type le plus simple est la convergence ponctuelle :

Définition 7.1. On dit que la suite de fonctions f, : X — R, n > 1, converge (ponctuel-
lement) vers une fonction f: X — R si, pour tout z € X, la limite lim,, ., f,(x) existe et
est égale a f(z). Dans ce cas, on écrit f, — f ou, méme, que lim,_ ., f, = f. La fonction f
est appelée la fonction limite de la suite (f,)5%;.

De fagon analogue, si pour chaque z € X la série >~ | f,(z) converge, alors on dit que

la série de fonctions ), f, converge ponctuellement. Dans ce cas-ci, la fonction-
limite S : X — R, définie par S(z) =Y | fu(x), est appelée la fonction-somme de la suite

(fn)?zozl' L]

Exemple 7.2. La limite de la suite de fonctions f,(z) = 2™, 0 < z <1, est la fonction

f(x):{o si0<a<l,

1 siz=1.
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D’autre coté, la fonction-somme n’est pas définie sur X = [0, 1], car la série >~ | " diverge
quand z = 1. Cependant, si on restreint le domaine & X = [0, 1), alors on voit facilement
que la fonction-somme de la suite (f,,)52; est la fonction

S(:E):anzlfx (0<z<1). O
n=1

Supposons que f, — f sur un ensemble X. Supposons, de plus, que les fonctions f,
ont quelques propriétés ; par exemple, elle pourraient étre continues, intégrables, ou différen-
tiables. Est-ce que la fonction limite hérite de ces propriétés ? La réponse n’est pas toujours
oui :

Exemple 7.3. Soit f,(x) = nz/(1+ nz) pour z € [0,1] et n € N. On a que f, — f, ou

f(x):{o siz=0,

1 si0<z< 1.

Donc, bien que les fonctions f,, soient continues et différentiables, la fonction-limite f ne I’est
pas. L]

Exemple 7.4. Soit f,(z) = 2?/(1 + 2*)" pour x € R et n € Z>(. On a que

i 0 siz=0
S = n = 7
() T;f(x) { 2 _4g? si0<a<l

1-1/(1+22)

Donc, bien que les fonctions f,, soient continues et différentiables, la fonction-somme limite
S ne lest pas. O

Exemple 7.5. Pour x € R et m € N, on définit

fm(x) := lim (cos(2mm!z))*" = 13,z(2)
n—oo
ou 1,4 dénote la fonction indicatrice de I'ensemble A. On peut facilement voir que f,, €
R([a,b]), pour chaque intervalle [a,b]. Cependant, on a que
Fla) = Tim_ fu(e) = Lo(a).
En effet, si x ¢ Q, alors f,,(z) = 0 pour chaque m > 1, tandis que si x = a/b avec a,b € Z
et m > |b], alors f,,(z) = 1.
Donc, on voit que dans cet exemple, la fonction limite f n’est pas intégrable sur aucun
intervalle [a, b], méme si chaque membre de la suite (f,,)m>1 lest. O

Exemple 7.6. Soit

ne ™ sil0 <z <1,
0 six=0.
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On a que f, — 0 sur [0, 1]. Cependant,

1 1 n
/ fo(z)dz = / ne "dr V=" / eVdy=1—e"—1
0 0 0
quand n — oo.

Alors, ici on voit un exemple d’une suite de fonctions intégrables convergeant vers une
fonction qui est aussi intégrable, mais la limite de 'intégrale n’est pas égale a I'intégrale de
la fonction-limite. O

Exemple 7.7. Soit

log(1
fn(x):x——og< + nz) (x >0, neN).
n
On a que
Fla)=1- 1 __n . 0 s%q::O,
l1+nx 1+nx 1 siz>0

quand n — oo. Cependant, on a que f'(z) = 1 pour chaque x > 0.

Alors, ici on voit un exemple d’une suite de fonctions différentiables convergeant vers une
fonction qui est aussi différentiable, mais la suite des dérivées ne converge pas vers la dérivée
de la fonction-limite. O

Convergence uniforme

Les exemples au-dessus indiquent qu’on a besoin d’une nouvelle notion de convergence,
plus forte que la convergence ponctuelle, sous laquelle si f, — f, alors la fonction-limite
f héritera des propriétés importantes des fonctions f,,. Ceci nous améne au concept de la
convergence uniforme.

Supposons que f,, — f. La raison pour laquelle les propriétés des f,, ne se transférent pas
toujours a la limite f est que le taux de convergence de la suite (f,(z))%2, peut étre assez
différent pour les différents valeurs de x. Par exemple, si f,,(x) = nz/(1+nzx) et x > 0, alors
on voit que f,(z) — 1. Cependant,

1 nr 1
14+nr 1+nz’

et on voit que pour faire cette difference plus petite que < ¢, il faut choisir n > (¢7 — 1) /.
Donc, quand z — 07, la suite (f,(2))s, converge vers 1 de plus en plus lentement. Ceci
nous ameéne naturellement au concept de la convergence uniforme :

Définition 7.8. Soit (f,,)?%, une suite de fonctions f, : X — R. On dit que (f,)5,
converge uniformément (sur X) s’il existe une fonction f : X — R telle que pour chaque
e > 0, il existe N > 1, dependant seulement de ¢, tel que

|fo(z) — f(x)] <e pourtousn >N,z e X.

L. unif
Dans ce cas, on écrit f, — f.
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De méme, on dit que la série Y~ | f, converge uniformément sur X si la suite de sommes
partielles (f1 + fo + -+ fn)o2, converge uniformement sur X. O

Définition 7.9. Etant donné une fonction f: X — R, on défini

[1flloo,x = sup | f(z)].
rzeX

Si le domaine X est clair, on va écrire souvent || f|lo au lieu de || f1|co,x-

Avec cette définition, on trouve facilement que f, unif f sur X si, et seulement si,
lim || fn, — flleo.x = 0. O
n—oo

Exemple 7.10. Soit f,(z) = nz/(1+nz) et X = (0,1]. Alors, on a que f,(z) = f(z) =1
pour chaque z € X. Cependant,

1 1
1o = flloox = sup 1.

0<x§11+m€:1—|—n-02

unif
Donc, on voit que f,, 4 f sur X.
Il faut souligner ici que I'ensemble X, ot on étudie si la convergence est uniforme, est

trés important. Si Y = [4, 1], ou § € (0,1) est fixé, alors on a que

1
| fn = fllooy = sup — 0 quand n — oo.

5§z§11+m€ - 1—|—n(5

) if
Par conséquent, f,, — f sur Y. O

Exemple 7.11. Soit

ne ™ sil0 <z <1,
n\r) =
Ja(2) {0 sixz =0,

pour que f, — 0 sur [0,1]. On a que

”fn - 0”00,[0,1] = Ssup ne " = n,
0<z<1

unif

donc f,, # 0 sur [0,1]. O
On a 'analogue du critére de Cauchy pour la convergence uniforme :

Théoréme 7.12. Soit f,, : X — R, n € N, une suite de fonctions. Alors, (f,)5, converge
uniformément sur X si et seulement si, pour chaque € > 0, il existe N € N tel que

(7.1) |fm(x) = fu(z)| <€ pour tous myn > N, x € X.

De fagon équivalente, (f,)>2, converge uniformément sur X si et seulement si, pour chaque
e >0, il existe N € N tel que || f, — fimllco.x <€ pourn,m > N.
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13

, . if a0
Démonstration. “=" : Supposons que f, = f sur X. Donc, pour chaque € > 0, il existe

N > 1 tel que
[ful@) = f(x)] <e/2 (n=N, z € X).

Donc, on a que
[fm(2) = fo(2)] < |fm(x) = f(@)] + |f(2) = fulz)| <€ (mn=N, ze€X).

“«" . Vice versa, supposons que (7.1) est vraie. Alors, pour chaque = € X, la suite
(fn(x))22, est une suite de Cauchy. En particulier, elle est convergente, soit au nombre f(x).
De cette facon, on construit une fonction f : X — R. Finalement, en laissant n — oo a la
relation (7.1), on trouve que

|fm(z) — f(x)] < e pour tous m > N, z € X,

si N est assez grand en termes de . Ceci implique clairement que f, unyf fsur X, ce qui est
ce qu’il fallait démontrer.

On laisse comme un exercice la derniére affirmation de 1’énoncé du théoréme. O

La plus importante application du théoréme précédent est le critére de Weierstrass :

Théoréme 7.13 (critére de Weierstrass). Soit f, : X — R, n € N, une suite de fonctions.
Supposons que || fnlloox < M, et que Y " M, < co. Alors, la série des fonctions Y | [y
converge uniformément sur X.

Démonstration. Soit S,, = fi+ -+ f,, la suite des sommes partielles de la suite (f,,)5°,
Si Y > M, < oo, alors pour chaque ¢ > 0, il existe N > 1 tel que

Z M; <e (m>n>N).

j=n+1
Donc,
S0 = Sulloex = sup AT )| < sup 3 I )| < sup S M=y e
Jj=n+1 g =n+1 ] =n+1 j=n+1
et le résultat découle du théoréme 7.12. OJ

Exemple 7.14. La série de fonctions Y " 2™ /n? converge uniformément pour z € [—1,1].
En effet, on peut appliquer le critére de Weierstrass avec M,, = 1/n?. O

Exemple 7.15. On veut étudier si la série de fonctions )~ | 2™ /n converge uniformément

pour x € (—1,1). On ne peut pas appliquer le critére de Weierstrass car
" 1
sup |—|=—
—l<a<l| N n
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et 32 1/n = +oo. Plutét, on utilise le théoréme 7.12 : on a que

T N
sup — —
—l<z<1 Z ] j—Xn—:i-l J
pour m >n > 1. Donc
sup sup Z —| = +00,
m>n —1<x<l —ntl J

par la divergence de la série harmonique Z panp! /j. En particulier, on voit que (7.1) n’est pas
vraie pour la suite des sommes partielles des fonctions " /n. Par la suite, la série >~ | 2" /n
ne converge pas uniformément pour z € (—1,1).

Cependant, c’est facile a voir que, pour chaque 6 > 0, la série Y 2™/n converge
uniformément pour x € [—1+ §,1 — 4]. En effet, on a que

xn

~ gy

n

sup
—14+6<2<1-0

et la série Y 2 (1 — )™ converge. Donc, le critére de Weierstrass implique la convergence
uniforme de notre série des fonctions sur [—1 + §,1 — d]. O

Exercices

Exercice 7.1. Lasuite de fonctions (e7"*),,>; est-elle uniformément convergente sur [0, +-00) ?
Sur (0, +00) ? Sur [1,+00)?

Exercice 7.2. Etudiez si les suites et les séries suivantes convergent uniformément sur les
ensembles indiqués :

(a) fa(r) =ze™™; X = [0,+00).
(b) > s0log(l+ :Jc/ 2); X =10, 400) et X =0, 1].
(€) 2pzo /(L +a)"; X =1[0,1].

Exercice 7.3. Soient u,(z) := (sinnz)e ™" et

Montrez que la série

converge uniformément pour y > .



Chapitre 8

Propriétés de fonctions-limites

On montre ici que si f, — f, alors la fonction-limite f preserve plusieurs propriétés
importantes des fonctions f,,.

Théoréme 8.1. Soit f,, : X — R, n € N, une suite de fonctions convergeant uniformément
vers une fonction f: X — R. Si les fonctions f,, n > 1, sont toutes continues sur X, alors
f Uest aussi.

Démonstration. Soit € > 0. Il existe n = n(e) € N tel que || f,, — flco.x < €. Donc

[f(@) = F)] < [f(2) = fal0)| + [fu(2) = fu(@)] + [ faly) = F (W)
<2+ [fulz) = fuly)] (2,5 € X).

En particulier, si f, est continue en xy € X, alors il existe 0 > 0, dépendant seulement de ¢
et de zy car n = n(e), tel que

|fu(x) — fu(zo)| < e stz ,xo € X avec |z — x| < 0.
Alors, on trouve que
|f(z) — f(x)| < 3e sixz,mg € X avec |x — x| <.
ce qui implique que f est continue en x. O

Exemple 8.2. On revient a la série >~ | " /n de 'example 7.15. On va utiliser le théoréme
précédent pour montrer qu’elle converge vers une fonction continue sur (—1,1). Cependant,
la convergence n’est pas uniforme sur (—1,1), alors le théoréme 8.1 n’est pas directement
applicable. On utilise une astuce : pour chaque § > 0, on a montré a la fin de ’exemple
7.15 que la série Y, 2" /n converge uniformément sur [—1+ 9,1 — 6], alors elle définit une
fonction continue sur cet intervalle. Par conséquent, la série > | 2" /n définit une fonction
continue sur I'ensemble J;.o[—1 + 6,1 — 0] = (=1,1). O

On généralise maintenant le théoréme 8.1 :
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Théoréme 8.3. Soit f, : X — R, n € N, une suite de fonctions convergeant uniformément
vers une fonction f : X — R. Soit xy € X et supposons que les limites £, = lim,_,, fn(x)
existent pour tout n € N. Alors, les limites lim,,_, £, et lim, ., f(z) existent et elles sont
égales, c’est-a-dire

lim lim f,(z) = lim lim f,(x).

n—00 T—T0 T—To N—00

Démonstration. On a que

[l — o] = xli_gclo fm(z) — xli_glo fa(@)| = lm |fpn(z) = fu(@)] < | fm — falloox

T—T0

Alors, le théoréme 7.12 implique que la suite (£,)22 ; est une suite de Cauchy, donc conver-
gente. Soit ¢ sa limite. On veut montrer que lim, ., f(z) existe aussi et qu’elle est égale a

l.
Soit € > 0. Il existe n = n(e) tel que |6, — €] < e et ||fr — flloox < e. Alors,

[f (@) = €] < [f(2) = ful@)[ + [fa(2) = lal + |6 = €] < 26 + | fu(x) — L]

Puisque lim,_,,, fn(x) = ¢,, alors il existe § > 0, dépendant au plus sur € car n = n(e), tel
que
|fu(x) — 0] <e siz,xe € X avec 0 < |z — x| < 0.

Alors, on trouve que
|f(z) =] <3¢ siz,zg € X avec 0 < |z — x| <,
ce qui implique que lim,_,,, f(z) = ¢, qui est ce qu’il fallait démontrer. n

Théoréme 8.4. Soit f, : [a,b] — R, n > 1, une suite de fonctions convergeant uniformé-
ment vers une fonction f : a,b] — R. Si les fonctions f,, n > 1, sont toutes intégrables sur
la,b], alors f lest aussi. De plus, on a que

i /f - /f

Démonstration. Tout d’abord, on montre que f € R([a,b]). Soit € > 0. Il existe m = m(e)
tel que || fm — f|leo < €. Donc,

| fm(8) = fm(s)| = [f() = f()]| <2 (a <t,s<D),

par l'inégalité triangulaire. En particulier, si P = {xg, x1,...,z,} est une partition de [a, b],
alors

| D(fm, P) = D(f, P)| < ZQE(% —xj1) = 2¢(b—a).

D’autre coté, on sait qu’il existe une partition P = P(m,e) = P(¢) telle que D(f,, P) < €.
Par la suite, D(f, P) < e(b—a+ 1), et on déduit que f € R([a,]).
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Il reste & montrer que lim,_, o fab fn — fab f. On a que

[r=[]-

quand n — oco. Ceci conclut la démonstration. O

b b
/(fn_f)lg/ ’fn_f‘San_fHoo,X(b_a)_>0

Théoréme 8.5. Soit f,, : [a,b] — R, n > 1, une suite de fonctions différentiables. Supposons
que :

— il existe un point xy € [a,b] pour lequel la suite (f,(20))5, converge ;

— la suite des dérivées (f])s°, converge uniformément vers une fonction g : [a,b] — R.
Alors, la suite (f,)5, converge uniformément vers une fonction f : [a,b] — R qui est
différentiable et dont la dérivée satisfait l’identité f' = g.

Démonstration. Si m,n € N et x € [a, b], alors on a que

[ (@) = fo(2)] < |(fn(2) = fu(2)) = (fin(20) = ful@0))| + | fm(20) — fulwo)]
(fm(€) = ()@ = zo)| + [fm(x0) = fu(wo)|

pour un ¢ entre = et zo. Puisque |z — z¢| < b — a pour tous z,zq € [a, b], on trouve que

(@) = fu(@)] < o = Fullse - (0= a) + [ fulz) = fulzo)].

Puisque (f,,(x0))22, converge, alors elle est une suite de Cauchy. De plus, puisque (f})%,
converge uniformément, alors elle satisfait (7.1). Donc, on voit facilement que la suite (f,,)°,
satisfait aussi la méme condition. En appliquant le théoréme 7.12, on trouve que (f,)%%,
converge uniformément sur [a, b], soit vers la fonction f : [a,b] — R.

Il reste & montrer que f est différentiable et que f' = g. On fixe z; € [a,b]. On va
appliquer le théoréme 8.3 pour montrer que

fa(®) = fulx1) fa(@) = fulm1)

le lim = lim le .
T—T1 — R — T—T1 J—
a<z<b oo x z1 oo a<z<b z 1

Afin de montrer cette égalité, on définit une suite auxiliaire de fonctions par

gn(z) = T — T

(1) six =1,

pour z € [a,b]. On affirme que (g,),>1 converge uniformément sur [a,b]. En effet, si x # x,
alors il existe ¢ entre x et x; tel que

(fro = fu)(@) = (fin — fu)(21)

r — I
= [(fm = fa) ()]
< ||f7{n - f'rlz||007

|gm () — gn(z)| =
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d’aprés le théoréme des accroissements finis. Puisque on a aussi que ¢,,(x1) — gn(z1) =
fl(x1) — fl(z1) pour tous m,n > 1, on déduit que

lgm = gnlloo < I = fulloo  (myn = 1).

Vu que la suite (f}),>1 converge uniformément, elle satisfait le critére de Cauchy (cf. théoréme
7.12). Par la suite, (g,)n>1 satisfait aussi le critére de Cauchy, et on déduit qu’elle converge
uniformément sur [a, b]. Finalement, on a que lim,,_,, g, (z1) = lim,,_,, f/ (1) = g(x1), et le
théoréme 8.3 implique que

gg—fglb xr— T fg—;élb n—00 r— T n—00 ;.S—;‘mglb xr— I
- /
- g(x1)7
ce qui est ce qu’il fallait démontrer. O

Exercices

Exercice 8.1. Soit f, : X — R, n € N, une suite de fonctions convergeant uniformément
vers une fonction f : X — R. Si les fonctions f,, n > 1, sont toutes uniformément continues
sur X, alors montrez que f 'est aussi.

Exercice 8.2. Soit (f,),>1 une suite des fonctions qui converge vers une fonction f sur un
ensemble non-vide X C R. Supposons que les fonctions f,, sont toutes bornées.

(a) Est-ce que c’est vrai que la fonction-limite f est bornée ?

(b) Si on suppose la condition plus forte que f, converge uniformément vers f, est-ce que
c’est vrai maintenant que f est bornée?

Exercice 8.3. Montrez que l'intégrale de Riemann

o 1
n=1 2n2"

est bien définie et égale & >

Exercice 8.4. Soit f, : [a,b] = R, n=1,2,..., une suite de fonctions convergeant unifor-
mément vers une fonction f : [a,b] — R. Si f,, € R*([a,b]) pour tout n, alors montrez que

f € R*([a,b]) et que
b b
li_>m fn :/ f.

Exercice 8.5. Soit f, : X — R, n = 1,2,..., une suite de fonctions continues et soit
f + X — R une autre fonction, ot X est un sous-ensemble non-vide de R.
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(a) Si f, it fsur X et (z,)n>1 € X est une suite convergente vers un point = € X, alors
montrez que lim,_,o fn(z,) = f(x).

(b) Montrez que la réciproque de la partie (a) est aussi vraie si X = [a,b]. C’est-a-dire,
montrez que si lim, o fn(2,) = f(x) pour n’importe quelle suite (x,),>1 C |a, b
convergente vers un point = € [a, b], alors f, W f sur [a, b].

(c¢) Trouvez un contre-exemple a la réciproque de (a) quand X est un intervalle borné mais
pas fermé.

Exercice 8.6. On consideére la suite de fonctions définies sur [0, 1] par
2"x
Iolo) = o
(a) Montrez que (f,)n>0 converge ponctuellement sur [0, 1].

(b) Est-ce que la suite (f,),>0 converge uniformément sur [0, 1] ?
(c) Calculez lim,, fol fon(z)d.

Exercice 8.7. Montrez que :

(a) lasérie Y- - sin(x/n?) converge pour chaque = € R.

(b) lasérie Y-, -, sin(x/n?) converge uniformément sur [—M, M], pour chaque M > 0 fixé.
(c) lasérie 37 -, sin(z/n) ne converge pas uniformément sur R.
)

(d) la fonction z — 37 -, sin(z/n?) est différentiable sur R.

Exercice 8.8. Pour s > 1, on pose ((s) := ) -, 1/n®. Montrez que :
(a) la série ) ., 1/n® converge uniformément sur [1 + ¢, +00), pour chaque € > 0 fixé.
(b) la série Zn;l 1/n® ne converge pas uniformément sur (1,+00).
(¢) la fonction ¢ est continue sur (1,4o00).
(d) la fonction ¢ est différentiable sur (1,400) et que

C(s) = — Z losgsn‘

n>1

(e) on a l'identité

/QOO(C(S) ~Lds = Z n? lign'

n>2

Exercice 8.9. (a) Soit (f,),>1 une suite de fonctions continues appartenant & R*(—oo, 00).
Supposons que (f,)n>1 converge uniformément vers f sur R. Supposons aussi qu’il
existe une fonction g € R*(—o00, 00) telle que |f,(x)| < g(z), pour tout n € N et pour
tout x € R. Alors, montrez que f € R*(—00,00) et que

lim fn(x)dx:/ f(z)dz.

n—oo [_ o

[Indication : Observez que | [y, \p<pp fu(@)dz] < [y pcpp 9(2)da ]
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(b) Calculez la limite

_sinx

o0 e oy

lim dx.
n—oo [_ 1 + $2
Exercice 8.10.
(a) Soit > 7, f, une série des fonctions convergeant uniformément sur un ensemble X.
Alors, montrez que f, 00 sur X
(b) Etudiez si la série des fonctions > o2 (—=1)"/(1+nzx) converge uniformément sur (0, 1].

(c) Est-ce que la série des fonctions de la partie (b) converge uniformément sur [1/2, 1] ?



Chapitre 9

Séries de puissances

Une série de puissances est une série de fonctions de la forme

Z an(x — x0)",

n=0

ou g € R et (a,)22, est une suite réelle. Le nombre x est appelé le centre de la série de
puissances. On observe que si cette série converge pour un certain z, alors |a,(z — xo)"| est
une suite bornée, soit par M. En particulier, is |y — x| < |x — z¢[, alors

n n
Yy— 2o

r — Tg

Yy — o
r — X

< M-

|an(y = 0)"| = lan(z — x0)"| -

donc la série Y2 a,(y—1x0)" converge absolument pour chaque y € R avec |[y—zo| < |x—1o|.
Pour cette raison, on définit !

R :=sup {]m —xo|:x €R, Z an(z — )" converge} € [0, 4o0].

n=0
La discussion ci-dessus implique que :
— la série Y7 a,(z — )" converge absolument si |z — x| < R;
— la série Y2 a,(z — )" diverge quand |z — x| > R.

Le théoréme suivant donne une formule pour R et étudie le type de convergence qu’on a :

Théoréme 9.1. Soit Y~ ja,(x — xo)" une série de puissances de rayon de convergence

R > 0. Alors,
1

~ limsup,,_ [an |V

De plus, si0 <1 < R, alorsy .~ an(x—x)" converge uniformément pour x € [xo—r, To+7].

Démonstration. Soit ]

" lim SUP,,o | [/

R -

1. Le nombre R est bien défini car Y~ a,(z — )" converge trivialement quand x = .

78
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On observe que

|an(z — 20)"|"" = |an| " - & — o],
d’ou

lim sup |a, (z — 20)"|/™ = u.

n—00 R
La régle de Cauchy montre alors que la série >~ a,(x — 2)" converge absolument quand
|z —x0| < R, et qu’elle diverge quand |z —zo| > R, d’ott on déduit tout de suite que R’ = R.
Finalement, fixons " € (r, R), pour que 1/R < 1/r', et on observe qu'il existe N tel que

|la,|V/™ < 1/7" pour n > N. Donc

sup an(z —x0)"[ < (/1) (n 2 N),

ro—r<zx<zo+r

et le critére de Weierstrass conclut la démonstration. O

Exemple 9.2. La série de puissances Y ., 2™/n? a centre zy = 0 et rayon de convergence

1
R = =1
lim sup,, ., n=2/"

De plus, elle converge sur [—1,1]. La convergence est uniforme sur cet intervalle d’aprés
le critere de Weierstrass : |2"/n?| < 1/n* =1 M, pour x € [—1,1], et la série Y 7 1/n?
converge. O

Exemple 9.3. La série de puissances Y~ 2™ /n a centre zo = 0 et rayon de convergence

1
R = =1
lim sup,, ., n~'/"

De plus, elle converge sur [—1, 1), mais elle diverge quand x = 1.

Le théoréme 9.1 implique qu’on convergence uniforme sur [—1 + ¢, 1 — ¢], pour chaque
e fixé. Cependant, ceci n’implique pas qu’on convergence uniforme sur (—1,1). En fait, la
convergence n’est pas uniforme sur cette intervalle : on a que

2N 2N 2N 1 1
D R M DO B SRR
n —l<z<1 n 2N 2
n=N-+1 (=1,1),00 n=N-+1 n=N+1
et donc le théoréme 7.12 montre notre affirmation. O

En pratique, c’est souvent plus simple d’utiliser une version plus faible du théoréme 9.1 :

Théoréme 9.4. Soit Y7 a,(x — x9)" une série de puissances. Si la limite

. An+1
¢ := lim |—2*

n—oo

an
existe, alors rayon de convergence de Y~ an(x — xo)™ est
1
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Démonstration. On a que

np1 (v —20)" !

an(x — x0)"

Ap+1
Qn,

lim

n—o0

= lim
n—oo

(x — xp) - = | —xo| - £

La régle de d’Alembert dit que la série 7 a,,(z—x¢)" converge absolument si |z —z[¢ < 1,
et qu’elle diverge si |z — xo|¢ > 1. On voit alors que on a convergence quand |x — zo| < 1/¢
et divergence quand |z — x| > 1/¢, ce qui montre I'affirmation que R = 1//.

De facon alternative, on peut aussi utiliser les inégalités classiques
1/n

1/n Qp1

.. An+1
lim inf
n—o0 an,

< liminf |a,|”" < limsup |a,|/" < limsup
[e.e]

n— n—o00 n—00 n

Donc, si lim,, ;o0 |@ny1/an| existe et est égale & £, on voit que limsup,, . |a,|"/" = £. On peut
alors utiliser le théoréme 9.1. O

Exemple 9.5. La série de puissances Z _, 2" /n! a centre xy = 0 et rayon de convergence
R = 400, car a, = 1/n! et apy1/a, =1/(n+ 1) — 0 quand n — oc. O

Théoréme 9.6. Soit ZZOZO an(x — )" une série de puissances de rayon de convergence
R > 0. La fonction-somme f(x) =Y " an(x — o)™ est différentiable une infinité de fois
sur Uintervalle (xg — R, xo + R) et sa k-ieme dérivée est donnée par la série des puissances

(9.1) Znn—l c(n =k + Day(x — z)" ",
n=~k

dont le rayon de convergence est aussi R. En particulier, on trouve que

f(k) (z0)

=T

(k € Z>).
Démonstration. Il suffit de montrer que f’ existe et est donnée par la formule (9.1) quand
k = 1; le cas général découle de ce cas et d’induction sur k.

On considére la série de puissances de dérivées

Z nay,(x — 20)" " = Z(n + Dap1(z — )",
n=1 n=0

On a que

limsup((n + 1)|ay41])"™ = limsup |an1["/" = limsup (|ans|"* "H))Hl/n =1/R,
n—oo n—oo n—oo

car lim, oo (n + 1)V/" = 1 = lim,, (1 + 1/n). Donc, on trouve que le rayon de convergence
de la série de dérivées > 7 na,(z — x9)" ! est aussi R. On fixe r € (0, R). Le théoréme 9.6
implique que les séries Y o an(x — x)™ et Y na,(x — x¢)" ' convergent uniformément
sur (zo — r, 2o + 7). Donc, le théoréme 8.5 nous donne que Y~ na,(z — x9)" ' = f'(z), et
le résultat affirmé découle. O
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Séries de Taylor

Le théoréme 9.6 implique que si une fonction lisse f € C*°([a, b]) est exprimable comme
une séries de puissances autour d’un point x, alors cette série de puissances doit étre la série
de Taylor de f autour du point xy. Deux questions naturelles se posent :

— Question 1 : Comment peut-on montrer que f est égale a sa série de Taylor autour
d’un point ;

— Question 2 : Est-ce que chaque fonction lisse f € C*([a,b]) est exprimable en séries
de puissances autour de chaque point xy € [a, b] ?

On a partiellement répondu a la premiére question au cours de I’analyse 1 : on a vu que
si f est k fois derivable sur [a, b], et x, xy € [a, b, alors

L) (g ,
)= 3 E o - o)+ oo, ),

J:
ou

fM(e)

(9.2) Ry(x, 0, ) = o

(z — 20)"
pour un ¢ entre xy et x. On peut utiliser cette forme explicite du reste (appelé la forme de
Lagrange) pour montrer que Ry (z, zo, f) — 0 quand k — oo dans plusieurs cas importants.
Quelques tels exemples classiques sont les fonctions e”, cosx et sin x.

Cependant, la forme de Lagrange du reste n’est pas toujours suffisante pour montrer la
convergence de la série de Taylor, méme dans des exemples trés simples :

Exemple 9.7. Considérons f(z) = 1/(1 — ). On sait que

(9.3) flz) = an pour |z| < 1.

n>0

La démonstration standard de ce fait et en observant que 1+x+---+a* 1 = (1—-2%)/(1—2z).
Supposons qu’on ne connait pas ce fait et on veut utiliser le théoréme de Taylor pour montrer
(9.3).

On peut facilement montrer que

i
D () = —
f (.Z') - (1 o x)j_H'
Dong, (9.2) implique que
k-1 ,
1 i 4 !
= s _—
1—=z = (1 —c¢)itt

pour un certain ¢ entre 0 et c¢. Pour étre sir, alors, que le reste tend vers zéro, il faut que
lz/(1—c¢)| < 1.
Quand z <0, on a que z < ¢ <0, donc |z/(1 —¢)| < |z| < 1, comme on le voulait.
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Par contrer, quand x > 0, on a que 0 < x < ¢, donc la seule chose qu’on sait est que
|z/(1 —¢)] <x/(1—x). Ce nombre est < 1 juste quand = < 1/2.

On est arrivé & un probléme : on sait que la série de puissances ) ., 2" converge pour
|z| < 1, mais en utilisant (9.2) on peut montrer que Ry(x,0, f) — 0 juste quand —1 < z <
1/2.

Pour fixer le probléme ci-dessus, on montre le théoréme suivant, qui donne Ry(f,z,zo)
dans la forme intégrale :

Théoréme 9.8. Soit f : [a,b] — R une fonction k-fois derivable, dont la k-iéme dérivée
f®) est intégrable sur [a,b]. Si x,zq € [a,b], alors

F9 (x ; R Lt

Démonstration. On observe que

f(2) = Fao) + / " o)

Ceci montre le théoréme quand k£ = 1. Pour montrer le cas général, on intégre par parties
plusieurs fois : comme dans la démonstration de la formule d’Euler-Maclaurin, on a que

/fdt/f d(t — z)

(x — o) f (x0) + /x(x —t)f'(¢)dt.

zo

En général, on a que

/xo <fj——t)1]) e / " )
_ ““Zf = H/; e g ar

Le théoréme en découle par induction. O

Exemple 9.9. On reviens a 'exemple f(x) =1/(1 — x). Le théoréme 9.8 implique que
k—
—1
Z / o=t 7y,
= o (L—1t)

Siz <0,onaqueté€ [z,0], donc |[(x —t)/(1—1t)] < |z|] < 1.Siz >0, onaquete 0z
donc

_ <1-(1-2)=u
1—¢t sl -a)=2

En tout cas, |(z—t)/(1—t)| < |z|, donc on voit que le reste converge vers 0 quand |z| < 1. O

=1-
1t

x—t’_:v—t 1—=x



83

On étudie maintenant la deuxiéme question. L’exemple suivant démontre que la réponse
est negative.

Exemple 9.10 (le monstre de Cauchy). Considérons la fonction

f(z) = {el/““ siz >0,

0 six <0.

On va montrer que f € C*(R). Le seul point ou la fonction est potentiellement non-
différentiable est 0. On montrera que f%*)(0) = 0, pour chaque k € Zso. Ceci implique
que f ne peut pas s’écrire comme une série de puissances autour de 0. Sinon, les coefficients
de cette série seraient tous égaux a 0 d’apres le théoréme 9.6, mais f n’est pas identiquement
zéro au tour de 0.

Afin de montrer que f (k)(()) = 0 pour chaque k € Z>(, on prouve d’abord que

(9.4) f®(z) = P.(1/z) - e V" (k€ Zzp,x > 0),

ol Py est un polynome. On le fait par induction sur k : c’est évidemment vrai quand k£ = 0.
Supposons la vérité de cette relation pour un & € Z-,. Donc

) (z) = im
dr el/=
ol Pry1(y) = v*(Pe(y) — Pl(y)), par la régle du produit et de la chaine. Ceci conclut 1'étape
inductive et, par conséquent, la démonstration de la relation (9.4). On est, maintenant, prét
de montrer que f*)(0) = 0. On le fait aussi par induction sur k : quand k = 0, c’est trivial.
Supposons que c’est vrai pour un k € Zs. Il suffit de montrer que lim,_,o+ f*(z)/z = 0, ce

qui découlent directement de la relation (9.4) et du fait que lim, . y°/e¥ = 0 pour chaque
ceR. [

= P/é(l/@ . ? . @_1/3C + Pk(]./l’) . 6—1/23 . ; = Pk-}—l(l/l') . e—l/a:’

La fonction exponentielle

Dans cette section, on appliquera la théorie des séries de puissances pour montrer de
fagon rigoureuse les propriétés analytiques habituelles de la fonction exponentielle. Pour
cette section seulement, on travaille sur les nombres complexes C. (On peut voir facilement
que les théorémes 9.1 et 9.6 ont des analogues directs sur C.)

On se rappelle que, si x € R, alors

e’ = sup €Y,

) 1\"
e := lim (1 + —)
n—o00 n

est la constante d’Euler. Maintenant, étant donné, un nombre complexe z € C, on définit

ou

[e.9] n

exp(z) 1= Z %

n=0
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On peut voir facilement que cette fonction est bien définie, car la série converge absolument
pour tout z € C. Si

o0

E:=exp(l) = Z E

n!
n=0

alors on a le théoréme important suivant :

Théoréme 9.11.
(a) Pour tous z,w € C, on a que exp(z + w) = exp(z) - exp(w).
(b) |exp(iz)| =1 pour z € R.
(c) Six=p/q, oup€ZetqcN, alors exp(z) = EP/4.
(d) La fonction x — exp(z), x € R, est strictement croissante, son image est (0, +00), et
elle différentiable avec exp’ = exp.

Démonstration. (a) Le théoréme du bindéme de Newton et la convergence absolue im-
pliquent que

> Z—l-'ll) wha Wl
exp(z +w) =} S ZZ S PP
(n—a) al(n —a)!
n=0 n= 00<a<n a=0 n>a
ZQ,Z o)
n>a

= exp(z) - exp(w).

(b) C’est facile de voir que exp(z) = exp(Z), ou Z dénote le conjugué du nombre complexe
z (voir 'annexe B). En particulier,

|exp(iz)|* = exp(izx) - exp(iz) = exp(iz) - exp(—iz) = exp(iz + (—iz)) = exp(0) = 1,
par la partie (a).
(c) Sip €N, on a que

exp(p/q) = exp(l/q+---+1/q) = exp(1/q) - - - exp(1/q) = (exp(1/q))".

-~ -~

p fois p fois

Quand p = ¢, alors
(exp(1/q))* = exp(q/q) =
pour que exp(1/q) = E'/%, ce qui montre la partie (c) quand p > 1. Si p = 0, alors le résultat

est trivial. Finalement, si p < 0, alors on observe que
exp(p/q) exp(—p/q) = exp(0) =1,
d’aprés la partie (a). Ceci montre le résultat a tous les cas.

(d) La differentiabilité de la fonction exp et le fait que exp’ = exp découlent directement
du théoréme 9.6. En particulier, exp est une fonction continue. De plus, sa définition im-
plique directement que exp(x) > = > 0 quand = > 0. La méme relation implique aussi que
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lim, . exp(x) = 4o00. Puis, on observe que exp(x) exp(—xz) = exp(0) = 1 par la partie (a),
d’ot il découle que exp(z) > 0 pour x < 0 et que lim,_, ., exp(z) = 0. Finalement, puisque
exp/(z) = exp(x) > 0, alors exp est strictement croissante. Donc, exp(R) = (0, 400). O

Puisque la fonction exp : R — (0, +00) est strictement croissante et surjective, alors elle
admet une fonction réciproque log : (0, +00) — R. On sait que log est aussi différentiable
et, si y = exp(x), alors

o= o 11
exp'(z) exp(z) y
Donc, on voit que
log(e) = lim nlog(l+1/n) = lim log(1 + 1/n) = lim M =1
n—oo n—oo 1/n n—oo — ]_/TL2 ’

d’ott on déduit que e = E. Avec le théoréme 9.11, ceci montre que e* = exp(z) pour tout
x € R. Par convention, on écrit e* au lieu de exp(z) pour z € C aussi.
Pour z € C, on a aussi que

00 (—1)”Z2n . e (_1)nz2n+1
cos(z) := ;0 o et sin(z) := go NSV

ce qui coincide avec les fonctions trigonométriques usuelles quand z € R. On voit tout de

suite que
e = cos(z) + isin(z),

d’otl on trouve que

(9.5) cos(z) = % et sin(z) = %

En particulier, si x € R, alors on a que

(9.6) cosz = Re(e™) et sinz = Im(e™).

Exemple 9.12. On a que

i e € NTDT 1 VAR (VD)2 i /2
v (& - eiz _ 1 - ei:E/Q €im/2 . e_ix/2
(9.7) _ piNe/2 sin(m(N +1)x/2)

| sin(x/2)

En particulier,

Y _sin(rNz/2)sin(7(N + 1)z/2)
(9.8) ;sm(nx) = sin(2/2)
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et
a cosima) — 1 o CoS(rNT/2)sin(m(N + 1)z /2)
09 nz_; (ne) = =1+ sin(z/2)
_ sin(rNx/2) cos(m(N + 1)x/2)
sin(z/2) ’

puisque sin(z/2) = sin((N + 1)z/2 — Nz/2) = sin((N + 1)x/2) cos(Nx/2) — cos((N +
1)x/2)sin(Nz/2). O

Exemple 9.13. Pour s € C avec Re(s) > 1, définissons la fonction ¢ de Riemann par

1
C(S> = Ea
n=1
eslogz

ou z° := quand x > 0. La fonction ( est bien définie : si s = o + it avec o,t € R, alors

slogn‘ — ‘ealogn+1tlogn| — ‘eologneztlognl — |€ologn‘ . | pitlogn

|n®| = !e |e } =n?,
ott on a utilisé le fait que |e?| = 1 pour tout § € R. Alors, notre hypothése que Re(s) = o > 1
implique que la série Y7 | 1/n® converge absolument, ce qui montre que ¢(s) est bien définie
quand Re(s) > 1.

On utilisera la formule d’Euler-Maclaurin afin de définir ¢ quand ¢ > 0. Supposons pour

I'instant que o > 1. Si N € N, alors la formule d’Euler-Maclaurin (6.1) implique que

N

1 N N N-stl N
Z—zl—l—/ d_x—s/ {x}: 5 —s —{x}dx
: 1 1

s s+l s—1 s—1 n pstl

Sio > 1, alors th%oo ZHSN 1/7’1,8 = C(S) et thﬁoo N_5+1 =0 car |N—s+1| — N—o‘—i—l. De

plus, 'intégrale impropre [ gc{g'fl dx converge absolument car |[{z}/z**!| < 1/2°"!. Donc

C(s) = LA ooﬂdx.

s—1 1 st

Le coté droit est bien défini quand s # 1 et Re(s) > 0, ce qui nous permet de prolonger la
fonction ¢ dans la région 2 := {s € C: Re(s) > 0,s # 1}. O

Exercices

Exercice 9.1. Soit la série de puissances Y -~ 2" /v/n + 1.
(a) Montrez qu’elle a rayon de convergence R = 1.
(b) Etudiez si cette série converge uniformément sur A = [—1/2,1/2] et sur C' = (—1,1).
(c) Définissons f : [0,1] — R par f(z) = > 02 2"/v/n+1si0 < x < 1,et f(1) = 0.
Montrez que f € R*([0,1]) et que fol f=300 1/n32
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Exercice 9.2. Soit la série de puissances

(o]
E a,r",
n=0

ou
1/(2"n) sin =0(mod3),
an, = 4§ n? nEl(modS),
sin(n) in=2(mod3).

Trouvez le rayon de convergence de cette série, calculez ’ensemble des points x ou elle
converge et calculez sa somme en chaque tel point.

Exercice 9.3. Déterminez les valeurs de x pour lesquelles la série
+o0
Z n?z"
n=1

converge et calculez sa somme. [Indice : Y >~ jz" =1/(1 —x).]

Exercice 9.4. Soit la série de puissances
0 (_1)711.271

4rp|2
n=0

(a) Trouvez son rayon de convergence.

(b) Montrez que la fonction-somme f(z) =", % satisfait I’équation différentielle

2 f"(x) +axf'(x) +2°f(x) =0 pour tout x € R.
Exercice 9.5. Soit la série de puissances
- n . n/2" sin est pair,
Zanx , ou a,= D : '
= 1/n!  sin est impair.
Trouvez l’ensemble de points x pour lequels la série converge et calculez sa somme en ces

points.

Exercice 9.6. Développez les fonctions suivantes en séries de puissances autour du point
xo indiqué et trouvez leur rayons de convergence :

(a) f(z) = arcsin(z), o = 0;
(b) g() = fy 12, 0 = 0.

Exercice 9.7. Montrez que

4”2n+1 2n+2) 2

n=0

[Indice : calculez fol arcsin(z)dz. Puis, développez arcsin(z) dans sa série de Taylor et trouvez

une autre expression pour fol arcsin(z)dz.|
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Exercice 9.8. Pour n > 0, définissons

1

T si n = 2k pour un k € Zxy,

Ay —

=
k

sin=2k—1pour un k € Z>;.

(a) Déterminez le rayon de convergence de la série de puissances y - a,z".
(b) Montrez que la série de puissances Y~ a,z" converge uniformément sur [—1,1].

(c) Calculez la série de puissances Y, a,z" en termes de fonctions élémentaires.

Exercice 9.9. Montrez que

o —1)n1
Z —( ) = log 2.
n=1 n

[Indice : développez —log(1 — x) en ses séries de Taylor autour de 0.]

Exercice 9.10. Le fait que la constante d’Euler e est bien définie n’est pas trivial a priori.
Cet exercice montre que la limite lim,_,.(1 4+ 1/n)" existe en effet :

(a) Montrez que si @« > —1 et n € N, alors (1 + «)” > 1+ an. |[Indice : utilisez induction
sur n. De fagon alternative, appliquez le théoréme des accroissements finis avec f(a) =
(1+a)"|

(b) Montrez que la suite a, = (1 + 1/n)"™ est croissante. [Indice : Montrez que a,1/a, =
A1 =1/(n+1)*)"+ ]

(c) Montrez que la suite b, = (1+1/n)"! est décroissante. [Indice : Montrez que b, /b, 41 =
(1 + 1/(n? + 2n))"2 |

(d) Concluez que la limite lim, o (1 4+ 1/n)" existe.

Exercice 9.11 (la fonction logarithmique). Comme on ’a fait au-dessus, la fagon usuelle de
définir la fonction logarithmique est comme l'inverse de la fonction exponentielle. Cependant,
on peut donner une définition alternative, d’ot toutes les propriétés usuelles du logarithme

découlent facilement : on pose
“dt
logx := —
1t

pour tout = > 0. A partir de cette définition, montrez les propriétés habituelles suivantes :

(a) log est une fonction différentiable sur (0, 00) dont la dérivée est donnée par (logz) =
1/z, 2 >0;

(b) log(e*) = z pour tout x € R;

(c) log(zy) =logx + logy et log(x/y) = logx — logy pour tous z,y > 0.

Exercice 9.12 (Putnam 2018). Soit f € C(R). Supposons que f* > 0 pour chaque
k € Z>y, ainsi que f(0) = 0.

(a) Montrez que f(x) = 0 pour tout x < 0.
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(b) Soit xg € R. Montrez que la série de Taylor de f autour de xy a rayon de convergence
R = oco. [Indice : Soit x > xy. Montrez que > ,_, f* (z0)(z — x0)k/k! < f(x) et
déduisez que Y 50 f® (20)(x — x0)* /k! converge absolument.]

(c) Soit xy € R. Pour chaque xz € R, montrez que

) (2,
f) = 3 T e

(d) Montrez que f = 0.
(e) Si on enléve 'hypothése que f(0) = 0, pouvez-vous trouver une fonction f € C*(R)
telle que f*) > 0 pour chaque k € Zx?



Chapitre 10

Sommation d’Abel

Supposons que >~ a, est une série convergente. Alors, on sait que la série de puissances
00 n . 0o n . .
Y o ana™ arayon de convergence R > 1. Si R > 1, alors ) .~ a,z" converge uniformément
sur [—1,1]. En particulier, et on a que

(10.1) xlg{{ ni;o a,r" = ni;o Q.

Est-ce que cette relation reste vraie quand R =17

Pour répondre a cette question, on développe une idée d’Abel qui est une version discréte
de I'intégration par parties. Observons qu’on se concerne a une somme de la forme ) . a,b,,
ol on sait quelque chose pour les sommes partielles de (a,,)%,. Abel a montré qu'on peut
transformer une telle somme :

Théoréme 10.1 (Sommation d’Abel). Soient (a,)n>1 €t (bn)n>1 deuz suites. Si A, = ay +

-+ ay, alors
N N N

Z anbn = Ananrl . - Z An(bn+1 - bn)

n=M+1 n=M+1

Démonstration. On a que

N N N N
Z anbn - Z (An _An—l)bn - Z Anbn - Z An—lbn
n=M+1 n=M+1 n=M+1 n=M+1
N N—-1
= Z Anbn - Z Anbn-l—l
n=M+1 n=M
N N
= D Anby— Aubarpr + Avby i — D Anbg
n=M+1 n=M+1
N N
= Anbn—i-l " - Z An(bn—l—l - bn)
n=M+1

90
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Avant de répondre a la question de la vérité de (10.1) quand ), ., @, converge, on donne
une application plus simple de la formule de sommation d’Abel qui illustre sa puissance.
Précisément, on montre une importante généralisation du critére de convergence pour les
séries alternées :

Théoréme 10.2. Soient (a,)0,, (bn)r>y C R deuz suites telles que

n=1
Ay, =a1+-+a,=0(1) (n>1)
et b, \(0. Alors, la série Z;O:l anb, converge.

Démonstration. D’apreés le théoréme 10.1, on a que

N N N
Z anbn = Anbn+1

n=M+1 n=M+1

L’inégalité du triangle donc implique que

N N
Z anby| < |AnDNs1| + |Anbarga | + Z |An| - [brg1 — bnl.
n=M+1 n=M+1

La relation A, = O(1) pour n > 1 veut dire qu’il existe une constante C' > 0 telle que
|A,| < C pour tout n > 1. De plus, puisque b,, décroit vers 0, alors |b,11 — b,| = by — byy1,
et on trouve que

N N
Z anbn < C <bN+1 + bM+1 + Z (bn - bn+1)>
n=M+1 n=M+1

= QCbMJ’_l.
Puisque lim,,_,, b, = 0, pour tout € > 0, il existe K = K(¢) tel que |bg| < &/(2C) si k > K.
Alors, si N > M > K, on trouve que

N

Z anby,

n=M+1

<e,

d’ot il découle que la série > 7 | a,b, est convergente selon Cauchy, donc convergente. [

On peut aussi montrer une version fonctionnelle du théoréme 10.2 :

Théoréme 10.3. Soit f,,,g,: X = R, n > 1, deux suites de fonctions telles que :

(a) pour chaque v € X, la suite (f,(x))0, est décroissante ;
(b) fn — 0 uniformément sur X ;
(c) la suite des sommes partielles Zivzl gn est uniformément bornée sur X, c’est-a-dire il

existe une constante C > 0 telle que ZnNzl gn(2)| < C pour tous x € X et N > 1.
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Alors, la série de fonctions Y . | fugn converge uniformément sur X.

Démonstration. Exercice. O

Finalement, la sommation d’Abel nous permet de prolonger de I'intervalle de convergence
uniforme pour quelques séries de puissances :

Théoréme 10.4. Soit Y > a,(x—x0)" une série de puissances, et soit « < 3 deux nombres
réels. Si la série converge quand x = « et quand x = [3, alors la série de puissances
S an(x — x0)" conver formément sur lintervalle |, ]

neo On 0 ge uniformément sur intervalle |« S].

Démonstration. Soit R le rayon de convergence de la série de puissances, pour que «, 8 €
[zg — R,z + R]. On sait déja que si 0 < r < R, alors la série Y >~ a,(x — xo)™ converge
uniformément sur Uintervalle [zo — r, xy 4+ r]|. Donc, il suffit de montrer que si 8 > zg, alors
la série converge uniformément sur [xg, 5], et que si o < xp, alors on a convergence uniforme
sur [« o).

On montre d’abord la premiere affirmation. On observe que si on fait le changement de
variables y = (z — x¢) /(8 — ), alors la série de puissances devient

00 )
> an(@—x)" =Y cay”,
n=0 n=0

ol ¢, = ap(f—1x0)". On sait que Y~ ¢, converge; on veut montrer que y ~  ¢,y" converge
uniformément sur [0, 1].

Soit
oo n
S = Z c; et S, = Z c;
7=0 7=0

Posons aussi

S, =958+9,, pourque lim 9, =0.

La sommation d’Abel implique que

N N N N
Yoyt =D ayt =8y = > Syt -y
n=M+1 n=M+1 n=Me
N N
=S+ = D (S -y
= n=M+1
N N
_ 5nyn+l . . Z 5n(yn+l . yn)
n=M+1

pour N > M > 1. Puisque §,, — 0, pour chaque ¢ > 0, il existe K tel que |6,| < e pour
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n> K. Donc,si N> M > K et y € [0,1], on a que

Z Cny <|5 |yN+l_‘_‘5 M+l+ Z |(5’ . n+1)
n=M+1 n=M+1
N
Sg(yN+1+yM+1)+€ Z (yn_yn+1>
n=M+1
— €<yN+1 _'_yMJrl) +€(yM+1 o yN+1)
= 2eyM T < 2.

Le théoréme 7.12 conclut la démonstration de la convergence uniforme de ) ., c,y" sur
[0, 1], et donc celle de ) -, an(x — o)™ sur [z, f]. -

Afin de voir la la convergence uniforme sur [a, 7o, il faut simplement observer qu’on a
que ap(x —x0)" = an(a—z0)"2", ot z = (29— x) /(2o — ) € [0, 1]. Puisque la série ) d,,
olt d, = a,(a — )" converge, le méme argument montre le résultat affirmé dans ce cas
aussi. O

Exemple 10.5. La série de puissances » -, z"/n converge quand x = —1 et quand = = 0,
donc elle converge uniformément sur [—1, 0].

Sommabilité d’Abel et de Cesaro

Le théoréeme 10.4 a un corollaire important :

Corollaire 10.6. Si ) a, converge, alors la série de puissances ), -, a," a rayon de
convergence > 1 et on a que
oo o0
lim E a,r" = E Q-
r—1-

Définition 10.7. Soit (a,)S2, une suite réelle. On dit que la série Y~ a, est Abel-
sommable si la série de puissances ), ., a,z" converge pour z € [0, 1) et la limite

= lim Z Qp T

r—1—

existe. On dit aussi que >~ a, converge vers A au sens d’Abel.

Le corollaire 10.6 implique que si ), a, converge au sens normal, alors elle converge
vers la méme valeur au sens d’Abel.

Exemple 10.8. On sait que
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pour z € [0,1), donc la série Y > (—1)" converge au sens d’Abel vers 1/2. Ceci a une
interpretation naturelle :

N : . :
n 0 si N est impair,
> :{

1 si N est pair,

donc les sommes partielles sont en moyenne 1-1/2+0-1/2 = 1/2. On voit alors que la
somme d’Abel de > 7 /(—1)" est la valeur moyenne de ses sommes partielles.

Il y a une autre notion de sommabilité qu’on utilisera plus tard, quand on étudie les séries
de Fourier :

Définition 10.9. Soit (a,)S°, une suite réelle. Soit A, = ag + a; + -+ + a, ses sommes
partielles, et soit
CAg A A

n

On

les sommes partielles de Cesaro de a,,. On dit que la série )~ a, est Cesaro-sommable
si la limite

C = lim o,
n—oo

existe. On dit aussi que Y~ a, converge vers C' au sens de Cesaro.

Remarque 10.10. On a que

1
Un:E ZA]

0<j<n

S RIPINT

0<j<n 0<i<y

PN

0<i<n i<j<n
1 :
~ Z a;(n — i),
0<i<n
puisque il existe n — i entiers dans I'intervalle [i,n). Donc,
- J
= l1—==1.
(10.2) o Za] ( n)
7=0
Ce calcul sera util plus tard. n
Le lemme suivant garanti que si >~ a, converge au sens normal, alors elle converge
vers la méme valeur au sens de Cesaro.
Lemme 10.11. Si (¢,)n>1 est une suite de nombres telle que lim,, . ¢, = ¢ € R, alors

. 01+CQ—|—"‘+Cn
lim =c

n—00 n
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Démonstration. Puisque (¢, ),>1 est convergente, elle est aussi bornée. Soit M = sup,,5; [c,| <
oo. En particulier, |¢|] < M. On fixe € > 0. Il existe N; = N;(¢) tel que |¢, — ¢| < € pour
n > N;p. Donc, pour n > N; on a que

cl+02+~~—i—cn_c‘_ (c1—¢)+ (ca—c)+ -+ (cn — 0|

n n
— |e; — ¢
< )
< Z -
7=1
solo—d, y lo =
— - |
j=1 Jj=N1+1
Moo "L &
< — + —
j=1 j=N1+1
2N1 M
< + €.
n
Sin > N := Nj + 2N;M/e, alors I'expression au dessus devient < 2¢, et le lemme en
découle. O

Exemple 10.12. Quand a,, = (—1)", on a que A,, = 1,, pair. Donc, o, — 1/2. On voit alors
que ) - o(—1)" converge au sens de Cesaro a la méme valeur qu’au sens d’Abel.

Exercices

Exercice 10.1.

(a) Pour chaque k € Zs, montrez qu’il existe un polynéme P, de degré k + 1 et de

coefficient dominant k—}rl tel que

> nk = Py(N).

(b) (plus difficile) Montrez que les polynomes Py de la partie (a) satisfassent 1’équation
recursive

(k4 1)Pp(z) = z(x + 1)* — X_: <j f 1>Pj(:c).

j=1
Exercice 10.2. Montrez le théoréme 10.3.

Exercice 10.3. (a) Si0 < |z| < 7, alors montrez que

Y 1 1
E cos(nx) < = E sin(nzr) < ]

T T
n=1 n=1

uniformément pour tout N > 1. [Indice : voir I'exemple 9.12.]
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(b) Supposons que a,, \, 0 et que z € R\ {2k7 : k € Z}. Montrez que les séries

oo o0
Z a, cos(nx) et Z a, sin(nx)
n=1 n=1

convergent.
(c) Montrez que la série

= 2" sin(nx)

n=1

converge uniformément sur [0, 1]. [Indice : séparez l'intervalle [0,1] comme [0,1/2] U
[1/2,1] et utilisez de critéres différents sur chaque sous-intervalle. ]

(d) Montrez que la série

=, sin(nx)

converge ponctuellement mais pas uniformément sur [—7, w|. [Indice : pour la conver-
gence uniforme, considérez la somme > _ _,, sin(nz)/y/n. Etant donné z > 0 petit,
pouvez-vous trouvez un intervalle [N,, M,] sur lequel toutes les ‘phases’ nx sont ‘syn-
chronisées’, dans le sens que 1 > sin(nz) > 1/2 pour tout n € [N, M,] 7|

Exercice 10.4. Montrez que si la série de puissances ) - a,z" converge uniformément
sur (a, B), alors elle converge ponctuellement en x = « et en z = f.

Exercice 10.5. Soit (a,)52; une suite de nombres reels

(a) Sila limite

(10.3) (= ]\}5%0 I

existe, alors montrez que

N
10.4 In _
(104) Nﬁoo log 2_: n

[Indice : Ecrivez A, = ay + -+ + a, = ({ + §,)n et montrez que

N an al NS, (N | onN
Zﬁzgzn +;n—|—1 N+l N4l

n=1 n=1

Q

Quelle est la valeur de lim,,_,o, d, 7|

(b) Trouvez une suite (a,)>; avec 0 < a, < 1 pour la quelle la limite de (10.4) existe,
mais la limite de (10.3) n’existe pas.
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Annexe : une version intégrale de la formule de sommation
d’Abel

La sommation d’Abel a une version continue qui est souvent plus facile & utiliser et a
mémoriser :

Théoréme 10.13. Soient (a,),>1 une suite et f € C'(Rsy), et définissons la fonction
A:Rs; = R par A(x) = Zlgngx a, pourx > 1. Si z >y > 1, alors

Y anf(n) =A@ f(t)

y<n<z

En particulier, si A= P+ E, ou P € C'(Rx), alors

S auf(n) /f HP' (Bt + B ()

y<n<z

z

t=y

_ / B ()t

Remarque 10.14. La fonction © — A(z) est une fonction en escalier : si n € N, alors
A(x) = A(n — 1) pour tout z € [n — 1,n) et A(n") — A(n™) = a,. Dans la décomposition
A = P+ FE, on considére P comme une approximation différentiable de la fonction discontinue
A, et I comme 'erreur produite par cette approximation. O

Remarque 10.15. Quand a,, = 1, alors A(z) = |x] = P(x)+E(z) avec P(x) = x et E(z) =
—{x}. Alors, le théoréme 10.13 est une vaste généralisation de la formule de sommation
d’Euler-Maclaurin. O

Démonstration du théoréme 10.13. Si N = |y| et M = |z], alors

M
Z anf(n) = Z anf(n).
y<n<z n=N+1
En appliquant le théoréme 10.1, on trouve que
M
S anfm) = A+ = S AW+ 1) - f).
y<n<z n=N+1

Puisque f(n+ 1) — f(n) = f:ﬂ f(t)dt et A(t) = A(n) pour tout ¢t € [n,n + 1), alors on
trouve que

S A+ - /

n=N-+1 n=N-+1

_ / A0 at

N+1

/ A() F ()t — / A / A r
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Puisque A(t) = A(N) pour t € [a, N + 1) C [N, N + 1), alors on trouve que
N+1 N+1
/ A(t) f(t)dt = / AN)f'()dt = A(N)(f(N +1) = f(a))
= AN F(N+1) = A(y) f(y)-
De méme, on déduit que
M+1
[ a0 = 200501+ 1) - AG)SC)

Donc

S anf(n) = A fn+ 1)

y<n<z

_ / T AW f(B)dt
L AN)F(N + 1) — A@)(y) — A F(M + 1) + A=) £(2)
—Awfw| —/A@ﬂmw

n=N

t=y

comme on 'a affirmé.
Finalement, la derniére affirmation du théoréme découle directement du fait que

P(t)f(1)

—/mem&=/3mﬁw@

t=y
par intégration par parties. 0

Si @, = 1, alors on observe que A(z) =3 _ 1= [z] =z — {z}, donc on peut prendre
P(z) =z et E(z) = —{x}. Donc, on retrouve la formule de sommation d’Euler-Maclaurin.

Remarque 10.16. Le théoréeme 10.13 a une preuve trés intuitive dans le contexte de la
théorie de I'intégrale de Riemann-Stieltjes [1, chapitre 7|. On a que

> wftn = [ st
y<n<z

ou 'intégrale a droite est une intégrale de Riemann-Stieltjes. Cette relation est une expression

continue de l'identité
> af(n)= ) fn

y<n<z y<n<z

ou AA(n) = A(n) — A(n —1).

On peut maintenant intégrer par parties (cette étape a une justification rigoureuse) pour

que
/ At

S afn /f £)dA(t

y<n<z
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Si A= P+ E, ou P est continiiment différentiable, alors

> anf(n /f /fdP /de

Dans la premiére intégrale, on a que dP(t) = P'(t)dt et dans la deuxiéme on intégre par
parties. Ceci recouvre la deuxiéme formule du théoréme 10.13. O

y<n<z



Chapitre 11

Convolutions et suites de Dirac

On définit la classe de fonctions
F={fR=>R: f|fle R"(R), ||fllcc < o0}.

Etant donné deux fonctions f,¢g € F, on définit leur convolution f * g : R — R par

(fxg)(z) := /_Oo f(t)g(x —t)dt.

Cette fonction est bien définie : on sait qu'’il existe deux ensembles C¢,C, qui n’ont pas de
points d’accumulations tels que f € R([a,b]) pour chaque [a,b] € R\ Cf et g € R([a,b])
pour chaque [a,b] € R\ C,. En mettant C = Cy UC,, on voit que la fonction t — f(t)g(x —1)
est dans la classe R([a,b]) pour chaque [a,b] € R\ C. De plus, on a que |f(t)g(z —t)] <
1f@®)] - lgllec € R*(R) par 'hypothése que f,g € F. Donc, le théoréme 4.14 implique que
la fonction t — f(t)g(x — t) est dans la classe R*(R), donc (f * g)(x) est bien définie pour
chaque x € R. En faisant le changement de variable s = x — ¢, on voit que

(f % 9)(x) = / f(z—s)g(s)ds = (g* f)(z) (x €R),

c’est-a-dire la convolution est une opération commutative. On peut aussi montrer que f*xg €

rea fureo= (L) (L)

en utilisant le théoréme de Fubini pour les intégrales doubles de Riemann. Cependant, ces
deux propriétés de la convolution ne sont pas requises pour ce qu’on verra a cette section.

Exemple 11.1. Supposons que f = 1. Alors, on a que

(f * Nx) = / Lo ()L o — £)dl.

Puisque 0 <z —t <1 si et seulement si x — 1 <t < z, alors on trouve que

0@ = | a.

max{0,2—1}<t<min{l,z}

100
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Le domaine d’intégration est non-vide si et seulement si 0 < z et x — 1 < 1, ce qui est
équivalent a x appartenant a [0, 2]. Par la suite,

min{l,z} —max{0,z — 1} si0<z <2,

(f*ﬂ@ﬁZ{

0 sinon,
T si0<x <1,
=q2—2z sil<z<2,
0 sinon.
En particulier, on voit que f * f est continue, méme si f a des discontinuités. m

La derniére remarque au-dessus concerne une propriété importante de I'opération de la
convolution : la fonction f*g est, en général, plus “lisse” que les fonctions f et g. Le théoréme
suivant montre cette intuition de fagon rigoureuse :

Théoréme 11.2. Soit f € F et g € C(R) telle que g*) est bornée pour chaque k € Z.
Alors, f+ g€ C®(R) et
(f % 9)® = fx(g"™).

Démonstration. Il suffit de montrer le cas k = 1; le cas général en découle par induction.
Pour x € R et h # 0, on a que

(f*xg)x+h) = (f*g)(x (/ f Hh_y)dy_/iﬂy)g(x—y)dy)

h
/f gl +h— yf)L g(x y)dy'

Le théoreme de Taylor implique que

h2

g(ﬂf+h—y)—g(af—y)Zh-g’(x—yH;-g”(C),

ol ¢ est entre x — y et © — y + h. Puisque on a supposé que ¢” est bornée, on en déduit que
gl +h—y) —glx—y) =h-g'(x —y) +OR*).

Donc,

5 — )+ O£ ()))dy

— (f*g)( |h|/

Puisque |f| € R*(R), le deuxiéme terme tend vers 0 quand A — 0. Ceci conclut la démons-
tration. O
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Ce qui est surprenant au théoréme 11.2 est que la différentiabilité de f % g provient
exclusivement de la fonction g. On voit, alors, que f*g “hérite” les propriétés de la “meilleure”
fonction entre f et g. (On se rappelle que f % g = g * f.) En utilisant cette observation,
on peut construire des bonnes approximations pour des fonctions f qui peuvent avoir un
comportement trés sauvage.

Le point de départ est une deuxiéme observation fondamental qui provient de la théorie de
probabilités. Supposons que d € F est une répartition probabiliste, ¢’est-a-dire une fonction

telle que
0>0 et / 0=1.

—00

On a alors que
@*ﬁ@%amwZ/ﬁ5®ﬂx—wﬂ—/%&ﬂﬂ@&:/%5®ﬂﬂm—ﬂ—ﬂ@hb

Supposons que presque toute la masse de § est concentrée autour de 0. Par exemple, on peut
supposer que

qui est la densité de la répartition normale N(0,1/n?). Puisque Pécart type est 1/n, on
s'attend que presque toute la masse de cette répartition se trouve dans un intervalle de
longueur ~ 1/n autour de 0.

Pour une telle répartition, concentrée autour de 0, on devrait avoir que

/mﬂﬂﬂﬂx—ﬂ—fwmﬁw/) 5() - [f (x — £) — f(a)]dt.

00 |z|~petit

Mais si ¢ est petit et f est continue en z, alors f(x —t) — f(x) est petit. On trouve alors de
fagon heuristique que

(0 f)(z) = f(x)

quand f est continue en x et § est suffisamment concentrée autour de 0. Cette observation
nous ameéne a la définition suivante :

Définition 11.3. Une suite de Dirac est une suite de fonctions 9, € F, n > 1, telles que
(a) 0, >0et [pd, =1;
(b) pour chaque € > 0 fix¢, on a que lim, o0 [, 9n(z)dz = 0.

Remarque 11.4. La propriété (a) nous garantit que 4, est une densité probabiliste pour
chaque n > 1, et la propriété (b) nous garanti que la répartition probabiliste induite se
concentre de plus en plus autour de 0 quand n — oo. O

Remarque 11.5. Il existe une répartition probabiliste qui est totalement concentrée en 0,
appelée la répartition de Dirac en 0. Cependant, cette répartition est trés singuliére, donc
elle n’a pas une densité probabiliste § dans la classe F. Une suite de Dirac alors rapproche de
facon continue cette répartition singuliére. De plus, on peut supposer, par exemple, que les
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fonctions 4,, sont lisses et que ses dérivées bornées (voir ’exemple 11.6 pour une construction
générale de suites de Dirac). En appliquant le théoréme 11.2, on peut construire une suite
de fonctions lisses f * 6, = d,, * f qui devraient rapprocher la fonction f. Cette idée joue un
role fondamental en analyse. O]

C’est assez facile de construire des exemples des suites de Dirac :

Exemple 11.6. Soit ¢ € F telle que ¢ > 0. Si I = [, ¢ > 0 et (M,);2, est une suite de

n=1
nombres positifs tendant vers +o0, alors, la suite de fonctions 8, (z) := "' M, ¢(M,z) est
une suite de Dirac.
En effet, on a que 0, > 0 et que [ 6, = 1, par un changement de variables. De plus, on
a que

1
Ax on(z)dx = 7 M, ¢(M,z)dx = 7/ o(y)dy

|z|>e ly|>Mne

par le changement des variables y = M,,x. Puisque I'intégrale impropre f_oooo ¢ converge, alors
on a que limpys_,o0 f‘x|>M ¢(z)dx = 0, d’ou la propriété (b) de la définition 11.3 découle.

Un cas important est donné par ¢(x) = 6_9”2/2, I = /27 et M,, = \/n. Dans ce cas, la
fonction 9,, est la densité probabiliste d'une répartition gaussienne de moyenne 0 et d’écart-

type 1/y/n. O

Exemple 11.7. Soit

_ 22\n 1< < 1
5n(x)::{(1 )L s —1<w<l, In::/(l—x2)”dx.

0 sinon, 1

Evidemment, on a que 4, > 0, 4, € F et fR 0, = 1. Il reste & montrer la propriété de la
définition 11.3. Tout d’abord, on calcule I,,. En mettant x = sin#, on trouve que

4n S 2
2n+1)(*") ~ 2n+ 1

2n
2n 2n
(n) i (J)

Puis, si € € (0,1) est fixé, on a que

w/2 w/2
I, = / (cos §)*T1do = 2/ (cos§)*T1do = 2
0

—7/2

car

1 2(1 — )
/ Op(x)de = — (1—2%)"dz < W) —0 (n— o00),
|z|>e I, e<|z|<1 L,
car 1 — 2% <1 —¢? quand |z| > €. Ceci montre que (,)°2, est une suite de Dirac, comme
on l'a affirmé. ]

Théoréme 11.8. Soient f € F et (8,32, une suite de Dirac.

(a) Si f est continue en o, alors lim, (0, * f)(x0) = f(20)-
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(b) Si f est continue sur |a,b] et 0 < ¢ < (b—a)/2, alors &, * f u—ngff sur la+¢,b— .
Démonstration. Les deux démonstrations se base sur la méme principe : on utilise le fait

que 9, induit une répartition probabiliste, c’est-a-dire 9,, > 0 et fR 0, = 1, pour voir que

<%ame¢@@:/

R

= /R5n(t)(f(3?0 —t) — f(xg))dt
:4<%@U%—w—wWW+/ 5. (8)(f (w0 — 1) = f(0))dt,

[t|>n

5u(t) (0 = )t = [ 5,(0)f(au)ilt

R

pour chaque zy € R et chaque nn > 0. Pour la premiére intégrale, on utilise la continuité de
f, et pour la deuxiéme, on utilise le fait que lim,, ﬁ Hn On(t)dt = 0 et que f est bornée.
Plus précisément, on a que

(8 £) (o) — F(0)] < sup | F(zo — 1) — F(ao)] - /| PRACIEETS / b,(1)dt

[t]<n [t]>n

< sup | f(z0 — £) — F(z0)| + 2] fll /| _ama

[tI<n
ou on a utilisé que 6,, > 0 et que fR 0, = 1. On spécialise les arguments maintenant pour les
deux parties du théoréme.

(a) Soit € > 0. Par la propriété (b) de la définition 11.3, il existe N > 1 tel que
(11.1) 2||f||oo/ 5.(0)dt <2/2 (n> N).
[t|>n

De plus, par la continuité en x, il existe n > 0 tel que |f(xo —t) — f(zo)| < e/2 s |t] < n,
et on trouve que |(d, * f)(zo) — f(x0)| < € pour n > N, ce qui est ce qu’il fallait démontrer.

(b) Puisque f est continue sur [a, b], elle y est uniformément continue. Soit € > 0. Il existe
n € (0,¢) tel que |f(x)— f(y)| <e/2si|z—y| <netx,y€la,b]. Donc, si zg € [a+¢,b—]
et |t| <mn, alors zg,xg — t € [a,b] et, par la suite, |f(xg —t) — f(xo)| < £/2. Par la suite,

|0 * f)(20) = (o) < 6/2+2HfHoo/ On(t)dt (20 € [a+¢,b—c]).

[t]>n

Comme au-dessus, il existe N = N(n) > 1 (alors, N ne dépend pas de z;) tel que (11.1) est
vraie. Donc |(d, * f)(x¢) — f(zo)| < € pour n > N, ce qui est ce qu'il fallait démontrer. [

Une application importante du théoréme 11.8 est le fameux théoréme d’approxima-
tion de Weierstrass :

Théoréme 11.9 (théoréme d’approximation de Weierstrass). Si f : [a,b] — R est continue,
alors il existe une suite de polyndomes convergeant uniformément vers f sur [a,b].
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Démonstration. Il suffit de montrer le théoréme quand [a,b] = [—1/2,1/2]. En effet, soit
L : R — R la fonction linéaire avec L(—1/2) = a et L(1/2) = b (c’est-a-dire L(z) =
a(1/2—x)+b(x+1/2)). La fonction foL :[—1/2,1/2] — R est continue, donc si le théoréme
est vrai pour les fonctions continues sur [—1/2,1/2], alors il existe une suite de polynomes
(P,)>, convergeant uniformément vers f o L. Donc, la suite de polynoémes @,, := P, o L™!
converge uniformément vers f sur [a,b]. (Ici, on a utilisé le fait que l'inverse d’une fonction
linéaire est encore linéaire afin de voir que @), est un polynéme pour tout n € N. Plus
précisément, on a que L™Y(t) = [t — (a +b)/2]/(b — a).)

Alors, soit f : [-1/2,1/2] — R une fonction continue. On affirme qu’on peut supposer
sans perte de généralité que f(—1/2) = f(1/2) = 0. En effet, soit L : R — R la fonction
linéaire avec L(—1/2) = f(a) et L(1/2) = f(b), c'est-a-dire L(z) = f(a)- (1/2 — x) + f(b) -
(z 4 1/2). En particulier, f — L vaut zéro en —1/2 et en —1/2. Puisque L est un polynome
(elle est une fonction linéaire), si on peut montrer que la fonction f— L est la limite uniforme
d’une suite de polynomes (P )2, alors f sera la limite uniforme de la suite de polynémes
(P, + L)

Con&derons, maintenant, f : [—1/2,1/2] — R continue avec f(—1/2) = f(1/2) = 0. Afin
de construire la suite de polyndémes, on utilise la suite de Dirac de I'exemple 11.7 :

1—a?)"/I, si —1<z<1 !
5n<x) :{( 1') /n S1 ST s oil [n:/ (1—1’2>nd$

n=1»

0 sinon, 1

On définit f: R — R par

fior= {0 =

Puisque f est continue et f(—1/2) = f(1/2) = 0, alors f est continue sur R. En particulier,
le théoréme 11.8(b) implique que 6, * f W F sur [—1/2,1/2], et fl[_1/271/g] = f. On calcule
maintenant (0, * f)(z) quand x € [—-1/2,1/2]. On a que

N 1/2
(G (@) = (F #6,) /f - tdt= | )6 — ).

—-1/2

On observe que |z —t| < |z| + [t] < 1si [t],|z| < 1/2. En particulier,

Ol —t) =I71 (1 — (x —t)?) JlZ() ) (x — )%
WS (e

=0

g g ()

i=0  i/2<j<n

Par conséquent, si \x| <1 / 2, alors
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ce qui est un polynéme de degré < 2n en . O]

Exercices

Exercice 11.1. (Rudin [2], exercice 7.20) Soit une fonction continue f : [0, 1] — R telle que

/1 f(z)z"dz =0,
0

pout tout entier n > 0. Montrez que f est identiquement égale & zéro.
Exercice 11.2. (Rudin [2], exercice 7.23) Soit Py = 0 et, pour n > 0, posons

22 — B,()?

Poii(x) = Py(x) + 5

Montrez que P,(x) — |z| lorsque n — oo uniformément pour x € [—1, 1]. [Indice : Utilisez

Iidentité
x| + Pn(x)>

(2] = Pos (&) = (2] — Pa(a)) - (1 -

Déduisez que 0 < P,y1(z) < Py(x) < |z|, ainsi que

l\"_ 2
— P, (z) < 1-— < ,
2] = Pu(w) < Jaf ( ) <

pour z € [—1,1]]

Exercice 11.3. Soit
noosilal < £,
fulz) = ﬁ sin < |z| < 2n,
0

sinon.

Est-ce que (f,)n>1 est une suite de Dirac?

Exercice 11.4. Etant donnée une fonction f € F N C(R), trouvez une suite des fonctions
(fu)n>1 € C®(R) convergeant vers f uniformément sur chaque intervalle fini [a, b].
Exercice 11.5.

(a) Construisez une suite de Dirac (d,),>1 telle que, pour tout n € N, on a que 6,, € C*°(R)
et que
op(x) =0si |z| > 1/n.

[Indice : voir I'exemple 9.10.]
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(b) Si x est la fonction caractéristique de U'intervalle [a, b] et x,, = x * d,, alors montrez
1

que
Xn(x) =1 sita+1/n<z<b-—1/n,
0<xn(x)<1 siz€la—1/n,a+1/n]U[b—1/n,b+1/n],
Xn(z) =0 siz¢fa—1/nb+1/n].

Exercice 11.6. Soit f,g € F. Montrez que leur convolution f * g est une fonction continue
sur R.

1. Dong, x,, est une approximation lisse de la fonction caractéristique de I'intervalle [a, b]. On peut utiliser
ces fonctions dans plusieurs contextes. Par exemple, si on veut compter combien de pairs (m,n) € Z?2
appartiennent a Panneau {(x,y) € R? : R’ < \/2? + y2 < R}, on peut considérer la somme Zmbez Xn(a® +
b%), ol x,, est une approximation lisse de la fonction caractéristique de 'intervalle [R?, R?]. Le fait que Xy
est différentiable une infinité de fois offre plusieurs avantages ; par exemple, voir exercice 12.13.



Chapitre 12

Séries de Fourier

Supposons qu’on a une fonction f: R — R qui est 1-périodique, c’est-a-dire f(z + 1) =
f(z). Une telle fonction pourrait representer un phénoméne périodique, comme une onde
(qui pourrait étre une onde électromagnétique, une vague dans la mer, etc.) On veut analyser
cette fonction en termes de fonctions périodiques plus simples. On connait déja des fonctions
simples qui sont 1-périodiques : les fonctions

1, cos(2mnz), sin(2mnz),

oun € N.
La question principale qu’on va étudier est : quand peut-on écrire
o0 o0
(12.1) f(x) =ao+ Z an, cos(2mnx) + Z by, sin(2mnz),
n=1 n=1
pour des ag,ai,as, -+ € R et by, by, --- € R? En fait, il est plus facile d’essayer de trouver

des coefficients ¢, € C tels que
122 o) = Y et
nez

On aura toujours que c_, = ¢, pour assurer que le c6té droit est un nombre réel. Ces
deux représentations sont équivalentes : vu que

0 | —if 0 _ =i _if | :if
COSQZi et sin@ze ‘e _ e ,
2 21 2
la relation (12.1) implique formellement (12.2) avec
a, — b, a, + b,
C =a ) Cn = 5 C_n = - 5
0= ao 5 5

pour n € N. (“Formellement” veut dire qu’on ne se préoccupe pas de questions de convergence
pour U'instant ; les manipulations de sommes sont formelles.)

Réciproquement, la relation e = cos f+isin 6 transforme une représentation de la forme
(12.2) avec G, = c¢_,, a une de la forme (12.1) avec

ap =y, Ap==Cp+Cp, by=ri(cy—c_p).

108
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Ceci montre I’équivalence formelle entre (12.1) et (12.2). Pour le reste de ce chapitre, on
travaillera avec (12.2).

Or, supposons qu’on a une représentation de f de la forme (12.2). Qu’est-ce qu’on peut
dire des coeflicients ¢, ? La relation-clé est

1 1 .
(123) / ezmmx€27rzn:r:d$ — / 62m(m—n)xdx _ S? m n,
0 0 0 sim#n.

En effet, si m = n, c’est évident que fol e2rilm=—)rdy = fol dr =1, et si m # n, alors

1 1 2mi(m—n)x 2mi(m—n)z
I d
/ eQmmaL’Gsznxdm — / _ (—6 . ) dr = —6 -
0 o dz \ 2mi(m —n) 2mi(m — n)

car e*™* = cos(27k) + isin(27k) = 1 pour k € Z.
On voit donc que les fonctions  — €2 forment un ensemble orthonormal par rapport
au produit scalaire

1

= 07
=0

(f.g) = / (@)@ de.

On ne va pas utiliser ce fait, mais cela nous donne une bonne intuition concernant ce qu’il
faut faire pour déterminer c,. Supposons que e, ..., e, est une base orthonormale de ’espace
vectoriel R™ par rapport au produit scalaire (v, w) = viwy + - - + VW, U v = (v1,...,0,)
et w = (wy,...,w,) sont deux vecteurs de R". On veut exprimer v en termes de la base
€,...,e,, c’est-a-dire on veut trouver des nombres \q,..., A, tels que v = \je;+---+ )\, e,.
On sait qu’un tel choix existe, car ey, ..., e, est une base, et pour ce choix

<'U, €j> = <)\1€1 + -+ )\nen, €j> = )\1<€1, 6j> + -+ >\n<en7 6j> = )\j,

d’aprés 'hypothése que ey, ..., e, est un ensemble orthonormal. Alors, on voit que \; =

(v, €j).
Motivé par la discussion ci-dessus, on considére les intégrales

(f(z), ™) :/0 f(z)e ?™mdy,

Cette intégrale est bien définie si f € R([0,1]) d’aprés le théoréme 2.2(d), alors supposons
que c’est le cas. C’est-a-dire, on suppose ici que f appartient a la classe de fonctions

Foer = {9 : R — R g 1-périodique, g € R([0,1])}.

: : 2minx| __
Pour des raisons de convergence, supposons aussi que ), .5 |c;| < 00. Vu que [cne | =
|cn|, le critére de Weierstrass implique que la série de fonctions ), _, c,€2™" converge uni-

formément sur R. En particulier, le théoréme 8.4 nous donne que

1 1 1
/ f(l,)ef%rzna:da: _ / < E Cm€27rzm:1:> efZWznxdx _ E : Com / eQm(mfn)zdx = ¢,
0 0 \mez mez 0
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d’aprés (12.3). Alors, les candidats pour les coefficients ¢, de la représentation (12.2), s’ils
existent, sont les coefficients de Fourier de f, définis par

1
f(n) ::/0 f(x)e ™ dg.

Z f(n)eZWin:c

ne”L

La série

est appelée la série de Fourier de f. On ne suppose pas que cette série converge, c¢’est une
expression formelle pour I'instant.
On a montré alors le lemme suivant :

Lemme 12.1. Si f € Fpe est telle que f(z) =Y, 7 ™™ pour des coefficients complezes

Cn avec Y, . |cy| < 00, alors ¢, = f(n).
La question principale a laquelle le reste de ce chapitre est consacré est :

Quand est-ce que la série de Fourier de f converge vers la fonction, et quelle
sorte de convergence a-t-on ?

Plus précisement, étant donnée une fonction f € Foep €t N € Zxg, on définit
Syf(z):= Z f(n)e*mne.
[n|<N
Pour quels = € R a-t-on que limy_,o, Sy f(x) = f(z)? De plus, quand a-t-on que Sy f unyf f
sur R? On étudiera ces questions aux prochaines sections.

Remarque 12.2. Puisque chaque fonction f € F,. est une fonction réelle, on a que

f(n) = / Faje T = / f@)em e = f(—n).

De plus, puisque f est 1-périodique, l'exercice 3.7 implique que

A atl .
f(n) ::/ f(l')eianxd[B,

pour tout a € R.
Si on suppose, en plus, que f € C*(R) (c’est-a-dire f*) existe et est continue), alors on
a que

Fn) = L l &) (e 2™ dy  (n
Fn) = G | 7P @ (e 20 (o),

comme on peut le voir en intégrant k fois par parties (voir aussi 'exercice 3.7(b)). Donc,

~

If(n)lém/o @) de (n ez {0}),

En particulier, )" _, |f(n)| < oo si f € C2(R).
Ces observations seront utiles plus tard. O
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Les noyaux de Dirichlet et de Fejér

Comme on I’a mentionné a la fin de la section précédente, on veut comprendre quand

Syf(xz) — f(z). On observe que

SNf( (/ f —27rmtdt) 2mine _ /01 f(t) Z egm‘n(x—t)

[n|<N [n|<N

Alors, on définit le noyau de Dirichlet

— E eQm’nx ]

In|<N

De plus, étant données deux fonctions f, g € Fper, on définit leur convolution

(f * 9)a /f (&~ 1)d

SNf:f*DN.

pour que

On observe que

d’aprés 'exercice 3.7. En particulier,
SNf == DN * f,

aussi.

Comme on va le voir plus tard, une autre quantité importante dans la théorie de séries
de Fourier sont les sommes de Cesaro de f, c’est-a-dire les moyennes de la suite (S, f)n>1,
définies par

onf (@ ZS e

Puisque S, f = D,, x f et 'opération de la convolution est linéaire, il est facile de voir que

UNf:FN*f7
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ou Fy est le noyau de Fejér, défini par

1
N
La raison pour laquelle on introduit le noyau de Fejér est qu’il est beaucoup plus facile

(pour des raisons qu’on va expliquer ci-dessous) de montrer que oy f converge vers f. De
plus, puisque oy f est la moyenne de S, f, le lemme 10.11 nous permet de conclure que

lim Syf(z) = lim onf(x) quand la premiére limite existe.
N—o00 N—o00

Le lemme suivant établit plusieurs formules utiles pour les noyaux de Dirichlet et de
Fejer :

Lemme 12.3. Soit N € N.
(a) On a que

/01 Dy (x)dz = /01 Fy(z)de = 1.

(b) Pour tout z € R, on a que’

sin(m(2N + 1)x)

D =
n() sin(mx)
et
F ( )_ Z |TL| 27mnm 1 NZ o2minx | SiIlZ(ﬂ'Nl‘)
N = N N ~ Nsin®(rz)’
In|<N =0

Démonstration. (a) Puisque fol e?"mrdy = 1,0, le résultat en découle directement pour
le noyau de Dirichlet. Vu que F est une moyenne de certains noyaux de Dirichlet, on a le
résultat pour le noyau de Fejér également.

(b) Vu que
2N

DN(ZL') _ 6—27erw ZGQWW@”

n=0

la formule affirmée pour Dy découle de (9.7).
La premiére formule pour Fl est un corollaire de (10.2). Pour la deuxiéme formule, on

1. Siz =k € Z, on interpréte sin(m(2N+1)z)/ sin(rz) comme la limite lim,_, sin(7 (2N +1)y)/ sin(ny) =
2N + 1. Une remarque similaire s’applique aussi a la formule pour Fl.
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observe que

2 N-1 N—1
— E 627raix E e2mbix
a=0 b=0

N-1 N-1
— E : 627Taz:13 6727rbm
a=0 b=0

— E 627rz(a—b x

0<a,b<N-1

= Z e%mx-#{OSa,bSN—l:a—b:n}.

n|<N-1

N-—1
E 627rina:
n=0

On écrit a = b+ n et on observe que si n > 0, alors les conditions 0 < b+n < N —1
et 0 < b < N — 1 sont équivalentes a l'inégalité 0 < b < N —n — 1. Donc, #{0 < a,b <
N—1:a—b=n} = N —n dans ce cas. De méme, si n < 0, alors on trouve que les relations
0<b4+n<N-1et0<b< N —1sont équivalentes a 'inégalité —n < b < N — 1, d’ou
on déduit que #{0 < a,b < N —1:a—b=n} = N + n. Ceci implique que

2

N-1
Z€2ﬂinx _ Z (N— |n|)627rina: _ Z (N— |n|>627rinaz’
n=0 [n|<N-1 [n|<N

et la deuxiéme formule pour Fy suit. Finalement, la troisiéme formule découle de la deuxiéme
et de la relation (9.7). O

Le lemme précédent implique Fy > 0, que fol Fy =1, et que Fy 0 sur [—1/2,—] U
[e,1/2], pour chaque € > 0 fixé. Donc, Fi est une suite de Dirac 1-périodique :

Définition 12.4. Une suite de Dirac 1-périodique est une suite de fonctions 6,, € Fper,
n > 1, telles que

(a) 5n20etfj/2 6, =1;

1/2

(b) pour chaque € > 0 fixé, on a que lim,, f8<‘x|<1/2 dp(x)dz = 0.

Théoréme 12.5. Soient f € Fpe et (0,)52, une suite de Dirac 1-périodique.

n=1
(a) Siles fonctions 6, sont paires, i.e. §,(—t) = 0,(t) pour toutt € R, et x € R est tel que
les limites

flz+) = lim f(t) et f(z—)= lim f(t)

t—xt t—x—

existent, alors
lim (6, * f)(x) = flat) + f(x—)

n—0o0 2

(b) Si f est continue sur R, alors 0, * f zﬂff sur R.

Ici, le symbole * signifie la convolution de fonctions 1-périodiques.
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Démonstration. Vu que f € R([0,1]), alors f est bornée sur [0, 1] et, par périodicité, sur
R. Soit M = || f||ee < oc.

1/2 1/2

(a) Puisque 6, est paire et f71/2 9, = 1, alors on trouve que fijlﬂ = J,"" 0, =1/2. Donc
B+ ) - L)~ Sl

1/2 0 1/2

= 0, () f(x —t)dt — 0, () f(x+)dt — On () f(x—)dt

[ s0se=na= [ swrena= [T awse)

0 1/2

-/ B0 =) = ) / 5u(0) (f(x — 1) — Fla—))dt,

pour que
6.+ Do)~ LI < s 10— 1) - st
+ /77 ()| f(x —1t) — f(z—)|dt + 2M d,(t)dt.
0 <[t <1/2

Soit € > 0. On sait qu'il existe n = n(e,z) > 0 tel que

fly) = flazt)<e (e<y<z+n) et [fly)—flz+t)<e (z—n<y<u).

1/2

Puisque 9,, > 0 et f 0, = 1, alors

—1/2
’(5n*f)(x) _ S _f(“’_)’ §6+2M/ 8, (t)dt.
2 n<ltl<1/2
Finalement, il existe N = N(n) = N(e, z) tel que [, _, o, 0n(t)dt < £/2M pour n > N,
pour que o
(6, % f)(z) — LT 3 f(f”_)‘ <2 (n>N).

Ceci montre la premiére partie du théoréme.

(b) Cette partie est montrée de fagon similaire : on a que

|0+ f)(2) = f(2)] < /_77 On ()] f(x = 1) = f(2)|dt +2M On (£)d2.

n<[t|<1/2
Puisque f est continue sur R, elle est uniformément continue sur chaque intervalle compact
la,b]. En prenant [a,b] = [0,2] et en utilisant la périodicité de f, on voit qu’elle est uni-
formément continue sur R. Soit ¢ > 0. Il existe n = n(e) > 0 tel que |f(y) — f(z)] < € si
ly — x| < 7. Donc,

|(Gn % F)(@) — f(x)] <& +2M / RACE

Finalement, il existe N = N(n) = N(¢) tel que flt\>n d,(t)dt < €/2M pour n > N, d’ott on
déduit que [(0, % f)(z) — f(z)] < e pour n > N et x € R, ce qui conclut la démonstration.
0
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Théorémes de convergence

Or, on utilise les outils développés a la section précédente pour montrer plusieurs théo-
réemes de convergence des séries de Fourier.

Théoréme 12.6. Soit f € Fpe, et soit © € R tel que les limites f(x+) et f(x—), comme
définies au théoréme 12.5, existent. Si la suite (Syf(x))n>1 converge, alors elle converge
vers (f(x+) + f(x—))/2, c’est-a-dire on a que

; 2rina fla+) + f(z—)
Zf(n)e = ) :

nez

Démonstration. Soit ¢ = limy_,, Sy f(z). Le lemme 10.11 implique que limy_,, oy f(x) =
¢ aussi. D’autre part, le théoréme 12.5(a) implique que limy_,o. on f(x) = (f(z+)+f(2—))/2,
ce qui montre le théoréme.

Exemple 12.7. Soit f(z) = {z}, la partie fractionnelle de z. On a que

f(O):/ledx:%

et que
1 1 —2mi —27ina |1 1 —2mi
N . d TINIT TInT mTinT
f(n):/ xe‘zmmdzx:/ (£ , de=g- 2 , —/ ¢ —dx
0 o dz \ —2min —2min|,_, 0 —2min
B 6—27rin B 1
—2min  2min’
par (12.3). Alors,
S f( ) 1 1 Z e27rinx
r)=—-——
N 2 2mi n
1<[n|<N

En écrivant e’ = cosf + isin 6, on trouve que

1 i sm 27m:p
T

n=1

Snf(z

l\:)ll—

Si x = 0, alors Sy f(x) converge trivialement vers 1/2; et si 0 < |z| < 1/2, alors Sy f(x)
converge par le corollaire 10.3. Donc, le théoréme 12.6 implique que limy_,o, Sy f(x) =
({z+} + {z—1})/2 pour tout z € R. En particulier,

wzw(%—x) (0<x<1).

o0

n=1

Théoréme 12.8. Soit f: R — R une fonction 1-périodique et continue.
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(a) On a que oy f ﬂff sur R.
(b) Sty cr |f(n)| < oo, alors Sy f %ff sur R.
Démonstration. (a) Le résultat découle directement du théoréme 12.5(b). (Comme on

'a déja remarqué, le lemme 12.3 implique facilement que (Fy)n>1 est une suite de Dirac
1-périodique.)

(b) L’hypothése que >, ., | f(n)| < oo et le critére de Weierstrass impliquent que la suite
de fonctions (Sy f)y>1 converge uniformément vers une fonction g sur R. Le lemme 10.11
implique que g = f. O

Un corollaire facile et trés utile du théoréme 12.8 et de la remarque 12.2 est le résultat
suivant :

Corollaire 12.9. Si f € C*(R) est une fonction 1-périodique, alors Sy f — umff,

Théoréme 12.10 (théoréme de Riemann-Lebesgue). Si f € Fpe, alors

lim f( )=

[n]—o0

Démonstration. Soit € > 0. Puisque f € R([0,1]), il existe P = {po, p1, ..., px}, partition
de [0,1], telle que D(f,P) < e. Pour j € {1,...,k}, posons M; = SUP),._, <a<p, f(x) et
m; = inf,,_ <.<,, f(x), et considérons la fonction

) = Zmﬂh,j_hpj)(x) (0<z<1).

On prolonge g & R de fagon 1-périodique, en posant g(z) := g({z}) pour z ¢ [0,1). Par la
définition de g, on a que g < f sur [0,1) et, par périodicité, sur R. De plus

/f 9) Z/ (f —my) SZ —pj1)=D(f,P) <e

Par conséquent,
1 1
_ dr = _
< [ 1@ —s@is = [ (7-9)<e

Dj

1

[ (n) = g(n)| = i (f(z) — g(x))e """ dx

Finalement, si n € Z \ {0}, alors on observe que

—2minx

k N
g(n) = E mj/ Ty = E m] —
= i ™m

T=pj—1

pour que
\m1| + -+ ]mk|

W!n!

9(n)] <

Ici, P dépend seulement de e. Done, aprés avoir fixé P, on peut choisir |n| assez grand pour
que |g(n)| < e, d’ott on déduit que |f(n)| < 2e. Ceci conclut la démonstration. O
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Théoréme 12.11. Soit f € Fpe. St f est différentiable sur un point x € R, alors limy_,o Sy f(z) =
f(z).

Démonstration. On se rappelle que Sy f = Dy * f. Donc, le lemme 12.3 implique que

1/2 1/2
Sufla) = 1) = [ Du(Ostz =t s [ Dutos
1/2
=/ Dy(t)(f(z) — f(z —1))dt
- (@) — flr —1) sin(m(2N + 1)t)dt.
_1/2 sin(7t)
On définit o) — 1 )
sin () si0<|t] <1/2,
g(t) =
@ sit=0,

on prolonge g & R de fagon 1-périodique, pour que

1/2
Snf(z) = f(z) = / g(t)sin(m (2N + 1)t)dt.
~1/2
Si on peut montrer que g € R([—1/2,1/2]), alors en suivant la démonstration du théoréme
de Riemann-Lebesgue, on trouve que limy_,(Sn f(x) — f(z)) = 0, ce qui est ce qu’on veut
démontrer.

Alors, il reste de montrer que g € R([—1/2,1/2]). On commence en montrant que g est
bornée. On sait que lim;_,qsin(nt)/t = 7 et que limy_o(f(x) — f(z —t))/t = f'(x), d’aprés
la differentiabilité de f en z. On déduit que lim; ,o(f(z) — f(x —t))/sin(nt) = f'(z)/m. En
particulier, il existe 6 > 0 tel que

‘f (z—t) [f=)

sin 7Tt)

<1 (0<|t| <9).

Vu que f est bornée comme membre de I’ensemble F,, alors on voit que

'f ﬁ—t)'SM::maX{lJr|f’(:v)|’2HJ;||<><>}<oo

sin(mt) T

pour 0 < |t| < 1/2. En tout cas, |g(t)] < M pour t € [—1/2,1/2], et la périodicité de g
conclut la démonstration de notre affirmation que g est bornée. Finalement, on montre que
g € R*([-1/2,1/2]), ce qui suffit d’aprés exercice 4.1. Puisque f € R([—1/2,1/2]) et sin(mt)
est continue pour t € [—1/2,1/2]\ {0}, il est facile de voir que g € R([—1/2,—¢] U [, 1/2]),
pour tout € > 0. Finalement, on observe que

g(t)dt’ < 2Me.

e’ <|t|<e
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Ceci montre que les limites lim, f:1€/2 g et lim, f;/ 2 g existent, et le résultat affirmé est prouvé.
[

Exercices

Exercice 12.1. Soit f € Fp,e. Pour tout ¢ € R, montrez que

A~ C+1 .
f(n) = / f(z)e ™ dg,

Exercice 12.2. Soit f : R — R une fonction 1-périodique qui est paire sur l'intervalle
(—1/2,1/2), c’est-a-dire f(—z) = f(x) pour |z| < 1/2. Montrez que

R 1/2
f(n) = 2/0 f(z) cos(2mnz)dx.

Exercice 12.3. Montrez que

ﬂ1—@:é—§:§ﬂﬁﬁﬁ O0<z<1).

m2n?
n=1

Déduisez que

1 B 2

—~ n? 6
Exercice 12.4. Calculez la série de Fourier de la fonction f(x) = |sin(27z)| et examinez si

fl@) =) fn)emme.
nez

Exercice 12.5. Soit f(x) = {z}, z € R.
(a) Montrez que f est une fonction 1-périodique qui est différentiable sur R\ Z.
(b) Calculez les coefficients de Fourier de f.
(c) Montrez que si x € R\ Z, alors

(2} =1/2— Z sin(iznx)‘

(d) Montrez que la série Y sin(2wnz)/n converge uniformément sur [e,1 — €|, pour
chaque € > 0 fixé.

Exercice 12.6. Si f(x) = (1 — 2|z|)? pour x € [—1/2,1/2], alors montrez que

[e.e]

1 4 cos(2mnx)
@ =3+~

et déduisez que
[o.¢]

1 2 1 m
— =T Y o=
2oz 6 ¢ nz nt = 90

[Indice : pour la derniére identité, intégrez f.|
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Exercice 12.7. Soit f : R — R la fonction 1-périodique telle que f(x) = —1siz € [—-1/2,0)
et f(xr) =1siz € [0,1/2). Calculez les coefficients de Fourier de f et la valeur de la série de
Fourier ), _, f(n)e*™* pour chaque = € R pour lequel elle est convergente.

Exercice 12.8. Soit f : R — R la fonction 1-périodique telle que f(z) = cosh(2mz) =
(€™ + e727) /2 pour —1/2 < x < 1/2. Calculez les coefficients de Fourier de f et évaluez la
1

o
somme ) > —— -

Exercice 12.9. Soient f et g les fonctions 1-périodiques définies par

ﬂ@:{lsi—ﬂ2<x§0 N M@:{—lsi—ﬂ2<x§0

3 si0<a<1/2, r si0<az<1/2.

Calculez leurs séries de Fourier et évaluez-les en x = 0. Qu’est-ce que vous observez ?

Exercice 12.10. Soit f € Fpe et soient aussi a_n,a_ny1,...,an quelques nombres com-
plexes. Posons
T(x)= Z e
In|<N

(a) Montrez que
1 N
| 1T =3
0 n=1
[Indice : |z|? = 2 - %]
(b) Montrez que

|t = 3 fnya:
0 In|<N

(c¢) Déduisez que X 1
/0 (@) - T(a)Pdz > / F(@) = Sy £ (@) 2das

de plus, cette inégalité est une égalité si et seulement si a,, = f (n) pour tout n €
{-N,—-N+1,...,N}.

(d) Supposez que f est continue.

(i) Montrez que |ow f|> ' |£]? sur R.

(ii) Déduisez que la suite
2
n
PN: E (1—%) |Cln|2

In|<N

converge vers fol |f(z)]?dx.
(iii) Montrez que la série Y, . |a,|* converge et déduisez I'identité de Parseval :

/0 @)z =Y Jaaf?

nel
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Exercice 12.11. Soit r € (0,1) et

Pu(a) = 3 pigemina,

neEL

(a) Montrez que
1—r?

T 1-2r cos(2mx) + 1?2’

P.(x)

(b) Si f:R — R est une fonction 1-périodique telle que f,|f| € R*([0, 1]), alors montrez
que

/0 fO)P(x —t)dt = Z rll f(n)e2mina

ne”L

Exercice 12.12. Soit § € (0,1/2). On définit une fonction 1-périodique ws : R — R par

wil) = {<1 — e85 i Ja] <,
5 0 si 0] <@ <1/2.

(a) Calculez les coefficients ws(n).

(b) Est-ce que c’est vrai que la suite des fonctions Syws(z) = 32, <y ws(n)e*™ ™ converge

ponctuellement vers ws ? Est-ce que la convergence est uniforme ?

(c) Montrez que la suite des fonctions (wi/,),>1 est une suite de Dirac 1-périodique.

(d) Montrez que ws(n) = 1+ O(nd) pour |n| < 1/4. (On voit ici une fonction concentrée
sur un intervalle de longueur 20 dont les coefficients de Fourier ws(n) sont essentiel-
lement constants pour |n| < 1/, et on a que 26 - 1/6 = 1 = constante. Ceci est une
manifestation de la principe d’incertitude.)

Exercice 12.13. Soit f € C*(R) pour laquelle il existe une constante M > 0 telle que

[f (@) + 1 (@) + /()] < (z € R).

24+ 1

(a) Montrez que la série

Zf(x+n)

neL

converge uniformément sur [0, 1].

(b) Montrez que la fonction

F(z) =Y flz+n)

nez

est 1-périodique et appartient & C?(R). Déduisez que

F(z) = Z F(m)e*mime

meZ
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(c) Montrez que

Fm) = (ZPm). o (FN©:= [ foe
est la transformation de Fourier de f. Déduisez que
> _fn) = (Ff)(m).
nez meZ

Remarque. Cette égalité est appelée la formule sommatoire de Poisson. Observez
que si m = 0, alors (Z f)(0) = [, f. En général, si f n’oscille pas trop, on s’attend
aceque Y, ,f(n)~ [, f (voir la formule d’Euler-Maclaurin). Donc, on considére le
terme avec m = 0 comme le ‘terme principal’. Tous les autres termes devraient étre
petits a cause de l'oscillation de e*™™ pour m # 0.

Exercice 12.14. (a) Pour k € Z>,, intégrez par parties pour montrer que

o 2k —1 [
/ x2k6—7r172dx — / x2k—2e—7rr2 dzr.

[Indice : (e7™") = —2mxze ™" ] Déduisez que
° 1-3-(2k—1)
2k —mx? _
/_oo e ™ dx = G .

(b) Soit y € R. Montrez que

00 N -1 k 2 2k
/ cos(2mzy)e ™ dx = Z % / e ™ dy = ¢V
—0 k=0 . —00

[Indice : pour la premiére égalité, utilisez 'exercice 8.9 avec

2 e (—1)F(2myx)?k
fn(x) — e Z( )(ék)‘y )

et g(x) = e ™ 2l |

(c) Déduisez que

pour chaque y € R.
(d) Pour tout x > 0, montrez que

—mn? 2
§ ewn/x:\/E e~ TT

ne”l neL

[Indice : formule sommatoire de Poisson.|
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Annexe : la répartition uniforme mod 1

Soit (uy,)?2, une suite de nombres réels. On veut étudier la répartition de cette suite mod
1. Ceci veut dire que, pour chaque u € [0,1], on étudie

Z(N;u) :=#{n < N : {u,} < u}.
On dit que la suite (u,)22 ; est uniformément répartie mod 1 si

i ZAV5u)
im ———= =u
N—o0 N
pour chaque u € [0, 1].
Le théoréme principal dans ce sujet est le critére de Weyl qui caractérise les suites
étant uniformément réparties en termes de leur transformation de Fourier

N
Un(k) =Y e*™m (ke 7).
n=1

Théoréme 12.12 (le critére de Weyl). La suite (u,)32, C R est uniformément répartie mod
1 si, et seulement si,

~

Un(k
lim Un(k) =0 pour chaque k € Z\ {0}.
N—oo N
Démonstration. Montrons d’abord la direction converse car elle est directement liée a la
théorie de séries de Fourier qu’on a étudié a ce chapitre. Supposons, alors, que limy_,, Uy (k)/N =
0 quand k € Z \ {0}. On montre que (u,)>°; est uniformément répartie mod 1.

Soit u € (0,1) (quand u € {0,1}, on a trivialement que Z(N;u) = ulN). On observe que

N
u) = Z 1[0,u) (mod 1) (un)y
n=1

ol 1[0.u) (mod1) Veut dire la fonction indicatrice de 'ensemble  J, ., [n, n+u). Alors, elle est une
fonction 1-périodique. Puisque ses seules discontinuités sont de sauts aux points 0, u (mod 1),
on peut la décomposer en séries de Fourier : si  # 0,1 (mod 1), alors

1[0u mod 1) ZC 27rzkx
keZ
ou
ck(u) :/ 6—27rkacdx: ( € )/( ™ ) S% 7& ’
0 U si k=0.
Par conséquent,
N

Z(N;u) = Z Z e (u)e2mikun,

n=1 k€EeZ
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Si on imagine qu’on peut interchanger ’ordre de sommation, on trouve que

~

(12.4) Z(Nyu) = crp(u)Un(k).

keZ
Puisque U ~n(k)/N est petit pour k # 0 et N grand, on a montré de fagon formelle que
Z(N;u) = co(u)Un(0) = u - N.

L’argument ci-dessus souffre de manque de rigueur dans plusieurs étapes. Par exemple,
la série ), |ci(u)| diverge, donc c’est difficile de justifier (12.4). Pour fixer ce probléme,
on remplace 1) moa1) Par une fonction dont la transformation de Fourier a meilleures
propriétés de convergence.

Définissons deux fonctions 1-périodiques fji par
F = Loar1/s) mod 1) * (7 - Li=1/5.0) mod1)) €t f5 := Liou=1/5) (mod 1) * (J - 1[0,1/4) (mod1))-

(Notez que j1(0,1/j) mod1) €t j1{—1/0) mod 1) SOnt de suites de Dirac mod 1.) De fagon explicite,
quand j > max{2/u,2/(1 —u)}, on calcule que

1 si0 <z <,
@) jlu+1/j—x) siu<z<u-+1/j,
S \r) =
’ j(x+1/5) si —1/j <a <0,
0 siu+1/j—1<ax<-1/5
et
1 sil/j<xz<u-—1/y,
_ jlu—2z) siu—1/j <z <u,
f](x>:_ . . .
jx si0<z<1/y,
0 siu—1<xz<0.

En particulier, on a que
£ < Lo modn) < ;-

De plus, 2
L R R (e~ 2mi(utl/ik _ 1\ (p27k/i _ q
4 j(e e
f7 (k) =7 - Lour1/) (mod 1) (k) - 1-150) (moa 1) (k) = ( 7 2)( )
42k
et
P R R s —2mi(u—1/5)k _ 1 —2rk/j _ 1
= . j(e e
Fi (k) =7 Tou-1/5) (moa1) (k) - Lo1/5) (moan) (k) = — ( 47T2k2) ( |

2. Cette étape peut étre justifiée par un calcul directe pour les fonctions f;‘. Cependant, c’est une iden-

"y . : PP I 1 —omi 1,1
tité qui est vraie en grande généralité : on a que (f xg)(n) = [, (f * g)(x)e ?™"*dx = [ [J f(y)g(z —
y)e 2me=2m(==Y)dydr. En changeant I'ordre d’intégration, une étape qui peut étre justifiée par le théo-

=

réme de Fubini quand f, g € Fper, on trouve que (f * g)(n) = f(n) -g(n).
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On voit alors que

e J
|fji(l<:)| < 5 quand k # 0.

Or, on observe que

Z(N:u) < Z =SS F ke = ST FE (k) O (k)

n=1 k€Z kEZ

Cette étape est bien justifice maintenant, car -, _, | f; (k)| < co. Puisque f;7(0) = u + 1/7,
on a que

Z(Niu) < (u+ 1N+ S FF(k)Tn (k).
keZ\{0}

Soit € > 0. On pose
Jj = [max{1/e,2/u,2/(1 —u)}].
Quand |k| > j/e, alors on utilise la borne triviale |Uy (k)| < N, pour que

— Nj ONj _2Nj [®dt 2Ne
+ _ _
RHCMC ED RO

|k|>j/e |k|>3j/e k>j/e

ol on a utilisé le fait que 1/¢? est décroissante (voir I'exercice 6.1).

D’autre part, quand 0 < |k| < j/e, on utilise la borne triviale |f+( )| f (0) =
u+ 1/7 < 1. De plus, I'hypothése implique qu’il existe Ny = Ny(e, j,u) = Ny(e, u) tel que

U (k)| < e2N/j quand 1 < |k| < j/e. Par conséquent,

> f}(k;)z?N(k)‘s > 22N _ ew,

1<ikl<j/e 1< J

En mettant tous nos estimations ensemble, on trouve que
Z(N;u) < (u+6¢)N

quand N > Nj. De méme, en commencant avec inégalite Z(N;u) > SN fi (u,), on peut
aussi montrer que Z(N;u) > (u— 6¢)N pour N > Ny. Puisque ¢ peut étre aussi petit qu’on
veut, on trouve que limy_,o, Z(N;u)/N = u.

Réciproquement, supposons que suite (u,)5, est uniformément répartie mod 1 et fixons
k € Z\ {0}. Montrons que limy_,.. Un(k)/N = 0.

Fixons un grand nombre entier A qu’on choisira plus tard. Si (a —1)/A < {u,} < a/A
pour un a € Z N [1, A, alors

2mk{un }
627rzkun . e2mka/A _ e27mk{un} N 627rzka/A _ / iezGde'
2

wka/A
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En particulier,

' . 2rk{un} . oIk
|€27rzkun _627rzka/A| < / |ze’9|d9:27rk({un}—a/A) < L
2rka/A A

Alors, on trouve que

A A
(/J\'N(k:) - Z Z e2mika/A Z Z (627rikun . 62m’ka/A)
a=1 a=1

1<n<N 1<n<N
(a—1)/A<{un}<a/A (a—1)/A<{un}<a/A

21k
< —.N.
- A

Fixons € > 0 et choisissons A = [27/¢], pour que

A
UN(]C) o Z Z 627rika/A
a=1

1<n<N
(a—1)/A<{un}<a/A

< eN.

Puis, on observe que

> 1=Z(N;a/A) — Z(N;(a —1)/A).
1<n<N
(a-1)/A<{un}<a/A
On écrit
Z(N;u) =uN + R(N;u).
On sait que, pour chaque u fixé, R(N;u)/N — 0. Puisque on a déja fixé A, on sait alors
qu’il existe Ny = N(g, A) = N(¢) tel que

N
R(N:j/N) € =5 (05 <A N 2N,
Donc
N 2e N
> a-heEy
A A
1<n<N
(a—1)/A<{upn}<a/A
On en déduit que
A A N
Z Z p2rika/A _ Z 627rka/AZ’ < 2N
a=1 1<n<N a=1

(a—1)/A<{un}<a/A
quand N > Ny. Par la suite,

N 4 N
Un(k) = 62“’“”/AZ’ < 3eN.

a=1
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Mais, on a que

A 2mwik 1

) . e
627rzka/A _ 627mk/A . =0
}: o27k/A _ |
a=1

car k € Z\ {0} et k/A ¢ Z. Ceci montre que |Uy (k)| < 3eN pour N > Np. Puisque € peut
étre aussi peut qu’on veut, on a montré que limy_,o Uy(k)/N =0 quand k € Z\ {0}. O

Un corollaire fameux du théoréme 12.12 est :

Corollaire 12.13. Si a € R\ Q, alors la suite (na)Se, est uniformément répartie mod 1.

Démonstration. Soit k& € Z \ {0}. La relation (9.7) implique que

N
E e27mkna S

n=0

1

sin(mka)’

Puisque a ¢ Q, on a que sin(rka) # 0. Donc,

N

: 1 2mikno
dm g 2 =

n=0
Le résultat alors découle du critére de Weyl. ]
Exercice 12.15. Soit f : R — R une fonction continue que est 1-périodique et /2-

périodique, cest-a-dire f(z 4+ 1) = f(z) = f(x + +/2) pour tout = € R. Montrez que f
est constante. [Indice : voir le corollaire 12.13 plus bas.]
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Annexe A

Eléments de topologie d’espaces
métriques

Ensembles ouverts

Définition A.1. Soit A C R. On dit que a est un point intérieur de A s’il existe ¢ > 0
(qui pourrait dépendre de a) tel que I'intervalle (a — €, a+¢€) est contenu dans A. L’ensemble
de tous les points intérieurs de A est appelé I'intérieur de A et il est dénoté par A°.

On dit que A est un ensemble ouvert si A° = A, c¢’est-a-dire si chaque point de A est un
point intérieur de A.1! O

Par exemple, I'intervalle (a,b) est un ensemble ouvert. Cependant l'intervalle (a, b] n’est
pas ouvert : on peut facilement vérifier que (a, b]° = (a,b) # (a, b].

Lemme A.2. Si {V; :i € I} est une collection d’ensembles ouverts, alors l'union |J;c; V;
est un ensemble ouvert également.

Démonstration. Exercice. O

La proposition suivante caractérise les ensembles ouverts :

Proposition A.3. Si A C R est ouvert, alors

A= U(%A@)»

el

ot I C N et les intervalles (a;,b;), i € 1, sont mutuellement disjoints. De plus, cette repré-
sentation de A est unique.

Démonstration. Soit a € A. On considére la collection d’intervalles ouverts

Fo:={(c,d) CA:a€(cd)}.

1. Clest trivial que A° C A.
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Cette collection est non-vide car il existe € > 0 tel que (a —e,a + ) C A et, par la suite,
(a —e,a+¢) € F,. Soit

.= | (cd).

(e,d)EFq

On affirme que J, est un intervalle ouvert. Plus, précisément, si m, = inf J, et M, = sup J,,
alors on montrera que J, = (mg, M,). Si on peut montrer cette relation, il découle que J,
appartient soi-méme a JF,. Alors, J, est, en fait, I'intervalle ouvert maximal contenant le
point a et contenu dans A.

Tout d’abord, on montre que si x,y € J,, alors chaque nombre entre x et y est aussi dans
Jo. En effet, puisque x, y € J,, alors il existe (o, 8), (7,0) € Fa tel que x € («, 8) et y € (7, 0).
De plus, l'intersection des intervalles («, ), (7, d) n’est pas vide car le nombre a appartient
a elle. Donc (a, B) U (7, d) est un intervalle ouvert qui contient a, soit («, 5) U (7y,0) = (K, A).
De plus, (k,\) C A et alors (k,\) € F,; en particulier, (k, A) C J,. Mais chaque point entre
x et y appartient & (k, ) C J, car z,y € (k,\). Donc chaque point entre x et y appartient
a J,, comme affirmé.

Finalement, on montre que J, = (mg,, M, ). Pour chaque € > 0, il existe z,y € J, tels que
me < <mg+eet M,+e <y < M, On sait que chaque point entre x et y appartient
a J,. En particulier, [m, + ¢, M, — ¢] C J,. Puisque cette relation est vraie pour chaque
e > 0, alors on trouve que (mg, M,) C J,. D’autre coté, on sait que J, C [mg, M,|. Donc les
seules possibilités pour J, sont les intervalles (mg, M, ), [mq, M,), (ma, M,] et [mg, M,]. Mais
J, est un ensemble ouvert car il est I'union de quelques intervalles ouverts (voyez le lemme
A.2). Donc on doit avoir que J, = (mg,, M,); les autres possibilités produisent un ensemble
non-ouvert.

On a montré que & chaque nombre a € A, on peut associer J,, I'intervalle ouvert maximal
qui contient a et est contenu dans A. Puis on affirme que si a,b € A, alors soit J, = J, soit
Jo N J, = 0. C’est une conséquence de la maximalité des J, et J,. En effet, supposons qu’il
existe ¢ € J,NJ,. Donc J, C A est un intervalle qui contient ¢ et la maximalité de J,. implique
que J, C J.. De méme, on trouve que J, C J.. Mais ces relations impliquent que a,b € J..
Comme avant, on déduit de cette relation que J. C J, et que J. C J,. Donc J, = J. = Jp,
ce qui conclut la démonstration de notre affirmation.

On est prét de finir la démonstration : on sait que A = (J,.4 Jo (cette relation découle
du fait que a € J, C A, pour tout a € A). Alors on peut choisir un ensemble {a; : i € I} tel
que A = J,c; Ja, et les intervalles J,,, i € I, sont mutuellement disjoints. Puisque chaque
intervalle J,, contient un nombre rationnel different, nécessairement soit I est un ensemble
fini soit il est infini mais dénombrable.

L’unicité de cette représentation de A découle directement de la démonstration. n

Ensembles fermés

Définition A.4. Soit A C R. On dit que x est un point adhérent de A si, pour chaque
e>0,onaque AN(x —¢e,x +¢) # (). On dénote 'ensemble des points adhérents de A par
A.
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On dit que A est un ensemble fermé si A = A, c’est-a-dire si chaque point adhérent de
A appartient a A.2 ]

Par exemple, l'intervalle [a, b] est un ensemble fermé mais 'intervalle (a, b] n’est pas fermé,

puisque (a,b] = [a,b] # (a, b].
Les points de A sont des points adhérents trivialement. Pour cette raison, on introduit
la notion des points d’accumulation :

Définition A.5. On dit que = est un point d’accumulation de A si pour chaque € > 0, il
existe y # x qui appartient & AN(x—e, x+¢). On dénote 'ensemble des points d’accumulation
de A par A'. m

C’est facile de voir que A = AU A’, pour tout A C R.

Lemme A.6. Un ensemble de nombres réels A est ouvert si et seulement si son complement
A° est fermé.

Démonstration. Premiérement, on suppose que A est ouvert et on montre que B := A°
est fermé. C'est clair que B C B, puisque si b € B, alors b € (b—¢,b+¢) N B. Alors il reste
de montrer que B = B. 1l suffit de montrer que AN B = . En effet, si a € A, alors il existe
e>0telque (a—e,a+¢c) C A= B°etdonc (a—¢,a+¢e)NB =0, qui implique que a ¢ B,
comme affirmé. Ceci conclut la démonstration que B est fermé.

Réciproquement, supposons que B est fermé. Si a € A, alors a ¢ B = B. Donc il existe
e>0tel que BN (a—¢e,a+¢) =10, qui implique que (a —e,a+¢) C B¢ = A. Ceci conclut
la démonstration que A est ouvert. O

Lemme A.7. Soit A CR et soit B = A°¢ son complement. On a que
A° =B
Démonstration. Exercice. O

Lemme A.8. Si {F; : i € I} est une collection d’ensembles fermés, alors l'intersection
Mics Fi est un ensemble fermé également.

Démonstration. Exercice. O

C’est possible de caractériser les points adhérents et les points d’accumulation de A en
utilisant de suites :

Proposition A.9. Soit ACR et x € R.
(a) Le nombre x est un point adhérent de A si et seulement si il existe une suite (an)n>1
d’éléments de A qui converge vers x.

(b) Le nombre x est un point d’accumulation de A si et seulement si il existe une suite
(ap)n>1 d’éléments de A\ {x} qui converge vers x.

2. Clest trivial que A C A.
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Démonstration. (a) Si x est un point adhérent, alors pour chaque n > 1, il existe a, €
AN (z—1/n,2+ 1/n). Donc la suite (a,),>1 d’éléments de A converge vers A.

Réciproquement, supposons qu’il existe une suite (a,),>1 d’éléments de A qui converge
vers . Soit € > 0. Alors, il existe N = N (¢) tel que |a,, —a| < € pour n > N. En particulier,
ay € AN (z —¢e,z+¢), ce qui implique que AN (x — e,z + ) # (. Donc z est un point
adhérent.

(b) Exercice. O

Corollaire A.10. Un ensemble de nombres réels A est fermé si et seulement si pour chaque
suite (ay)n>1 d’éléments de A qui converge, alors on a que lim,_, a, € A également.

Démonstration. Supposons que A est fermé et soit (a,),>1 une suite d’éléments de A qui
converge & un nombre x € R. Alors la proposition A.9(a) implique que z € A = A, comme
voulu.

Réciproquement, supposons que pour chaque suite (ay,),>1 d’éléments de A qui converge,
alors on a que lim,_, a, € A. Soit a € A. La proposition A.9(a) implique qu’il existe une
suite (ap)n>1 d’éléments de A qui converge vers a. Donc a = lim,,_,» a, € A, ce qui est ce
qu’il fallait démontrer. O

Les théorémes de Bolzano-Weierstrass et de Cantor

Théoréme A.11 (Bolzano-Weierstrass). Soit A C R un ensemble borné et infini. Alors A
a un point d’accumulation.

Démonstration. Soit M > 0 tel que A C [-M, M]. Soit [—M,0] soit [0, M] contient
une infinité d’éléments du A. Sans perte de généralité, on suppose que c’est [0, M] qui a
cette propriété. Soit a; € A N[0, M]. Puis, on divise [0, M] dans deux parties, [0, M/2] et
[M/2, M] et on observe qu’au mois un de ces parties contient une infinité d’éléments du A.
Sans perte de généralité, on suppose que c’est [0, M /2] qui a cette propriété et on choisit
as € AN[0,M/2]\ {a,}.

En continuant dans la méme fagon, on construit une suite (a,),>; d’éléments distincts
de A telle que a,, G,y 1, ... appartiennent a un intervalle de longueur M/2"~1. Ceci implique
que la suite (a,),>1 est de Cauchy, donc convergente : en effet, si € > 0, alors il existe N > 1
tel que M/2V~1 < . Par conséquent, si m,n > N, alors |a, — a,,| < M/2V7! < &, ce qui
montre notre affirmation que la suite (a,),>1 est de Cauchy et, par la suite, convergente.

Si a = lim,_,o a,, alors a € A’. En effet, on sait que les nombres a,, sont tous différents,
alors au plus un de ces nombres est égal a a, soit a,,. Alors la sous-suite {a,, },>n, consiste
en éléments de A\ {a} et sa limite est un point d’accumulation de A, d’aprés la proposition
A.9(b). Ceci montre I'existence d'un point d’accumulation de A et conclut la démonstration.

[

Corollaire A.12. Si la suite (a,)n>1 est bornée, alors elle posséde une sous-suite conver-
gente.
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Démonstration. Si 'ensemble A := {a, : n > 1} est fini, il existe a € A tel que a = a,
pour une infinité d’indices n. Alors, la sous-suite (ay,)n>1,a,-a €st évidemment convergente.
Finalement, si A est un ensemble infini, alors A a un point d’accumulation selon le théoréme
de Bolzano-Weierstrass. Alors la proposition A.9(b) implique qu’il existe une suite de points
de A (en particulier, une sous-suite de (a,),>1) qui converge vers ce point d’accumulation.
Dans tous les cas, il existe une sous-suite de la (a,),>1 qui est convergente. ]

Théoréme A.13 (Cantor). Supposons que R D Fy D Fy D -+ D F, D -+, ot les ensembles
F,, n>1, sont non-vides, fermés et bornés. Alors ()., F,, # 0.

Démonstration. Pour tout n > 1, on choisit a, € F,, C F}. Puisque F} est borné, alors
(@y)n>1 est une suite bornée. Donc le corollaire A.12 implique qu’elle a une sous-suite (an, )k>1
convergente. On affirme que a := limy_, a,, appartient a | J7~, F,. Soit £ > 1. On sait que
a,, € F,, C F,,, pour tout k > (. Puisque F,,, est fermé et le nombre a est la limite de
la suite (ay,)e>k, alors a € F,,, d’aprés la proposition A.6. Alors, a € F,,, C F),,, pour tout
m < ny,. Puisque c’est vrai pour tout k > 1 et la suite nj, — oo, alors a € () ~_, F},,, comme
affirmé. En particulier, () °_, Fy, # 0. O

Recouvrements

Définition A.14. Soit A C R. Si la collection d’ensembles C = {V; : i € I} a la propriété
que [J;c; Vi 2 A, alors on dit que C couvre A. Aussi, on appel C un recouvrement de A.

Finalement, si les ensembles V; sont ouverts, alors on appel C un recouvrement ouvert de
A. m

Proposition A.15 (Lindeloff). Soit A CR. Si {V; :i € I} est un recouvrement ouvert de
A, alors il existe J C I dénombrable tel que {V; : j € J} est également un recouvrement de

A.

Démonstration. On considére la collection d’intervalles @ = {(p,q) : p,q € Q, p < ¢}, qui
est une collection dénombrable. On considére aussi la sous-collection

Q={(p,q) € Q:Ji €I tel que (p,q) C Vi}.
Pour chaque intervalle (p, q) € Q, on choisit ipq € I tel que (p,q) CV;

J ={ipg: (pq) € Q}
On affirme que U]EJ V; D A. En effet, si a € A, alors il existe ¢ € I tel que a € V. Puisque
V; est ouvert, alors il existe ¢ > 0 tel que (¢ —¢,a+¢) CV;. On prend p € QN (a —¢,a) et
q € (a,a+¢), pour que a € (p,q) € V;. Donc (p,q) € Q, ce qui implique que (p,q) C Vi,
DoncacV;, C UjeJ Vj, ce qui montre notre affirmation que A C UjEJ V. O]

r,q —

».q €0 0N pose

Ensembles compacts

Définition A.16. Soit A C R. On dit que A est un ensemble compact si, pour chaque
collection {V; : i € I} qui est un recouvrement ouvert de A, alors il existe J C I, J fini, tel
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que {V; : i € I} couvre A également. O

Théoréme A.17. Soit A C R. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(a) L’ensemble A est compact.
(b) L’ensemble A est fermé et borné.

(¢) Chaque suite (an)n>1 de points de A a une sous-suite (an, )k>1 qui converge vers un
point de A.

Démonstration. (a) = (b) : Supposons que A est compact. On a que A est borné. En
effet, la collection {(a — 1,a 4+ 1) : a € A} couvre A, donc il existe ay,...,a, € A tels que
Ui (ai—1,a;4+1) D A. Par la suite, pour tout a € A, on a que |a| < M := 1+ max;<;<, |a;l,
c’est-a~-dire A C [—M, M|. Puis, on montre que A est fermé. D’aprés le corollaire A.10, il
suffit de montrer que si une suite (a,),>1 de points de A converge a un point z, alors x € A

également. Supposons, au contraire que = ¢ A. Si §,, = | — a,| > 0, alors
C:= {(—OO,ZE— 671) U (l'+(5n,+00) n Z 1}

est un recouvrement ouvert de A. Cependant, il n’y pas de sous-collection finie de C qui
couvre aussi A parce que, pour tout & > 0, il existe n > 1 tel que a,, € [x — §, 2 + J] et, par
la suite, AN [x — 0,z + ] # (. C’est une contradiction a la compacité de A. Alors il faut que
x € A, comme voulu.

(b) = (c) : Supposons que A est fermé et borné et soit une suite (a,,),>1 d’éléments de
A. Puisque A est borné, alors la suite (a,),>1 est également bornée. Donc le corollaire A.12
implique qu’il existe une sous-suite (ay,, )r>1 qui converge vers un nombre z € R. Finalement,
on observe que x € A selon le corollaire A.10, car A est fermé.

(¢) = (b) : Supposons que chaque suite (a,),>1 de points de A a une sous-suite (@, )k>1
qui converge vers un point de A. On veut montrer que A est fermé et borné. D’abord, on
montre que A est fermé. En effet, si (a,),>1 est une suite d’éléments de A qui converge vers
un nombre z € R, alors il existe une sous-suite (ay,, )r>1 qui converge vers un point de A.
Mais évidemment on a que limy_,« a,, =  et, par la suite, z € A. Puis on montre que A est
borné. Sinon, il existait une suite (a,),>1 d’éléments de A telle que lim,,_,« |a,| = co. Mais
cette suite ne posséde pas de sous-suite convergente, ce qui est une contradiction. Alors A
est borné, comme désiré.

(b) = (a) : Supposons que A est borné et fermé. On veut montrer que A est compact.
Soit {V; : i € I} un recouvrement ouvert de A. D’aprés la proposition A.15, il existe J C [
dénombrable tel que {V; : j € J} est aussi un recouvrement ouvert de A. On veut trouver un
ensemble fini J' C J tel que UjeJ/ V; D A. Soit J = {j1,j2,...}. Il suffit de trouver N > 1 tel

que Uﬁ;l Vj, 2 A. Supposons, au contraire, que ce n’est pas vrai. Donc pour chaque N > 1,
I’ensemble

N
Fy:= A\ (Uvn> :Aﬂvjclm...vjfv
n=1

est non-vide. De plus, Fy est fermé, d’apres les lemmes A.6 et A.8 et Fly est borné car il est
un sous-ensemble de A. Finalement, c’est clair que Fy O F5 O ---. Alors le théoréme A.13
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implique que (.-, F, # 0. C’est une contradiction car

Ao (0) -2 (Ur) o

jed

Donc il doit exister N > 1 tel que Wy 2 A, ce qui conclut la démonstration que A est
compact. ]

Corollaire A.18. L’intervalle ouvert |a,b] est compact.

Continuité

Théoréme A.19. Si K est compact et la fonction f : K — R est continue, alors f est
uniformément continue.

Démonstration. Soit ¢ > 0. Pour chaque = € K, il existe J, > 0 such that |f(y) — f(z)| <
£/2 quand |y — x| < d,. La collection {(z — 0,/2,2 + d,/2 : v € K} est un recouvrement
ouvert de K. Donc il existe z1,...,z, € K tels que U}, (z; — 05,/2, 2 + 0,,/2) 2 K. Soit
d = min{d,,,...,0,, }. Supposons que |z —y| < J. On a que = € (z; — 04,/2, ¢ + J,,/2) pour
un i € {1,...,n}. Alors
|z — ;| < 02,/2 < 0y,
et
ly—zi|=ly—oc+or—a| <|ly—z|+ |z — x| <I+,/2 <6,

Donc
|f(z) = flzi)| <e/2 et [f(y) — flm)] <e/2,
ce qui implique que

[f (@) = f W)l = |f () = f @) + f ) = F)] < [f (@) = f@a) |+ f(z) = fy)| <e/24¢e/2 =¢,

comme voulu. O



Annexe B

Nombres complexes

De facon informelle, ! I'ensemble des nombres complexes est donné par
C={z+iy:z,y € R},
avec la convention que i2 = —1. On peut ajouter et multiplier deux nombres complexes :
(x+iy)+ (u+w):=(r+u)+i(ly+v) et (x+iy)  (ut+iv):= (zu—yv)+i(xv + yu).
La deuxiéme formule est motivée comme suivant :

(z +iy) - (u+iv) = z(u+iv) + iy(u +iv) = zu + izv + iyu + i*yv
= zu +ixv + iyu — yv = (xu — yv) + i(zv + yu).

Toutes les propriétés habituelles algébriques sont préservés (associativité, commutativité,
distributivité, etc). Les nombres réels sont un sous-ensemble des nombres complexes, puisque
x =2+ 10 € C, pour chaque z € R.?

Notions de base

Si z = x + 4y est un nombre complexe, on appelle x et y sa partie réelle et sa partie
imaginaire, respectivement, et on les note par

r =Re(z) et y=Im(z).
C’est facile a verifier que si a, 5 € R et z,w € C, alors

Re(az + pw) = aRe(z) + fRe(w) et Im(az+ fw) = alm(z) 4+ Slm(w).

1. On peut faire la définition de C plus rigoureuse : on considére R2 muni de deux opérations suivantes :
(z,y)+(u,v) := (z+u, y+v) et (z,y) - (u,v) := (z,y+v). Si on utilise la notation formelle z+iy := (x,y), alors
onaquei=0+i-1=(0,1) et donc (0,1)2 = (0,1)-(0,1) = (0-:0—1-1,0-1+0-1) = (=1,0) = —=1+0i = —1.

2. La raison historique pour I'introduction de C a été la résolution d’équations polynomiales. Par exemple,
I’équation 2241 = 0, qui n’a pas de solutions sur R, a exactement deux solutions sur C : les nombres complexes
i et —i. En général, chaque equation polynomiale a,z" + an,—12" '+ --+a1x+ag = 0 avec a1, ..., a, € C,
an # 0, a exactement n solutions sur C (si on compte les solutions avec leur « multiplicité »).
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En particulier,
Re(z £ w) = Re(z) £ Re(w) et Im(z +w) = Im(z) £ Im(w).
Le conjugué d’un nombre complexe z = = + iy est défini par
Zi=x—1y.
On voit directement que
z+7%Z=2Re(z) et z—7%Z=2ilm(z).
Puisque z € R si et seulement si y = Im(z) = 0, alors on trouve que
zeR & Z==z

Finalement, c’est facile a voir que la conjugaison respecte ’addition et la multiplication :

zw=7zZ-w et z4+w=7Z4+w.

On peut penser aux nombres complexes comme vecteurs sur le plan euclidien, c’est-a-
dire comme éléments de R? : le nombre complexe z + iy correspond au vector (z,y). Donc,
on peut considérer leur module comme vecteurs, qui mesure leur distance de 'origine. Plus
précisément, si z = x + 1y est un nombre complexe, alors on définit son module

|z| := /2? + 92
On a l'inégalité triangulaire :
|z + w| < |z] + |wl.
De plus, le module est une fonction multiplicative :
|zw| = |z] - [w]
et on a que
9 . i 1 z
|z|*=2-Z implies - = —.
z 2P
La topologie de C

Si (25 )n>1 est une suite de nombres complexes, alors on écrit z, = a, +1b,, et on considére
les suites de nombres réels (a,),>1 €t (by)n>1. On écrit

9 9 oS
§ Zn = § ap + 1 E bna
n=1 n=1 n=1

prévu que les séries > 7 a, et Y > b, convergent. En particulier, on a que

Re (Z zn> = Z Re(z,) et Im (Z zn> = Zlm(zn).

On dit que la série ) ., z, converge absolument si la série (de nombres réels non-negatifs)
S . |zn| converge. Dans ce cas, on peut en déduire que les séries > °° . a, et > o b

n>1 1%n ge. ) p q n=1 4n n=1Yn
convergent et, par conséquent, que la somme infinie ) ., z, est bien définie.
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Dérivation et intégration de fonctions a valeurs complexes

Soit f : [a,b] — C est une fonction avec g = Re(f) et h = Im(f). On définit sa dérivé en
ro comme la limite
f(x) = f(wo)

(o) = lim ——————~.

T—T0 €T — :CO

Si g := Re(f) et h :=Im(f) sont dérivables en ¢, alors f l'est aussi et on a la relation

f(w0) = g'(w0) +ig'(20).

Finalement, si ¢’ et I/ existent? et sont intégrables selon Riemann sur [a, b], alors

/ f(z)dz = / g (x)dx —i—i/ B (z)dx
= 9(b) = g(a) +i(h(b) — h(a))

= f(b) = f(a).
Si f : [a,b] — C est une fonction, alors on considére les fonctions g, h : [a,b] — R, définies
par
g(x) =Re(f(z)) et h(x)=Im(f(z)) (a<z<D),

pour que f(x) = g(x) + ih(z). (Parfois, on utilise la notation g = Re(f) et h = Im(f).) Si
g,h € R*([a,b]), alors on dit que f € R*([a,b]) et on pose

b b b
/ f(z)dx := / g(x)dx —I—i/ h(z)dz.
En particulier, on a que

Re ( / b f(ac)da;) _ / "Re(f(e)dr et Im ( / b f(x)dx) _ / I( f ()

3. Comme d’habitude, on définit la dérivée d’une fonction aux limites a et b en prenant les limites a
gauche ou a droite, comme nécessaire.
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