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Le drapeau américain

: 50 étoiles

1) courant



Porto Rico deviendra-t-il le 51e Etat des Etats-Unis ?

PUERB RICO @

ECT.878

FIGURE : Photo par Bernand Braultm

La Presse, 7 novembre 2012 :

Les Portoricains ont voté en majorité mardi soir pour que leur ile, qui a
depuis 1952 le statut d *Etat libre associé aux Etats-Unis, devienne le 51e Etat
américain, une réponse inédite a une question qui leur avait déja été posée
trois fois depuis 1967.

Le résultat de cette consultation, révélé mercredi par la commission électorale
du territoire, est non contraignant. En vertu de la constitution américaine,
intégration de Porto Rico aux Etats-Unis nécessite un vote du Congreés
américain.



Un drapeau américain avec 51 étoiles ?

Il faut que le nouveau drapeau ait une certaine symétrie.
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FIGURE : Drapeaux de 1959 jusqu’a aujourd’hui

Chris Wilson a étudié ce probleme et il a identifié six motifs possibles
possédant beaucoup de symétrie :

(1) égal, (2) Oregon, (3) Wyoming, (4) long, (5) court, (6) alterné.



Beaux arrangements d’é€toiles

Egal - Toutes les rangées dans ce motif ont le méme nombre d’étoiles.
Oregon - Comme dans le motif égal, toutes les rangées ont la méme
longueur, a I’exception de la rangée centrale qui est plus courte par deux
étoiles. Ce motif exige d’un nombre impair de rangées.

Wyoming - Dans ce motif, la premiere et la derniére rangée sont plus
longues que les autres par une étoile.

Long - Ce motif consiste a des rangées courtes et longues alternées, ol
les rangées longues posseédent d’une étoile plus que les rangées courtes.
Dans ce motif, la premicre et la derniere rangée sont longues.

Court - Ce motif est défini comme le motif long, sauf que la premiere et
la derniere rangée sont courtes.

Alterné - Ce motif est défini comme le motif long, sauf que la premiere
rangée est longue et la derniere est courte, ou vice-versa.

On dit qu’un arrangement des étoiles sur le drapeau américain est beau s’il
utilise un motif entre les six motifs décrits ci-dessus, et le rapport entre le
nombre de rangées et le nombre de colonnes appartient a I’intervalle [1, 2].




Exemples de beaux arrangements d’étoiles
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(a) Egal (48 étoiles, 1912)  (b) Oregon (33 étoiles, (c) Wyoming (32 étoiles,
1859) 1858)
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(d) Long (50 étoiles, 1960) (e) Court (f) Alterné (45 étoiles,
1896)



Nombres d’étoiles possédant d’un bel arrangement
Skip Garibaldi a écrit un programme qui calcule pour quels
n € {1,2,...,100} il existe un bel arrangement d’étoiles :
{n <100 : 3 bel arrangement de n étoiles sur le drapeau américain}
={1,2,...,100} \ {29, 69,87}.
Exemple : Si on considere le motif Wyoming avec 5 rangées de 7 étoiles et 2
rangées longues de 8 étoiles, on trouve un bel arrangement de 35 + 16 = 51
étoiles. ~» Solution du probléme avec Porto Rico.
Définition
S(N) := #{n < N : 3 bel arrangement de n étoiles},
pour que S(100) = 97.

| \

Théoreme (K. - Thiel)
La densité de nombres n pour lesquels il existe un bel arrangement de 7 étoiles

est égale a 0, c’est-a-dire

lim S(N)/N = 0.

N—oo
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Caractérisation des beaux arrangements

Proposition

Un bel arrangement de n étoiles existe si un des suivants est vrai :

(i) (égal)n = ab avec 1 < b/a < 2.

(ii) (Oregon)n +2 = (2a+ 1)bavecl <b/(2a+1) < 2.
(iii) (Wyoming)n —2 =abavecl < (b+1)/a <2.
(iv) (long)2n —1=(2a+1)(2b+ 1) avec1 < (b+1)/(2a+ 1) < 2.
(V) (court)y2n+1= (2a+1)(2b+1)avec1 < (b+1)/(2a+1) <2.
(vi) (alterné) n = a(2b — 1) avec 1 < b/(2a) < 2.

Exemple : Supposons qu’il existe un motif long avec n étoiles.
Soit a le nombre de rangées courtes et b le nombre d’étoiles que chacune

contient.

= n=(a+1)(b+1)+ab=2ab+a+b+1
= 2n—1=4ab+2a+2b+1=(2a+1)(2b+1)



La table de multiplication

(x| 1]2[3]4[5[6]7[8]9]10
1 1123 ]4]5]|6 9 | 10
22|46 |8 ]101214]|16| 18| 20
3 3169 12|15 |18 21|24 |27 30
4 || 4|8 |12]16]20 |24 |28|32|36]| 40
5 5110|1520 |25|30|35|40 45| 50
6 || 6 | 12|18 |24 |30 |36|42 |48 |54 | 60
70 7 | 142128354249 |56 |63 | 70
8 8 |16 |24 32140 |48 |56 |64 |72 80
91 9 | 18273645 |54 |63 |72|81| 9
10 || 10 | 20 | 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90 | 100

(g) Tous les produits

FIGURE : La table de multiplication de 10 x 10




La table de multiplication, II

(<[ t]2]3]4[5[6[7[8]9]10
1] 2 2 [5(6]7]8]9]10
2 121416 |18 | 20
3 I5 21 [ 24 | 27| 30
1 28 [ 32| 36 | 40
5 25 35 45| 50
6 4248 | 54| 60
7 2956 | 63 | 70
8 64 |72 | 80
9 81| 90
10 100

(a) Les produits distincts

FIGURE : La table de multiplication de 10 x 10

Il y a 42 produits distincts




Le probleme d’Erdés (Un des problemes d’Erdds)

FIGURE : Paul ErdGs

ANN):=#{neN:n=abavecl <a,b <N} =7 lim —~ =7

Une premiére estimation de A(N) :

N? i N
- R AWN) = #{pq : p.q premiers, 1 <p < g <N} = 2(log N)2’



Le nombre de facteurs premiers d’un entier
Sin = p; - p, estlafactorisation premiere de n, alors on pose

Qn) =r.
Q(12) = 3 puisque 12 =2-2-3;
2(100) = 4 puisque 100 =2-2-5-5.
En général, Q(mn) = Q(m) + Q(n). (Sim =p1---pretn=pri1-- Pris,
alors mn = py -+ - prys.)

Théoréme (Hardy, Ramanujan)

Soit € > 0. Alors on a que

1
lim JT]#{H <N:(1—¢)loglogN < Q(n) < (1+¢€)loglogN} = 1.

N—o0

Re-interprétation probabiliste du théoreme de Hardy-Ramanujan :
Pour presque tous les nombres n < N, on a que §2(n) ~ loglog N.

Ou, méme, si on choisit un nombre entier n « aléatoirement », alors
Q(n) ~ loglogn avec probabilité 1.



Le moyen de

.
;];Q(n) = ;;pq;ﬂ = % a<%:a>1ng%:pﬂin1
:p;,zl) o ppren;er,aﬂpla

1 1
° Z — =loglogN +c+ O <logN> (Mertens)

pP<N

1
= ¥ ZQ(n) = loglogN + O(1)



Application sur le probleme d’Erdds

AN)=#{neN:n=abavecl <a,b <N}.

e Pour presque tout entier n < N, on a que €2(n) ~ loglog N.
e Donc pour presque toute paire (a, b) avec 1 < a,b < N, on a que
Q(ab) = Q(a) + Q(b) ~ 21loglog N ~ 21oglog(N?).
e Donc n = ab est « typiquement » un nombre entier < N? « non-typique ».
e = limy_A(N)/N?=0.

4
Rigoureusement, A(N) < # {n <N?:Q(n) > 3 log logN}

+# {(a,b) ta,b <N, Q(ab) < loglogN}

WIN ol

< eN? +22# {b <N:Q(b) < loglogN}
a<N

< eN? + 2N - ¢N = 3eN>.



Retour aux beaux arrangements

Sgat(N) := #{n < N : 3 bel arrangement de n étoiles dans le motif égal}
=#{n<N:n=abavecl <b/a <2}
<#{n<N:n=abaveca,b < V2N}

< A(V2N).
b+1
Sing(N) = #{n <N :2n 1= (2a+ 1)(2b + Davec 1 < o —— <2}
<#{n<2N:n=abavec2 < (b+1)/a < 4}
<#{n<2N:n=abavecl <b/a <4}
< #{n < 2N :n=abaveca,b < V8N}
< A(V8N).
N
. SV <6-AWIZN)  —  1im S



Considérations probabilistes dans le monde déterministe

N N 1
#{n<N:dn}=#{n=dm:m< E}% 5 = Prob,cn(d|n) = p

Si p # g sont deux nombres premiers différents, alors

#({n<N:pn}n{n <N:q|n}) =#{n <N:p,qn} = #{n <N : pq|n}

1
= Probuen({pln} n{gln}) = - = Probyen(p|n)Probyen(gin).

“ — "les événements {n € N : p|n} et {n € N : g|n} sont indépendants
On modele la divisibilité par p* par la variable aléatoire X,q, ol
—1)=1
{Prob(X,,u =1) =+ 1
Prob(X, =0) =1 - L

Sip # g, alors Xpa et X » sont censées €tre indépendantes.



Considérations probabilistes dans le monde déterministe, II

Qn) = Z 1 pourn <N ~» modelépar := Z Xpe
pén,a>1 pA<N,a>1

~ 1 (loglogN)"

Prob(Q) =r) =~
rob( r) log N r!
Q—loglogN 1 /5 —2/2
Prob|{a < ——— < S — e dt
( — 4/loglogN — B) V21 Ja

Ces relations sont vraies pour 1’objet déterministe €2(n) aussi :

#{I’l <N: Q(n) — l"} - N (log IOgN)r_l

= TogN  (r-1) (1 <r<2loglogN);

Q(n) — logl g
(n) —loglog N < 5} N e 2qr (Erdds-Kac)

< N: < ~ —
# {n - “= v1oglog N

27 Ja



Résultats plus spécifiques pour A(N)

Théoréme (Ford)
Il existe deux constantes c1, ca > 0 telles que

C1N

< C2N
(log N)d(loglog N)3/2 —

(log N)d (loglog N)3/2

A(N) <

pour tout N > 3, ot § = 1 — 28082 — 0086071 ...

Anatomie des entiers apparaissant dans la table de multiplication : si
ko = Llog log N J , alors

log 2
A(N) ~ # p< N2 TEPL P p1<---<pk
- — " k=ko+O(1), loglogp; > jlog2—0(1), Vj
N? (loglog N)*o—t ji—o(1)
~ Prob > 210 < < . < <1).
ogN (ko —1)1 TP (& X <& << <

~» Connexions avec des marches aléatoires.



Conclusion

S
N—oo N
S(N) = #{n < N : 3 bel arrangement de n étoiles}.
Par exemple, il n’existe pas un bel arrangement avec 69 étoiles.

Cependant, on peut écrire 69 = (8 +7+8)+ (8 +7+8)+ (8 +7+38), ce
qui nous donne un nouveau type d’un bel arrangement.

Meéme si on inclut ce nouveau type a la définition de S(N), la relation (*) reste
vraie.

Lecon : si les Américains veulent ajouter plusieurs nouveaux états, alors il faut
qu’ils deviennent de plus en plus créatifs.



Merci !
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