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5. Les théorèmes d’isomorphisme

5.1. Sous-groupes normaux. Dans le petit cours d’arithmétique nous avons défini une opération
interne + sur Z/nZ par la formule

a+ b := a+ b

ou, en utilisant une autre notation,

(a+ nZ) + (b+ nZ) := (a+ b+ nZ).

Avec cette opération, Z/nZ est un groupe et l’application naturelle Z ! Z/nZ : a 7! a est un
homomorphisme de groupes.

Pouvons-nous généraliser cela, c’est-à-dire définir une opération de groupe sur un ensemble de
classes d’équivalence ? Pour un sous-groupe H < G, nous avons défini l’ensemble des translatés
G/H et l’application naturelle

⌫H : G ! G/H : ⌫H(g) := g �H.

Si on met g := g �H pour la classe de g, il est naturel de poser la question si la formule

(1) g1 • g2 := g1 � g2

définit une opération interne • sur l’ensemble G/H et si G/H devient un groupe pour cette mul-
tiplication. Et en plus, si ⌫H : G ! G/H est un homomorphisme dans ce cas. La réponse est oui
dans le cas où G est abélien, mais pas en général.

Exercice 5.1. Montrer que si G est abélien et H < G, alors la formule (1) est une opération interne
bien définie sur G/H. Montrer de plus que G/H avec cette opération est un groupe abélien et que
⌫H : G ! G/H est un homomorphisme de groupes.

L’exercice suivant donne également une réponse partielle.

Exercice 5.2. Soit f : G ! K un homomorphisme avec noyau N < G et image F < K. Montrer
que le translaté g � N est exactement le sous-ensemble de G des éléments qui ont la même image
que g :

g �N = {x 2 G; f(x) = f(g)}
et qu’il y a donc une bijection naturelle entre G/N et F . Une conclusion est que, dans ce cas, on
peut au moins identifier G/N avec un groupe.

Mais pour un sous-groupe général H < G, la formule (1) ne donne pas une opération interne sur
l’ensemble G/H. Un translaté g � H est déterminé par un g 2 G mais, puisque le représentant g

n’est pas déterminé par le translaté g �H, il est possible que g1 � g2 6= g01 � g2 même si g01 2 g1 �H.

Exercice 5.3. Soit H < G et posons g := g � H pour le translaté de g. Montrer que g1 = g2 si et
seulement si il existe un h 2 H tel que g1 = g2 � h.

Voici un exemple où la formule n’est pas bien définie : considérons H := {(1), (1, 2)} < S3. Alors
(1, 3) = (1, 3) � (1, 2) = (1, 2, 3). Si la formule (1) était bien définie on aurait

(1, 3) • (2, 3) = (1, 2, 3) • (2, 3),
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ou (1, 3) � (2, 3) = (1, 2, 3) � (2, 3), ou (1, 3, 2) = (1, 2), ou il existerait un h 2 H tel que (1, 3, 2)�h =

(1, 2). Ce qui n’est pas le cas puisque (1, 2) = {(1), (1, 2)} et (1, 3, 2) = {(2, 3), (1, 3, 2)} : une
contradiction !

Donner à l’ensemble des classes G/H une loi de groupe n’est donc pas un problème trivial.
Approchons-le d’un autre côté. Pour deux sous-ensembles X et Y d’un groupe (G, �), on définit
leur produit comme étant

X � Y := {x � y;x 2 X, y 2 Y } ✓ G.

Comme d’habitude si l’opération est +, on définit la somme

X + Y := {x+ y; x 2 X, y 2 Y }.

Par exemple, la somme de deux translatés a+nZ et b+nZ dans Z est un seul translaté a+ b+nZ.
Le produit dans un groupe G de deux translatés à gauche (vus comme sous-ensembles de G) est la
réunion de plusieurs translatés à gauche, mais en général plus qu’un seul (Exercice : le montrer !).
On a évidemment l’inclusion

(2) (g1 � g2) �H ✓ g1 �H � g2 �H

mais l’inclusion peut être stricte. Pour un exemple, considérons G := S3, H := {(1), (1, 2)}, g1 :=

(1, 3) et g2 := (2, 3). Alors
(g1 � g2) �H = {(2, 3), (1, 3, 2)}

et
g1 �H � g2 �H = {(1), (1, 2), (2, 3), (1, 3, 2)} = H [ (g1 � g2 �H)

sont strictement différents.

Exercice 5.4. L’équation (2) utilise l’ensemble g1 �H �g2 �H. Cet ensemble est-il {g1 �h�g2 �h ; h 2
H} ? Ou {g1 � h1 � g2 � h2 ; h1, h2 2 H} ? Ces deux derniers ensembles coïncident-ils ?

Exercice 5.5. Montrer que la formule (1) donne une opération bien définie sur G/H si et seulement
si on a toujours l’égalité dans l’équation (2).

Quand, pour un sous-groupe H < G, le produit de deux translatés (comme sous-ensembles de
G) est toujours un seul translaté, alors l’opération (1) est bien définie dans G/H. On montrera
facilement que G/H avec cette opération forme un groupe et la règle des homomorphismes est
satisfaite

⌫H(g) • ⌫H(k) = ⌫H(g � k).

Abstraitement, soient x et y deux éléments de G/H et X ⇢ G et Y ⇢ G les deux translatés de
H correspondants. On multiplie X et Y comme sous-ensembles de G et, par l’hypothèse, X � Y est
un (unique) translaté Z qui correspond à un élément z 2 G/H. Alors par définition x•y := z. Nous
n’avons pas choisi de représentants des translatés et le produit • est donc bien défini.

On verra dans le théorème suivant que le sous-groupe H a cette propriété agréable si et seulement
si H est le noyau d’un certain homomorphisme si et seulement si ghg�1 2 H pour chaque g 2 G et
h 2 H si et seulement si chaque translaté à gauche est simultanément un translaté à droite.
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Théorème 5.1. Soit H < G un sous-groupe d’un groupe (G, �). Alors les cinq propositions suivantes
sont équivalentes.

(i) Pour chaque g et k 2 G le sous-ensemble g �H � k �H de G est un seul translaté à gauche de
H par un élément de G, c’est-à-dire g �H � k �H = (g � k) �H pour chaque g, k 2 G.

(ii) Il existe une opération interne ⇤ sur l’ensemble G/H, pour laquelle (G/H, ⇤) est un groupe
et pour laquelle l’application naturelle ⌫H : G ! G/H est un épimorphisme.

(iii) Il existe un groupe K et un homomorphisme � : G ! K tel que H = Ker(�).
(iv) On a g � h � g�1 2 H pour chaque g 2 G et pour chaque h 2 H.
(v) Chaque translaté à gauche de H par un élément de G est égal comme sous-ensemble de G à

un translaté à droite de H par un élément de G, c’est-à-dire pour chaque g 2 G

g �H = H � g

comme sous-ensembles de G.

Démonstration. Supposons l’énoncé (i) vrai. Nous avons introduit plus haut une opération interne
• bien définie (par hypothèse) sur l’ensemble des translatés à gauche G/H. On montre maintenant
que (G/H, •) est un groupe.

L’associativité : soient g1 �H, g2 �H et g3 �H trois translatés à gauche. Alors dans G/H on a

(g1 �H • g2 �H) • g3 �H = (g1 � g2) �H • g3 �H = ((g1 � g2) � g3) �H =

= (g1 � (g2 � g3)) �H = g1 �H • (g2 �H • g3 �H).

L’existence du neutre : 1G �H = H est un neutre pour • puisque

1G �H • g �H = (1G � g) �H = g �H = (g � 1G) �H = g �H • 1H �H

pour chaque g �H 2 G/H.
L’existence des inverses : l’inverse (g �H)�1 de g �H 2 G/H est g�1 �H, parce que

g �H • g�1 �H = (g � g�1) �H = 1G �H = (g�1 � g) �H = g�1 �H • g �H.

Donc (G/H, •) est un groupe. On a déjà vu que ⌫H est surjective et que ⌫H(g) • ⌫H(k) = ⌫H(g � k) ;
ainsi l’application naturelle est un épimorphisme. Alors (i) implique (ii).

Supposons l’énoncé (ii) vrai. Le noyau de ⌫H est

{g 2 G| ⌫H(g) = 1G/H = ⌫H(1)} = {g 2 G| g �H = H} = H.

On peut prendre (G/H, ⇤) pour le groupe K et ⌫H pour l’homomorphisme �. Alors (ii) implique
(iii).

Supposons l’énoncé (iii) vrai et que H est le noyau de �, où � : G ! K est un homomorphisme
entre les groupes (G, �) et (K, ⇤). Pour h 2 H et g 2 G on a

�(g � h � g�1) = �(g) ⇤ �(h) ⇤ �(g�1) = �(g) ⇤ 1K ⇤ �(g�1) = �(g) ⇤ �(g�1) = 1K .

Donc g � h � g�1 2 Ker� = H. Ainsi (iii) implique (iv).
Supposons que (iv) est vrai. Soit g 2 G. Pour chaque h 2 H on a g �h = (g �h � g�1) � g 2 H � g.

Donc g �H ✓ H � g et de façon analogue H � g ✓ g �H. Alors (iv) implique (v).
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Supposons l’énoncé (v) vrai. On calcule

g �H � k �H = g � (H � k) �H = g � (k �H) �H = (g � k) � (H �H) = (g � k) �H,

parce que H � k = k �H par hypothèse et H �H = H parce que H est un sous-groupe. Alors (v)
implique (i). ⇤

On dit que H < G est un sous-groupe normal de G ou sous-groupe distingué si une des propositions
dans le théorème est vérifiée par H (et donc si toutes les propositions le sont). On écrit alors H C G.
Par abus de notation on prend le même symbole pour les opérations internes de G et G/H. Lorsque
H est un sous-groupe normal de G, alors le groupe (G/H, ⇤) est appelé le groupe quotient de G

par H. En théorie des nombres, qui est la théorie de Z, il est absolument nécessaire de considérer
les groupes quotients Z/nZ. En théorie des groupes, il est absolument nécessaire de considérer
les groupes obtenus par quotient par des sous-groupes normaux. Abstrait, oui, mais cela donne
exactement la force de l’algèbre : une grande flexibilité !

Exemple 5.1. (i) Altn C Sn, parce que Altn est le noyau de l’homomorphism sg et le groupe Sn/Altn
a deux éléments. Par exemple,

(1, 2, 3) �Alt7 � (4, 5) �Alt7 = (1, 2, 3, 4, 5, 6) �Alt7 2 S7/Alt7 .

(ii) SL(n,K) C GL(n,K), parce que SL(n,K) est le noyau du déterminant. Nous écrivons
 
a b

c d

!
:=

 
a b

c d

!
SL(2,R)

pour le translaté à gauche dans le groupe quotient K := GL(2,R)/SL(2,R). Alors le neutre de K

est  
1 1

2 3

!

et  
5 10

13 27

!�1

=

 
1
10 �1
1
10 1

!
.

(iii) Soit H = V4 le 4-groupe de Klein vu comme sous-groupe de G = Alt4. Pour chaque f 2 V4,
l’élément gfg�1 appartient aussi à V4 pour tout g 2 Alt4 (même pour g 2 S4) et donc H C G. On
a O(G/H) = 3 et donc

G/H ' C3.

Un générateur est par exemple � = (1, 2, 3) = (1, 2, 3) �H et G/H = {�,�2,�3 = 1G/H}.

Exercice 5.6. Si H < G et (G : H) = 2, montrer que H C G. Donner un exemple d’un sous-groupe
d’indice 3 qui n’est pas distingué.

Exercice 5.7. Pour un sous-ensemble X ⇢ G d’un groupe, on définit X�1 = {x�1;x 2 X}. Soit
H < G un sous-groupe. Alors H C G si et seulement si pour chaque translaté à gauche g �H on a
(g �H)�1 = g�1 �H.
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Exercice 5.8. Montrer que U(n,K) C B(n,K) mais que U(n,K) n’est pas normal dans GL(n,K).
Ici n > 1 et K un corps. Montrer que Cn C Dn. Déterminer les sous-groupes normaux de S3.

Exercice 5.9. Soit H un sous-groupe du centre de G. (i) Montrer que H C G. (ii) Supposons que
G/H est cyclique (ceci veut dire que G/H est engendré par un seul élément). Montrer que G est
abélien.

Exercice 5.10. Soit S un sous-ensemble de G, tel que gsg�1 2 S pour chaque s 2 S et g 2 G.
Montrer que hS i C G. Montrer que V4 C S4 et G0 C G.

Exercice 5.11. Montrer que l’intersection d’une famille quelconque de sous-groupes normaux est un
sous-groupe normal.

Exercice 5.12. Soit f : G ! H un homomorphisme de groupes. Est-ce que Im f C H ? Si oui, le
montrer ; sinon, donner un contre-exemple.

Exercice 5.13. Soient H,K deux sous-groupes normaux de G. Alors HK = {hk 2 G |h 2 H, k 2 K}
est un sous-groupe normal de G.

Exercice 5.14. Soit f : G ! H un épimorphisme et M C G. Montrer que f(M) C H.

Exercice 5.15. Soit H < G un sous-groupe caractéristique, c’est-à-dire pour chaque automorphisme
� 2 Aut(G), on a �(H) = H. Montrer que H C G. Montrer que le centre et le sous-groupe dérivé
sont des sous-groupes caractéristiques.

Exercice 5.16. Soit N C G un sous-groupe normal. On dénote par x 2 G/N le translaté qui contient
x 2 G. Montrer que O(x) est le plus petit entier positif n tel que xn 2 N . Si O(N) = 46 et
O(G) = 230, montrer que pour chaque x 2 G on a que x5 2 N .

Exercice 5.17. Soient (G1, ⇤) et (G2, �) deux groupes et soit G = {(g1, g2) | g1 2 G1 et g2 2 G2},
l’ensemble produit cartésien. On munit l’ensemble G d’une multiplication · définie par

(g1, g2) · (h1, h2) = (g1 ⇤ h1, g2 � h2)

pour g1, h1 2 G1 et g2, h2 2 G2.
(i) (G, ·) est un groupe. (Il est nommé le produit direct de G1 et G2.)
(ii) Si G1 et G2 sont finis, alors |G1 ⇥G2| = |G1|⇥ |G2|.
(iii) Les sous-ensembles H1 = {(g1,1G2) | g1 2 G1} et H2 = {(1G1 , g2) | g2 2 G2} sont des sous-
groupes normaux de G et H1 ' G1 et H2 ' G2.
(iv) Z/4Z et le groupe de Klein V4 (voir le début de la section 4.1) sont deux sous-groupes d’ordre
4. Sont-ils isomorphes au groupe Z/2Z⇥ Z/2Z ?

Exercice 5.18. Nous avons exploré plus tôt les groupes transformant les polygones réguliers et
l’octaèdre en eux-mêmes. On nomme ces groupes les groupes de symétrie de l’objet géométrique
étudié et on dit qu’ils laissent l’objet invariant. Le but du présent exercice est d’étudier le groupe
laissant invariant une mosaïque. Habituellement la mosaïque n’est donnée qu’à l’aide d’un fragment ;
il faut mentalement le reproduire régulièrement pour qu’il couvre le plan euclidien au complet. (La
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géométrie euclidienne nous a habitué à de telles abstractions.) À nouveau le but est de caractériser
le plus exactement le groupe de symétrie de la mosaïque dont le fragment est présenté ci-contre. 13

(i) Dresser la liste des symétries de la mosaïque (infinie)
dont un fragment est donné ci-contre. Ces symétries seront
des fonctions de R2 ! R2 de la forme x 7! ax+ b où a est
une matrice 2⇥ 2 et b 2 R2. Montrer que cette liste forme
un groupe G si la loi de groupe est la composition de fonc-
tions. (Il sera difficile de montrer que la liste est complète ;
s’assurer au moins que la liste contient des éléments de la
forme x 7! x+ b et d’autres de la forme x 7! ax.)
(ii) Le groupe G est-il abélien ? fini ou infini ?
(iii) Soit le sous-ensemble Sim2 de GL(3,R) des matrices de
la forme S =

�
a b
0t 1

�
où a 2 O(2,R), b 2 R2 et 0 représente

le vecteur nul à deux composantes. (Voir l’exercice 4.5.)
Montrer que Sim2 est un groupe.

(iv) Soit E = {( x1 ) 2 R3 | x 2 R2}. Montrer que, si e 2 E , alors s · e 2 E pour tout s 2 Sim2.
(v) Montrer que G est isomorphe à un sous-groupe de Sim2.
(vi) Identifier le sous-groupe de Sim2 qui laisse fixe le point de rencontre de trois motifs noirs. Est-ce
un sous-groupe normal ?
(vii) Soit le sous-groupe T de Sim2 des fonctions de la forme x 7! x+ b où b 2 R2. Est-ce que T est
un sous-groupe normal ?

5.2. Simplicité. Un groupe G est simple si G a seulement {1G} et G comme sous-groupes normaux.

Théorème 5.2. Le groupe Altn est simple, si n � 5.

Démonstration. Posons G := Altn. Supposons N C G est un sous-groupe normal et N 6= G. Nous
allons montrer que N = {1G} en plusieurs étapes.

(1) Nous commencer par montrer que N ne contient aucun 3-cycle. En effet, supposons (a, b, c) 2
N et (x, y, z) est n’importe quel autre 3-cycle dans G. Il existe une permutation ⇡ 2 Sn telle que
⇡(a) = x,⇡(b) = y,⇡(c) = z. Parce que n � 5 on peut supposer que ⇡ 2 G (en multipliant ⇡ par un
2-cycle disjoint à (a, b, c) au besoin). Parce que N est normal, le 3-cycle (x, y, z) = ⇡(a, b, c)⇡�1 2 N .
Donc N contient tous les 3-cycles. Mais G est engendré par les 3-cycles et donc N = G. Une
contradiction.

(2) Soit ⇡ 2 N et ⇡ = �1�2 . . .�s est une décomposition en cycles deux à deux disjoints.
(a) Chaque cycle dans cette décomposition est de longueur  3. En effet, si ce n’est pas le cas, on

peut supposer, sans perte de généralité, que le premier cycle �1 = (a1, a2, . . . , am) est de longueur

13. Les mosaïques et plus généralement les pavages du plan sont étudiés mathématiquement, par exemple dans le
livre de B. Grunbaum et G.C. Shephard, Tilings and Patterns, Freeman (1990), ou intuitivement, par exemple dans
le livre rassemblant les mosaïques créées par M.C. Escher (1898–1972) : D. Schattschneider, M.C. Escher : Visions

of Symmetry, Abrams (2004).
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m � 4. Alors par normalité (et que c’est une décomposition en cycles deux à deux disjoints) on a

⇡0 := (a1, a2, a3)⇡(a1, a2, a3)
�1 = (a2, a3, a1, a4, a5, . . . , am)�2 . . .�s 2 N

et aussi

⇡(⇡0)�1 = (a1, a2, . . . , am)�2 . . .�s�
�1
s ��1

s�1 . . .�
�1
2 (am, am�1, . . . , a5, a4, a1, a3, a2) = (a1, a4, a2)

est dans N . Ce qui est une contradiction avec (1).
(b) Chaque cycle dans la décomposition est de longueur  2. Sinon, par (a), il y a au moins un 3-

cycle dans la décomposition. Supposons il y a un unique cycle de longueur 3, disons �1 = (a1, a2, a3).
Alors �2i = 1 pour i � 2, et donc ⇡2 = (a1, a3, a2) 2 N , ce qui est en contradiction avec (1).
Supposons il y a au moins deux 3-cycles dans la décomposition, disons �1 = (a1, a2, a3),�2 =

(b1, b2, b3). Posons

⇡0 := (a1, a2, b3)⇡(a1, a2, b3)
�1

= (a1, a2, b3)(a1, a2, a3)(b1, b2, b3)(a1, b3, a2)�3�4 . . .�s

= (a2, b3, a3)(b1, b2, a1)�3�4 . . .�s,

alors

⇡⇡0 = (a1, a2, a3)(b1, b2, b3)(a2, b3, a3)(b1, b2, a1)�
2
3 . . .�

2
s = (a1, b2, a2, b1, b3)�

2
3 . . .�

2
s 2 N

qui contient un 5-cycle en contradiction avec (a).
(c) Chaque cycle dans cette décomposition est de longueur 1 ou, en d’autres mots, ⇡ = 1G et

donc N = {1}. Voici la preuve de cette dernière étape. Il y a un nombre pair de 2-cycles, car ⇡ est
pair. Supposons la décomposition contient exactement deux 2-cycles, alors ⇡ = (a1, a2)(b1, b2), et il
existe un c 62 {a1, a2, b1, b2}, car n > 4. Posons

⇡0 = (a1, a2, c)⇡(a1, a2, c)
�1 = (a1, a2, c)(a1, a2)(b1, b2)(a1, c, a2) = (a2, c)(b1, b2) 2 N,

et alors ⇡⇡0 = (a1, a2, c) 2 N , à nouveau en contradiction avec (1). Supposons qu’il y ait au moins
trois 2-cycles dans la décomposition, disons �1 = (a1, a2),�2 = (b1, b2),�3 = (c1, c2). Posons

⇡0 = (a2, b1)(b2, c1)⇡((a2, b1)(b2, c1))
�1 = (a1, b1)(a2, c1)(b2, c2)�4 . . .�s 2 N

et

⇡⇡0 = (a1, b2, c1)(a2, c2, b1) 2 N,

car �2i = 1 pour chaque i. Cette dernière contradiction avec (1) montre que ⇡ = 1G, que N = {1G}
et termine donc la preuve. ⇤

Corollaire 5.1. On a (Altn)
0 = Altn si n � 5.

Démonstration. Par exercise 5.9, (Altn)0 C Altn et (Altn)
0 6= {1} car Altn n’est pas abélien. Donc

le théorème précédent permet de conclure. ⇤
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5.3. Le théorème fondamental des homomorphismes. Les concepts de fonction et d’applica-
tion en mathématiques n’ont pas toujours existé : il est difficile d’imaginer maintenant qu’on ait dû
inventer ces concepts. Cette invention date de la fin du 17ième siècle. Similairement, la réalisation
qu’une étude systématique des homomorphismes entres groupes est profitable est relativement ré-
cente. Cette idée fut popularisée entre autres par Nicolas Bourbaki, 14 il y a seulement 50 ans, sous
l’influence d’Emmy Noether 15. Dans les sections qui vont suivre nous allons donner les théorèmes
de base sur les homomorphismes. Dans les autres chapitres de l’algèbre (consacrés, par exemple,
aux espaces vectoriels, aux anneaux, aux modules, etc.), des théorèmes sur leurs homomorphismes
semblables existent. Une fois les théorèmes compris pour la théorie des groupes, les théorèmes pour
les autres structures algébriques sont faciles à comprendre. Le but de l’étude des homomorphismes
est simple : on veut « factoriser » les homomorphismes en morceaux plus simples, un peu comme
on factorise un entier en un produit de nombres premiers, ou une matrice inversible en un produit
de matrices élémentaires.

En composant deux morphismes f : G ! K et g : K ! H, on obtient un autre homomorphisme
h = g � f : G ! H :

G H

K

h

f g

Des informations sur f ou g donnent des informations sur h et vice versa. Un exemple est donné
par l’exercice suivant.

Exercice 5.19. On a
(i) Imh ✓ Im g, donc si h est un épimorphisme, alors g est aussi un épimorphisme.
(ii) Ker f ✓ Kerh, donc si h est un monomorphisme, alors f est aussi un monomorphisme.

Factoriser un homomorphisme h : G ! H comme h = g � f ci-dessus peut être très utile pour la
compréhension de h comme le montre l’exercice suivant.

Exercice 5.20. Supposons O(G) = 60, O(H) = 12. Supposons qu’on peut factoriser l’homomor-
phisme h : G ! H comme h = g � f , où f : G ! K et g : K ! H et O(K) = 35. Montrer que
h(x) = 1H pour tout x 2 G.

Pour factoriser un homomorphisme le théorème suivant est fondamental.

14. Sous le pseudonyme Nicolas Bourbaki, un groupe de mathématiciens francophones a travaillé à partir
de 1934 à écrire un traité rigoureux des mathématiques qu’ils nommeront Éléments de mathématique. (Voir
fr.wikipedia.org/wiki/Nicolas_Bourbaki).

15. Emmy Noether, mathématicienne allemande, 1882–1935, « la mère de l’algèbre abstraite » (voir
fr.wikipedia.org/wiki/Emmy_Noether).
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Théorème 5.3 (Théorème fondamental des homomorphismes). Soit h : G ! H un homomor-
phisme et soit f : G ! K un épimorphisme.

G H

K

h

f 9? g

(i) Il existe un homomorphisme g : K ! H tel que g � f = h si et seulement si

Ker f ✓ Kerh.

(ii) Si un tel homomorphisme g existe, il est unique.
(iii) On a Im(g) = Im(h), donc g est un épimorphisme si et seulement si h est un épimorphisme.
(iv) On a f(Ker(h)) = Ker(g), donc g est un monomorphisme si et seulement si

Ker(f) = Ker(h).

Démonstration. (i) ()) L’exercice 5.19 plus haut affirme que, si g existe, Ker f ✓ Kerh.
(() Supposons maintenant que Ker f ✓ Kerh. La prochaine étape définit une application g : K !
H. Soit y 2 K. Il existe un x 2 G tel que y = f(x) puisque f est un épimorphisme. Alors on définit

g(y) := h(x).

Cette définition pourrait dépendre du choix de la pré-image x de y ; il faut donc vérifier que g est bien
définie. Si x0 est une autre pré-image de y, x0x�1 2 Ker(f), parce que f(x0x�1) = f(x0)f(x)�1 =

yy�1 = 1K . Donc il existe un z 2 Ker(f) tel que x0 = zx. Par hypothèse z 2 Ker f ✓ Kerh, donc
h(z) = 1H et

h(x0) = h(zx) = h(z)h(x) = 1Kh(x) = h(x)

et l’application g est bien définie.
Soient y1, y2 2 K. Il existe x1, x2 2 G tels que f(x1) = y1, f(x2) = y2 et f(x1x2) = y1y2. Donc

g(y1y2) = h(x1x2) = h(x1)h(x2) = g(y1)g(y2)

et, de plus, g � f(x1) = g(y1) = h(x1). Alors g est un homomorphisme tel que h = g � f .
(ii) Supposons l’existence d’un autre homomorphisme g0 : K ! H tel que h = g0 � f . Si f(x) = y,

alors
g0(y) = g0(f(x)) = h(x) = g(y).

Donc g0 = g.
(iii) est montré dans l’exercice plus haut.
(iv) Soit y 2 Ker g et x 2 G tel que f(x) = y. Alors par définition de g on a g(y) = h(x) = 1H .

Donc x 2 Ker(h) et Ker(g) ✓ f(Ker(h)). Soit maintenant x 2 Kerh. Alors g(f(x)) = h(x) = 1H et
f(x) 2 Ker g, ou encore f(Ker(h)) ✓ Ker(g). ⇤

Exercice 5.21. (i) Donner un exemple de deux homomorphismes h : G ! H et f : G ! K tels qu’il
y a au moins deux homomorphismes différents gi : K ! H tels que h = gi � f (i = 1, 2).

(ii) Donner un exemple de deux homomorphismes h : G ! H et f : G ! K tels que ker f ✓ kerh

mais qu’il n’y a pas d’homomorphismes g : K ! H tel que h = g � f .
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Supposons connu un théorème sur une certaine classe d’homomorphismes, comme le théorème
fondamental ci-dessus. Si on change la direction des flèches, les monomorphismes en épimorphismes,
les Ker en Im, on trouve parfois un autre théorème. Mais la preuve peut être beaucoup plus facile
(ou plus dure).

Exercice 5.22. Soit h : H ! G un homomorphisme et soit f : K ! G un monomorphisme.

G H

K

h

f 9? g

(i) Il existe un homomorphisme g : H ! K tel que f � g = h si et seulement si

Im f � Imh.

(ii) Si un tel homomorphisme g existe, il est unique.
(iii) On a Ker(g) = Ker(h), donc g est un monomorphisme si et seulement si h est un monomor-

phisme.
(iv) On a f�1(Im(h)) = Im(g), donc g est un épimorphisme si et seulement si

Im(f) = Im(h).

5.4. Le premier théorème d’isomorphisme. Le but de cette section est de montrer que chaque
homomorphisme h se factorise en

h = ◆ � h � ⌫N

où ◆ est une inclusion, h un isomorphisme et ⌫N l’homomorphisme naturel associé à un sous-
groupe normal. Donc, pour comprendre tous les homomorphismes, il est nécessaire de comprendre
les inclusions, les isomorphismes et les homomorphismes naturels.

Théorème 5.4 (Premier théorème d’isomorphisme). Soit h : G ! H un homomorphisme. L’in-
clusion Im(h) ✓ H induit un monomorphisme

◆ : Im(h) ! H

défini par ◆(x) := x pour x 2 Im(h).
Alors il existe un unique isomorphisme h entre le groupe quotient G/Ker(h) et l’image Im(h) tel

que h = ◆ � h � ⌫Ker(h) et donc tel que le diagramme suivant commute :

G H

G/Ker(h) Im(h)

h

⌫Ker(h) ◆

' h̄
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Démonstration. Rappelons d’abord que Imh ⇢ H est un sous-groupe et l’inclusion ◆ est donc un
monomorphisme satisfaisant Imh = Im ◆. Les noyaux de h et ⌫Ker(h) sont égaux et donc, par le
théorème fondamental des homomorphismes, il existe un monomorphisme g : G/Ker(h) ! H tel
que h = g � ⌫Ker(h) et Im(h) = Im(g) :

G H

G/Ker(h) Im(h)

h

⌫Ker(h) ◆g

h̄

Notons que Kerh = Ker ⌫Kerh et donc, par le théorème précédent, g est un monomophisme. De
plus l’exercice ci-dessus s’applique avec l’homomorphisme g jouant le rôle de h et l’inclusion ◆ celui
du monomorphisme f . Ceci donne un morphisme h : G/Ker(h) ! Im(g) tel que ◆ � h = g.
Par l’exercice précédent, cet homomorphisme h̄ est un épimorphisme (parce que Im(h) = Im(◆) =

Im(g)) et un monomorphisme (parce que g est un monomorphisme). Donc h est un isomorphisme
et ◆ � h � ⌫Ker(h) = h. ⇤

Corollaire 5.2. Soit h : G ! H un homomorphisme entre deux groupes finis. Alors

O(Kerh) ·O(Imh) = O(G),

et O(Imh) divise le plus grand commun diviseur de O(G) et de O(H). Si x 2 G, alors O(h(x))

divise le plus grand commun diviseur de O(x) et de O(H).

Démonstration. On a G/Ker(h) ' Im(h) par le théorème, donc O(G)/O(Kerh) = O(Im(h)). Ainsi
O(Im(h)) divise O(G) et également, par le théorème de Lagrange, O(H). Le premier énoncé suit. Soit
k : hx i ! H la restriction de h au sous-groupe engendré par x. L’image de k est, elle, engendrée par
h(x) et le noyau de k est hx i\ Ker(h). Alors le premier théorème d’isomorphisme donne l’existence
d’un isomorphisme

hx i/(hx i \ Ker(h)) ' hh(x) i.

Puisque O(h(x)) divise |hh(x) i| et que O(x) = |hx i|, le résultat suit par le même argument. ⇤

Exercice 5.23. Soient ⇢ la rotation de 2⇡/3 du plan R2 et � la réflexion par rapport à l’axe horizontal.
L’exercice 1.7 a montré que h ⇢,� i est le groupe diédral D3. Similairement R, la rotation d’angle
2⇡/6, et S, la même réflexion, engendrent le groupe D6.

(i) On propose de définir trois homomorphismes �, , ⇣ : D3 ! D6 par les données suivantes :

�(⇢) = R2 et �(�) = 1D6 ,

 (⇢) = R et  (�) = S,

�(⇢) = 1D6 et �(�) = R3.

Lesquels des �, , ⇣ sont vraiment des homomorphismes ? Pour ceux qui le sont, donner le noyau et
l’image ainsi que le morphisme dont l’existence est assurée par le premier théorème d’isomorphisme.
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(ii) Est-ce que les données suivantes :

f(R) = ⇢ et f(S) = �

définissent un morphisme f : D6 ! D3 ? Si oui, donner son noyau, son image et le morphisme f .

Exercice 5.24. (i) Soit G et H deux groupes et G ⇥ H leur produit direct. Soit ⇡1 : G ⇥ H !
G⇥H l’endomorphisme défini par (g, h) 7! (g,1H). Quels sont les noyau et image de ⇡1 ? Décrire
l’isomorphisme ⇡1 dont l’existence est assurée par le premier théorème l’isomorphisme.

(ii) Soient M C G et N C H des sous-groupes normaux, respectivement de G et de H. Montrer
(M ⇥ N) C (G ⇥ H). Enfin construire explicitement un isomorphisme (G ⇥ H)/(M ⇥ N)

'�!
(G/M)⇥ (H/N).

Exercice 5.25. Soit h : G ! H un épimorphisme. Si N C H, montrer que

G/h�1(N) ' H/N.

5.5. Le deuxième théorème d’isomorphisme. Si H et K sont deux sous-groupes normaux de
G, alors (H \K) C K et H C HK, où HK = {hk; h 2 H, k 2 K} est un sous-groupe de G (voir
les exercices 5.11 et 5.13). Le deuxième théorème d’isomorphisme qui suit dit que les deux groupes
quotients K/(H \K) et HK/H sont isomorphes.

Soit H < G. On appelle normalisateur de H dans G l’ensemble

NG(H) := {g 2 G ; gH = Hg}.

(Exercice : NG est un groupe.) Évidemment on a

H C NG(H) < G

et le normalisateur est le plus grand sous-groupe de G qui contient H comme sous-groupe normal.

Exercice 5.26. Soient H, K et L trois sous-groupes de G, tels que H C K et H C L. Montrer que
le sous-groupe M de G engendré par K et L est contenu dans le normalisateur NG(H).

Théorème 5.5 (Deuxième théorème d’isomorphisme). Soient H et K deux sous-groupes de G tels
que

K < NG(H).

Alors
(i) KH = HK < G ;
(ii) H C HK et H \K C K ;
(iii) et

K/(H \K) ' HK/H.

Démonstration. Soit h : K ! NG(H)/H la restriction à K ✓ NG(H) de l’homomorphisme naturel

⌫H : NG(H) ! NG(H)/H.

Le noyau de h est H \K et donc (H \K) C K. L’image de h est

Im(h) = {kH; k 2 K}.
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C’est un sous-groupe de NG(H)/H. Par le premier théorème d’isomorphisme on obtient un isomor-
phisme

K/(H \K) ' {kH; k 2 K}.

La pré-image ⌫�1
H (Im(h)) = {kh; k 2 K,h 2 H} = KH est un sous-groupe de NG(H) et donc

de G. On a que kh = (khk�1)k et, puisque H est normal dans NG(H), khk�1 2 H et KH ✓ HK.
Similairement hk = k(k�1hk) 2 KH et HK ✓ KH. Donc HK = KH < NG(H). Soit maintenant
k : HK ! NG(H)/H la restriction de ⌫H à HK ✓ NG(H). Alors l’image de k est Im(h), son
noyau est HK \ H = H et H C HK. À nouveau le premier théorème d’isomorphisme donne un
isomorphisme

HK/H ' {kH; k 2 K}

et la comparaison de ces deux isomorphismes donne

HK/H ' K/(H \K).

⇤

Exercice 5.27. Soit K un corps. Utiliser le deuxième théorème d’isomorphisme pour montrer que
B(2,K)/U(2,K) ' T (2,K).

Exercice 5.28. Soit G = Alt5 et H = h (1, 2, 3, 4, 5) i.
(i) Soit g 2 NGH un élément d’ordre 5. Calculer l’ordre de Hh g i et conclure que g 2 H et

NGH 6= G.
(ii) Montrer que (2, 5)(3, 4) 2 NGH et utiliser le théorème de Lagrange pour montrer que NGH

ne contient aucun élément d’ordre 3, c’est-à-dire aucun 3-cycle.
(iii) Montrer que Alt5 contient 15 éléments d’ordre 2 et que ces éléments engendrent Alt5. Conclure

que NGH contient moins que 15 éléments d’ordre 2 et contient moins que 20 éléments au total.
(iv) Montrer que NGH = h (2, 5)(3, 4) iH et est d’ordre 10.

Exercice 5.29. Soit U un sous-espace vectoriel V sur un corps fixé. Définir sur V/U une structure
d’espace vectoriel (appelé l’espace quotient). Formuler et montrer les versions des deux premiers
théorèmes d’isomorphisme pour les espaces vectoriels.

Exercice 5.30. Soit G = U(4,F2) le groupe des matrices unipotentes dans les éléments de matrice
sont dans le corps F2 = Z/2Z.

(i) Montrer que l’ordre de ce groupe est 64.

(ii) Soit le sous-ensemble H ⇢ G des matrices de la forme
✓

1 0 0 a
0 1 0 b
0 0 1 c
0 0 0 1

◆
où a, b, c 2 F2. Montrer que

c’est un sous-groupe de G et que NG(H) = G. Ainsi H C G.

(iii) Soit le K ⇢ G le sous-groupe des matrices de la forme

 
1 0 e f
0 1 g h
0 0 1 0
0 0 0 1

!
où e, f, g, h 2 F2. Décrire

HK et H \ K et vérifier que H est normal dans HK et que H \ K l’est dans K. (Est-ce que
(H \K) C G ?)

(iv) Décrire les quotients K/(H\K) et HK/H. (Ces quotients sont d’ordre 4. Sont-ils isomorphes
à Z/4Z ? au groupe de Klein V4 ?)
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5.6. Le troisième théorème d’isomorphisme. Si N ✓ M sont deux sous-groupes normaux,
alors il est possible de « simplifier la fraction » (G/N)/(M/N) ' G/M .

Théorème 5.6 (Troisième théorème d’isomorphisme). Soient N et M deux sous-groupes normaux
de G tels que

N ✓ M ✓ G.

Alors
(i) N C M ;
(ii) On peut identifier M/N avec un sous-groupe normal de G/N ;
(iii) et

(G/N)/(M/N) ' G/M.

Démonstration. Les sous-groupes N et M sont normaux. Les deux projections naturelles ⌫N et ⌫M
sont donc des épimorphismes :

G G/M

G/N

⌫M

⌫N ? g

De plus, puisque N = Ker(⌫N ) ✓ Ker(⌫M ) = M , le théorème fondamental des homomorphismes
donne un épimorphisme g : G/N ! G/M tel que ⌫M = g � ⌫N avec noyau

Ker(g) = ⌫N (M) = {mN ; m 2 M}.

Et comme N ✓ M , l’ensemble des translatés {mN ; m 2 M} ✓ G/N s’identifie à l’ensemble des
translatés M/N . Donc le premier théorème d’isomorphisme permet de conclure :

(G/N)/(M/N) ' G/M.

⇤

Exercice 5.31. Soient N0 ⇢ N1 ⇢ N2 ⇢ N3 quatre sous-groupes normaux d’un groupe G. Définissons

G := G/N0 et Ni := Ni/N0 C G/N0,

pour i = 1, 2, 3. Puis, définissons

G := G/N1 et Ni := Ni/N1 C G/N1,

pour i = 2 et 3. Finalement, définissons

G := G/N2 et N3 := N3/N2 C G/N2.

Montrer que
G/N3 ' G/N3.

Exercice 5.32. Soient N et M deux sous-groupes normaux de G. Montrer que G/(N \ M) est
isomorphe à un sous-groupe du produit direct G/N ⇥G/M . (Voir l’exercice 5.17 pour la définition
de produit direct.)
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5.7. Morphismes vers un groupe abélien. Pour un groupe G on note souvent Gab le groupe
quotient G/G0 où G0 est le sous-groupe dérivé de G. C’est un groupe abélien, plus précisément, le
plus grand groupe quotient de G qui est abélien.

Théorème 5.7. Soit h : G ! H un homomorphisme. Alors il existe un (unique) homomorphisme
g : Gab ! H, tel que h = g � ⌫G0 , c’est-à-dire tel que le diagramme suivant commute :

G H

Gab

h

⌫G0 g

si et seulement si Im(h) est abélien si et seulement si G0 ⇢ Ker(h).

Démonstration. Si g existe, alors Im(h) = Im(g) est l’image d’un groupe abélien Gab et est donc
abélien. Si Im(h) est abélien, alors G0 ⇢ Ker(h). (En effet, si ce n’était pas le cas, il existerait
x, y 2 G tel que h(xyx�1y�1) n’est pas 1H et donc tel que h(x)h(y) et h(y)h(x) sont distincts.
Alors l’image Im(h) ne serait pas abélienne.) Et si G0 ⇢ Ker(h), alors le théorème fondamental des
homomorphismes s’applique et donne l’existence de g, tel que h = g � ⌫G0 . ⇤

Exercice 5.33. Soit A un groupe abélien. (i) Montrer que l’application h 7! h induit une corres-
pondance biunivoque entre Mor(G,A) et Mor(Gab, A). Ici Mor(G,A) = {h : G ! A; h est un
morphisme} et h : Gab ! A est l’homomorphisme tel que h = h � ⌫G0 .

(ii) Montrer que Mor(Altn, A) contient seulement un élément si n � 5.

Exercice 5.34. Soit N C G. Montrer que N C (G0N) C G ; G/G0N est abélien ; G0N/N = ⌫N (G0)

et (G/N)0 = (G0N)/N .

5.8. Le théorème de correspondance. Si on connaît les sous-groupes (normaux) de G/N , on
connaît aussi les sous-groupes (normaux) de G contenant N .

Théorème 5.8. Soit N C G et ⌫ : G ! G/N l’application naturelle.
(i) Les sous-groupes de G/N sont en correspondance biunivoque avec les sous-groupes de G qui

contiennent N .
(ii) Les sous-groupes normaux de G/N sont en correspondance biunivoque avec les sous-groupes

normaux de G qui contiennent N .
Les correspondances sont données par

G/N > K 7! ⌫�1(K) < G et G > H 7! ⌫(H) < G/N.

Démonstration. Posons ⌦ := {H < G; H � N} et  := {K < G/N} et les applications � : ⌦!  

et ⌘ :  ! ⌦ définies par �(H) := ⌫N (H) et ⌘(K) := ⌫�1
N (K). Il faut montrer que � � ⌘ = 1 et

⌘ � � = 1 et que � et ⌘ envoient des sous-groupes normaux vers des sous-groupes normaux. C’est
facile et laissé en exercice. ⇤

Exercice 5.35. Soit n 2 Z>0 un nombre entier. Décrire les sous-groupes de Z/nZ en utilisant le
théorème de correspondance.
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Exercice 5.36. (i) Soit G0 ⇢ H < G. Montrer que H C G en utilisant le théorème de correspondance.
(ii) Donner un exemple d’un sous-groupe H C G0 C G, mais H n’est pas normal dans G.
(iii) Soit � : G ! G un automorphisme. Montrer que �(G0) = G0 et, plus généralement, �(G(n)) =

G(n) pour tout n.
(iv) On a G0 C G et G00 C G0. Montrer qu’on a aussi G00 C G. Et plus généralement, si N C G,

alors N (n) C G pour chaque n.

5.9. Le théorème de Jordan–Hölder. Chaque nombre naturel a une décomposition primaire
(en facteurs premiers), qui est unique à une permutation des facteurs près. Une propriété semblable
est vraie pour chaque groupe fini.

Rappelons qu’un groupe K est simple si ses seuls sous-groupes normaux sont les sous-groupes
triviaux K et {1K}. Un sous-groupe normal N C G est dit maximal si N 6= G et s’il n’y a pas de
sous-groupe normal M C G contenant N , sauf M = N et M = G. Ou, ce qui est équivalent par le
théorème de correspondance, N C G est maximal si et seulement si N 6= G et G/N est simple.

Un des très grands théorèmes du 20e siècle est l’achèvement, autour de l’an 1981, de la classifi-
cation de tous les groupes simples finis (à isomorphisme près, bien sûr). La preuve actuelle prend
environ 5000 pages ! 16 Cette liste complète inclut les exemples suivants : les groupes cycliques Cp,
si p est un nombre premier ; les groupes Altn, si n > 4 (un résultat de Galois [4, p.241], voir la
section 5.2) ; ou les groupes PGL(n,Fq), si (n, q) 6= (2, 2) ou (2, 3) [4, p.362] (ici, PGL est le groupe
quotient de GL par le sous-groupe normal des matrices scalaire c1) ; et des généralisations. Il y a
plusieurs familles de groupes simples dépendant de paramètres (comme les exemples déjà donnés)
et 28 groupes sporadiques qui n’appartiennent à aucune famille infinie. Le plus grand groupe simple
sporadique s’appelle le monstre et est d’ordre

246 · 320 · 59 · 76 · 112 · 133 · 17 · 19 · 23 · 29 · 31 · 41 · 47 · 59 · 71;

il fut construit (ou plutôt son existence fut montrée) en 1981. Un théorème important utilisé est
celui de Feit-Thompson (1963), qui dit qu’un groupe fini simple d’ordre impair est cyclique d’ordre
premier. La preuve originale de ce résultat prend déjà 255 pages.

Si G est fini et non-trivial alors G contient toujours un sous-groupe normal maximal G1. Si G1

n’est pas trivial, il contient un sous-groupe normal maximal G2 C G1 (mais G2 n’est pas nécessai-
rement un sous-groupe normal de G). On continue et on trouve une suite de décomposition (ou une
suite de Jordan–Hölder) de G :

{1G} = Gs C Gs�1 C Gs�2 C . . . C G2 C G1 C G0 := G.

Par exemple :
{1} C {1, (1, 2)(3, 4)} C V4 C Alt4 C S4.

En général il y a plusieurs choix pour G1, et puis pour G2 à l’intérieur de G1, etc. Tout de même,
si deux suites de décomposition de G existent, elles sont de même longueur, et les mêmes groupes
simples Gi/Gi+1 (à isomorphisme près) (les facteurs simples de G) apparaissent avec les mêmes

16. Mais, quelques années après, on trouva un trou dans la preuve ; pour compléter la preuve un livre complet
fut écrit. Voir M. Aschbacher, The status of the classification of the finite simple groups, Notices of the American
Mathematical Society, 51, 2004, p. 736–740
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multiplicités. Cette situation rappelle la factorisation des nombres en premiers : le nombre 105 peut
être factorisé comme 3 ·5 ·7, mais aussi 7 ·5 ·3. L’unicité de la « factorisation d’un groupe en facteurs
simples » est le contenu du théorème de Jordan–Hölder.

Exercice 5.37. Trouver une suite de décomposition du groupe des matrices unipotentes B(3,F2) où
F2 est le corps à deux éléments Z/2Z. (L’exercice 5.18 indique des sous-groupes normaux facilement
identifiables dans B(3,F2).)

Théorème 5.9 (Théorème de Jordan–Hölder). Soit G un groupe fini et soient

(D1) Gs = {1G} C Gs�1 C Gs�2 C . . . C G2 C G1 C G0 = G

et

(D2) Kt = {1G} C Kt�1 C Kt�2 C . . . C K2 C K1 C K0 = G

deux suites de décomposition ; ainsi Gi+1 C Gi et Ki+1 C Ki sont maximaux pour chaque i.
Alors s = t et il existe une permutation ⇡ 2 Ss de {1, 2, . . . , s} telle que

Gi�1/Gi ' K⇡(i)�1/K⇡(i),

pour chaque 1  i  s.

Lemme 5.1. Soient N et M deux sous-groupes normaux d’un groupe G. Supposons que N 6⇢ M et
que M est maximal. Alors (N \M) C N est aussi maximal, et

N/(N \M) ' G/M.

Démonstration. Parce que G = NG(M) et donc N < NG(M) on peut appliquer le deuxième théo-
rème d’isomorphisme. On obtient NM < G et un isomorphisme NM/M ' N/N \M . On a même
que NM C G, parce que si g 2 G, n 2 N , m 2 M on a gnmg�1 = gng�1 · gmg�1 2 NM . Puisque
M C NM C G et M est un sous-groupe normal maximal, il suit que G = NM et G/M ' N/N\M .
Le groupe G/M est simple, le groupe N/N \M l’est donc aussi et N \M C N est maximal. ⇤

Preuve du théorème. Nous montrons le théorème par induction sur la cardinalité de G. Le cas où
O(G) = 1 est trivial. Supposons donc que le théorème est vrai pour tous les groupes d’ordre plus
petit que O(G).

Soient les deux suites de décomposition apparaissant dans l’énoncé du théorème. Si les deux
premiers sous-groupes normaux G1 et K1 coïncident, alors il est possible d’appliquer l’hypothèse
d’induction aux suites de décomposition

Gs = {1G} C Gs�1 C Gs�2 C . . . C G2 C G1

et
Kt = {1G} C Kt�1 C Kt�2 C . . . C K2 C K1 = G1

(puisque O(G1) = O(K1) est strictement plus petit que O(G)) et le résultat suit. Considérons donc
le cas où G1 et K1 sont distincts. Par maximalité, G1 6⇢ K1 et K1 6⇢ G1 et il suit du lemme précédent
que (G1 \K1) C G1 et (G1 \K1) C K1 sont des sous-groupes maximaux. Soit

Lu = {1G} C Lu�1 C . . . L3 C L2 := (G1 \K1)
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une suite de décomposition de (G1 \K1). Alors

Lu = {1G} C Lu�1 C . . . C L3 C L2 C G1

et
Gs = {1G} C Gs�1 C Gs�2 C . . . C G2 C G1

sont deux suites de décomposition de G1. L’hypothèse d’induction donne alors que s = u et que les
facteurs simples coïncident à une permutation près. Donc les facteurs simples apparaissant dans les
deux suites de G

(D3) Ls = {1G} C Ls�1 C . . . C L3 C L2 C G1 C G

et
Gs = {1G} C Gs�1 C Gs�2 C . . . C G2 C G1 C G

sont aussi les mêmes à une permutation près. Puisque (G1 \K1) est aussi un sous-groupe normal
maximal de K1, l’argument précédent peut être répété pour la paire de suites de décomposition

Lu = {1G} C Lu�1 C . . . C L3 C L2 C K1

et
Kt = {1G} C Kt�1 C Kt�2 C . . . C K2 C K1.

Ainsi les facteurs simples des deux suites de composition de G :

(D4) Ls = {1G} C Ls�1 C . . . C L3 C L2 C K1 C G

et
Ks = {1G} C Ks�1 C Ks�2 C . . . C K2 C K1 C G

coïncident également.
Enfin, parce que G/K1 ' G1/L2 et G/G1 ' K1/L2 par le lemme précédent, les deux premiers

facteurs G1/L2 et G/G1 de

Ls = {1G} C Ls�1 C . . . C L3 C L2 C G1 C G

sont les deux facteurs simples G/G1 et K1/L2 dans

Ls = {1G} C Lu�1 C . . . C L3 C L2 C K1 C G.

Ainsi les deux suites de décomposition (D3) et (D4) satisfont l’énoncé du théorème.
En conclusion, la paire de suites de décomposition (D1) et (D3) satisfont l’énoncé ; il en est de

même des paires (D2) et (D4), et de (D3) et (D4). Donc les facteurs simples des deux suites de
décomposition apparaissant dans l’énoncé du théorème coïncident à une permutation près. ⇤

Exemple 5.2. Les suites de décomposition de Z/12Z sont

h 0 + 12 Z i C h 6 + 12 Z i C h 3 + 12 Z i C Z/12Z;

h 0 + 12 Z i C h 6 + 12 Z i C h 2 + 12 Z i C Z/12Z;

h 0 + 12 Z i C h 4 + 12 Z i C h 2 + 12 Z i C Z/12Z.

Les trois facteurs simples sont Z/2Z, Z/2Z et Z/3Z (à une permutation près).
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Exercice 5.38. Soit n = pm1
1 · · · pms

s la décomposition primaire du nombre naturel n. Montrer que le
groupe cyclique Cn a les facteurs simples Cpi avec la multiplicité mi.

Exercice 5.39. Si G est un groupe fini abélien et simple, alors G est cyclique d’ordre premier.

Exercice 5.40. Montrer qu’un groupe fini G est résoluble (dans le sens qu’il existe un n tel que
G(n) = 1) si et seulement si les facteurs simples dans une suite de décomposition de G sont tous
abéliens.

Le grand problème en théorie des groupes finis encore ouvert est de construire tous les groupes
avec des facteurs simples donnés. Ce problème est celui des extensions. Plus précisément, étant
donné deux groupes simples G1 et G2, le problème d’extension consiste à trouver tous les groupes G
(à isomorphisme près) ayant un sous-groupe normal N isomorphe à G1 tel que le groupe quotient
G/N soit isomorphe à G2.

Exercice 5.41. Soit G1, G2, . . . , Gs des groupes finis simples et soit G = G1⇥G2⇥ · · ·⇥Gs le produit
direct de ces groupes. (Voir l’exercice 5.17.) Obtenir une suite de décomposition de G. Dénombrer le
nombre de suites de décomposition distinctes de G. Note : lorsque G possède deux facteurs simples
G1 et G2 et que G est isomorphe au produit direct G1 ⇥G2, on dit que G est une extension triviale
de G2 par G1.

Exercice 5.42. Il est naturel de se demander si deux groupes finis G et H qui possèdent des suites
de décomposition de même longueur et dont les facteurs simples sont isomorphes à une permutation
près sont nécessairement isomorphes. Même si c’est le cas pour les entiers naturels, ce ne l’est pas
pour les groupes finis.

(i) Montrer que Z/4Z et le groupe de Klein V4 ne sont pas isomorphes.
(ii) Obtenir une suite de décomposition de Z/4Z et V4 et identifier leurs facteurs simples.

Exercice 5.43. Trouver plusieurs suites de décomposition du groupe B(3,F3), des matrices 3 ⇥ 3

inversibles triangulaires de coefficients dans F3 = Z/3Z.
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6. Action d’un groupe sur un ensemble

En sciences on considère souvent le groupe de symétrie d’un objet X. Une opération de symétrie de
l’objet X est une application qui préserve la structure de X. Les transformations linéaires introduites
à l’exercice 1.7 sont donc des opérations de symétries des polygones réguliers. L’objet peut être
physique, comme un cristal ou un molécule, ou mathématique, comme une courbe dans l’espace.
Alors chaque g 2 G est une symétrie.

Nous considérons ici le cas où X est un ensemble. En général, l’ensemble considéré a plus de
structure (par exemple une opération interne ou une notion de distance) et on est alors intéressé
aux symétries qui préservent également cette structure.

6.1. Actions de groupe. Soit (G, �) un groupe et X un ensemble. Une G-action (ou une action
de G ou une G-opération) sur X est une application • : G⇥X ! X :

(g, x) 7! g • x 2 X,

satisfaisant les propriétés
1G • x = x

(g1 � g2) • x = g1 • (g2 • x)

pour chaque g1, g2 2 G et x 2 X. On dit que (X, •) est un G-ensemble ou simplement que X est
un G-ensemble (où la G-opération est fixée).

Soient (X, •) et (Y, ⇤) deux G-ensembles. Une application f : Y ! X est une G-application si

f(g ⇤ y) = g • (f(y)),

pour chaque g 2 G et y 2 Y . On définit de façon analogue les G-bijections.
Un sous-G-ensemble de X est un sous-ensemble Y d’un G-ensemble X tel que g • y 2 Y , pour

chaque g 2 G et y 2 Y . L’inclusion Y ! X est alors une G-application.

Exercice 6.1. L’intersection et la réunion d’une famille de sous-G-ensembles d’un G-ensemble sont
aussi des sous-G-ensembles. Le complément d’un sous-G-ensemble est un sous-G-ensemble.

Un sous-G-ensemble non vide de X qui ne contient pas un sous-G-ensemble propre non vide
s’appelle une orbite (ou une G-orbite) de X. Donc les orbites sont les plus petits sous-G-ensembles
non vides. Soit O une orbite et x 2 O ; on verra que

O = G • x := {g • x; g 2 G}.

On dit que l’action sur X est transitive si G opère avec seulement une seule orbite ou, en d’autres
mots, si Orb(x) = X pour x 2 X.

Soit x 2 X. Le stabilisateur de x est le sous-groupe de G défini par

Gx := {g 2 G; g • x = x}.

D’autres notations usuelles pour Gx sont StabG(x) ou Stab(x).
Le noyau de l’opération est

GX := {g 2 G; g • x = x, 8x 2 X} ⇢ G;



INTRODUCTION À LA THÉORIE DES GROUPES MAT 2600 53

c’est donc l’ensemble des éléments de G qui agissent trivialement sur X.

Exercice 6.2. Montrer que Gx est un sous-groupe de G et que Gg•x = gGxg�1. Montrer que GX est
un sous-groupe normal de G.

Un élément x 2 X est appelé un point fixe pour l’action de G sur X si g •x = x pour tout g 2 G.
On dénote

XG := {x 2 X; 8g 2 G : g • x = x} ⇢ X

l’ensemble des points fixes de G. Une orbite contient seulement un élément x si et seulement si x
est un point fixe.

Enfin on dénote l’ensemble des G-orbites de X par X/G (on verra sous peu que les orbites sont
disjointes). Donc un élément de l’ensemble X/G est une G-orbite de X. On verra de plus que chaque
x appartient à une unique orbite. L’application surjective

Orb : X ! X/G

associe à chaque x 2 X l’unique G-orbite Orb(x) contenant x.

Exemple 6.1. Soit (G, �) un groupe, alors G opère sur soi-même par multiplication à gauche :

g • x := g � x,

où g, x 2 G. Soit H un sous-groupe de G (pas nécessairement normal) ; alors l’ensemble des translatés
G/H devient un G-ensemble avec la G-opération

g • (x �H) := (g � x) �H,

pour g 2 G et x�H 2 G/H. Évidemment 1G•(x�H) = x�H et g1•(g2•(x�H)) = (g1�g2)•(x�H).
Pour cette G-opération transitive on va adopter le même symbole (ici �) pour l’opération interne
du groupe et la G-opération sur G/H. L’application naturelle ⌫ : G ! G/H est une G-application
entre deux G-ensembles.

Exemple 6.2. Soit X un ensemble et G un sous-groupe du groupe de permutation SX . Alors g •x :=

g(x) définit une opération de G sur X. Soit H un sous-groupe de GL(n,R) ; alors H opère sur
l’espace linéaire Rn par la multiplication matricielle.

Exemple 6.3. Soit T le triangle équilatéral (le 3-gone régulier), incluant son intérieur et sa frontière,
et soit D3 le groupe diédral. L’exercice 1.7 a montré que T est envoyé sur lui-même par l’action
des six éléments de D3. Puisque les éléments de D3 sont des transformations linéaires agissant par
multiplication matricielle sur les points (x, y) 2 T , alors cette action est une D3-action sur T . Le
but de cet exemple est de décrire l’ensemble des orbites T/D3 de cette action.

Soit un point (x, y) du triangle T . Alors son image sous les trois rotations 1, ⇢, ⇢2 est

p1 = (x, y), p2 = (�1
2x�

p
3
2 y,

p
3
2 x� 1

2y), p3 = (�1
2x+

p
3
2 y,�

p
3
2 x� 1

2y).

L’action de �,�⇢ et �⇢2 sur (x, y) est

p4 = (x,�y), p5 = (�1
2x+

p
3
2 y,

p
3
2 x+ 1

2y), p6 = (�1
2x�

p
3
2 y,�

p
3
2 x+ 1

2y).
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(Vérifiez un ou deux de ces points !) Clairement l’ensemble {pi, i = 1 à 6} ne contient pas de sous-
D3-ensemble propre et l’orbite Orb(x, y) d’un point générique est alors précisément cet ensemble de
six points. Sur la figure une telle orbite est dessinée par des points bleus.

Mais que veut dire « générique » ? Ceci veut dire qu’à moins d’être sur des axes de symétrie, un
point possède une orbite de six éléments tel qu’il vient d’être montré. Mais il est bien possible que,
pour des valeurs particulières de x et y, certains de ces six points coïncident. Alors, pour ces valeurs
particulières, l’orbite de (x, y) contiendra moins de six points. Identifier ces points particuliers est
la partie difficile de l’exercice. Heureusement l’intuition géomérique aide dans le cas présent ! Un
premier exemple d’orbites particulières vient quand deux des points p1, p2 et p3 coïncident. (Avant
de continuer à lire, trouver mentalement les points (x, y) pour lesquels ceci se produit !) Un système
de deux équations à deux inconnues décrit le cas où p1 et p2 sont égaux :

x = �1
2x�

p
3
2 y et y =

p
3
2 x� 1

2y.

Ce système est homogène et de rang 2. Sa seule solution est la triviale. Ainsi les points p1 et p2 ne
coïncident que lorsque (x, y) = (0, 0) et alors les six points p1 à p6 coïncident. Donc Orb(0, 0) =

{(0, 0)} et cette orbite est marquée par un seul point noir sur le triangle. Puisqu’il y a des points sur
lesquels g 2 D3 agit non-trivialement (les points génériques par exemple), alors le noyau de l’action
est trivial : (D3)T = {1}. Il n’y a qu’un point fixe, l’origine (0, 0), et TD3 = {(0, 0)}.

Est-ce que certains (x, y) peuvent être laissés inchan-
gés sous une des opérations de réflexion �,�⇢ et �⇢2 ?
La réponse est oui si le point repose sur l’axe par rap-
port auquel la réflexion est faite. (Ces axes de réflexion
sont indiqués par des segments en tirets.) Par exemple
la réflexion � =

�
1 0
0 �1

�
laisse tous les points de l’axe

des x inchangés. Ainsi Orb(x, 0) avec x 6= 0 ne contien-
dra que trois points :

Orb(x, 0) = {(x, 0), (�1
2x,

p
3
2 x), (�1

2x,�
p
3
2 x)}.

On remarquera que le second point de cette orbite est
inchangé sous l’action de �⇢ et le troisième sous �⇢2 ;
ces deux points sont donc sur les axes de réflexion de
�⇢ et �⇢2 respectivement. Une orbite de ce type est
tracée à l’aide de points rouges.

�

�

�

�

L’ensemble des orbites T/D3 peut maintenant être identifié. Il doit contenir précisément un et
un seul représentant de chacune des orbites. Ainsi T/D3 contient la partie ombragée et sa frontière,
indiquée par un trait plus épais et incluant les trois points (0, 0), A et D.

Exercice 6.3. Pour la D3-action sur T décrite dans l’exemple précédent, calculer les stabilisateurs de
(0, 0), (x, 0) et (�1

2x,
p
3
2 x). Montrer que les stabilisateurs de (x, 0) et (�1

2x,
p
3
2 x) sont isomorphes.

(Pour cette dernière question, voir l’exercice 6.2.)
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Exercice 6.4. Soit G un groupe agissant sur X. On écrira x ⇠ y si l’ensemble {g • x ; g 2 G} est
contenu dans {g • y ; g 2 G}. Montrer que ⇠ est une relation d’équivalence.

Exercice 6.5. Le groupe diédral D4 opère naturellement sur R2. Trouver ses orbites, ses stabilisa-
teurs, ses points fixes. Décrire R2/D4 en donnant un représentant de chaque orbite.

Exercice 6.6. Il existe d’autres opérations naturelles sur l’ensemble G/H, où H < G. Définissons
K := NG(H)/H. Montrer que

((g, nH), xH) 7! (g, nH) • xH := gxn�1H

donne une G ⇥ K-opération bien définie sur G/H. Définir une opération de G ⇥ K sur H\G,
l’ensemble des translatés à droite.

Exercice 6.7. (i) Même question pour le groupe orthogonal O(3) agissant sur R3 par multiplication
matricielle. (Rappel : le groupe orthogonal O(n) est {A 2 Rn⇥n |AtA = In⇥n}.)

(ii) Pour cette même action, montrer que, pour tout x 2 R3, le stabilisateur de x est isomorphe
à O(2), sauf pour un seul point y 2 R3. Quel est le stabilisateur pour ce point y ?

6.2. Théorème fondamental des actions. Le théorème suivant donne la structure des G-ensem-
bles. Chaque G-ensemble est la réunion disjointe de ses orbites et chaque orbite est en G-bijection
avec un G/H pour un sous-groupe H < G.

Théorème 6.1. Soit (G, �) un groupe et (X, •) un G-ensemble.
(i) X est la réunion disjointe de ses G-orbites.
(ii) Chaque x 2 X est contenu dans une unique G-orbite, notée Orb(x) et

Orb(x) = G • x := {g • x; g 2 G}.

(iii) Posons H := StabG(x). Alors il existe une G-bijection entre le G-ensemble Orb(x) et G/H.

Remarque. Si vous avez fait l’exercice 6.4, alors vous déjà démontré (i) et (ii) sauf le fait que Orb(x)

est une G-orbite. La preuve qui suit présente un argument différent.

Démonstration. L’intersection de deux orbites est un G-sous-ensemble ; donc par minimalité on
obtient que, si deux orbites ne sont pas disjointes, alors elles sont égales.

Soit x 2 X et Ox l’intersection de tous les sous-G-ensembles contenant x. Alors Ox est un sous-
G-ensemble contenant x, contenu dans chaque G-sous-ensemble contenant x. Supposons que Ox

n’est pas une orbite et soit E un sous-G-ensemble propre de Ox. Si E ne contient pas x, alors son
complément Ec = Ox \E est un sous-G-ensemble propre qui lui contient x. (Exercice : pourquoi Ec

est-il un sous-G-ensemble ?) Mais l’existence d’un sous-G-ensemble propre contenant x (E ou Ec)
contredit la construction de Ox. Ainsi Ox est une orbite et chaque élément x 2 X est inclus dans
une unique orbite. L’énoncé (i) est donc prouvé.

L’orbite Ox contient G • x := {g • x; g 2 G} comme sous-ensemble, parce que Ox est un G-
sous-ensemble. Mais G • x est soi-même un sous-G-ensemble contenant x, parce que x = 1G • x et
g1 • (g2 • x) = (g1 � g2) • x. Donc Ox = {g • x; g 2 G} et (ii) est montré.
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Définissons l’application

� : G • x ! G/H

par �(g • x) := g �H. Il faut d’abord montrer que � est bien définie, c’est-à-dire qu’elle ne dépend
pas du choix de g 2 G pour représenter g•x 2 Ox. Donc supposons g1•x = g2•x. Alors g�1

2 �g1 2 H

puisque

(g�1
2 � g1) • x = g�1

2 • (g1 • x) = g�1
2 • (g2 • x) = (g�1

2 � g2) • x = 1G • x = x.

Donc g2 �H = g2 � (g�1
2 � g1) �H = g1 �H et � est bien définie.

Pour chaque y dans Orb(x) = G • x, il existe un k 2 G tel que k • x = y. Alors �(g • y) =

�(g • (k •x)) = �((g � k) •x) = (g � k) �H = g � (k �H) = g ��(y), et � est donc une G-application.
L’injectivité de � : Si �(g1 • x) = �(g2 • x), alors g1 �H = g2 �H. Donc, il existe un h 2 H tel

que g1 = g2 � h. Alors

g1 • x = (g2 � h) • x = g2 • (h • x) = g2 • x,

parce que H = Stab(x).
La surjectivité de � : Soit g �H 2 G/H quelconque, alors g �H = �(g • x). ⇤

Exercice 6.8. Voici un exemple important en théorie des nombres algébriques. Soit ⌃ la sphère de
Riemann

⌃ = C [ {1}.

Le groupe SL(2,R) agit sur ⌃ par
 
a b

c d

!
• z :=

az + b

cz + d
.

Par exemple,  
1 1

0 1

!
•1 :=

11+ 1

01+ 1
= 1;

 
1 0

1 1

!
•1 :=

11+ 0

11+ 1
=

1 + 0

1 + 1/1 = 1

 
1 0

1 1

!
• i := i+ 0

i+ 1
=

i+ 1

2
=

 
1 1

0 2

!
• i,

où i2 = �1.
(i) Vérifier que les axiomes d’une action sont satisfaits.
(ii) Montrer que l’action SL(2,R) possède trois orbites. Calculer le noyau de l’opération et les
stabilisateurs de i, �i, 1 et 1.
(iii) Chaque sous-groupe de SL(2,R) opère aussi sur ⌃. Dessiner les orbites de U(2,R) (le groupe des
matrices triangulaire supérieures de valeurs propres 1), T2 (les matrices diagonales de déterminant
1) et de SO(2) (les matrices orthogonales).
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Exercice 6.9. Groupe fuchsien 17 : un groupe fuchsien est un sous-groupe discret du groupe SL(2,R).
(La définition du mot « discret » n’est pas importante pour l’exercice qui suit. Mais la voici quand
même. Les matrices de SL(2,R) dépendent de trois paramètres puisque la condition det

�
a b
c d

�
= 1

détermine une des quatre coordonnées en fonction des trois autres. Il est donc possible de parler
d’une boule ouverte autour d’une matrice de SL(2,R) et cette boule est semblable (homéomorphe)
à une boule ouverte de R3. Un sous-groupe G de SL(2,R) est discret si, pour tout g 2 G, il existe
un ouvert dans SL(2,R) dont l’intersection avec G est précisément {g}.) Un exemple de groupe
fuchsien est SL(2,Z) ⇢ SL(2,R). Son action sur H que nous allons maintenant décrire est utilisé
dans l’étude des fonctions et formes automorphes, un chapitre de la théorie des nombres.
(i) Soit H le demi-plan supérieur du plan complexe C :

H = {z 2 C ; partie imaginaire de z > 0}.

Montrer que  
a b

c d

!
• z :=

az + b

cz + d

définit une SL(2,R)-action sur H. Note : si vous avez fait l’exercice précédent, cette question sera
facile.
(ii) Montrer que le sous-groupe SL(2,Z) ⇢ SL(2,R) est engendré par les deux matrices

t =

 
1 1

0 1

!
et s =

 
0 1

�1 0

!

et leur inverse : SL(2,Z) = h t, t�1, s, s�1 i. Suggestion : calculer d’abord sg et tmg pour la matrice
g =

�
a b
c d

�
. Utiliser la division avec reste pour choisir m de façon optimale (c’est-à-dire de façon à

rendre l’élément en position 11 de tmg le plus petit possible). Poursuivre le processus de façon à
diminuer la taille des éléments. Comment se termine le processus ?

�-� +�

�

17. C’est en étudiant les solutions de certaines équations différentielles que Lazarus Fuchs (1833–1902), un mathé-
maticien allemand, a introduit les groupes qui portent maintenant son nom.
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(iii) On considère l’action SL(2,Z) sur H en restreignant l’action SL(2,R)⇥H ! H à SL(2,Z)⇥H !
H. Trouver un représentant de chaque orbite de cette action. Note : la figure ci-contre « contient » la
réponse. L’ensemble des orbites H/SL(2,Z) est en correspondance biunivoque avec une réunion d’un
certain nombre de plages blanches et noires. Le but de l’exercice est d’identifier un choix particulier
de ces plages. Si z = a+ ib, à quoi est égal t • z ? et s • z ? (Pour des raisons de grosseur de fichier,
la figure est incomplète proche de l’axe réel.)

Exercice 6.10. Groupes kleiniens : un groupe kleinien 18 est un sous-groupe discret de SL(2,C). Les
groupes kleiniens sont reliés aux groupes fuchsiens ; en fait tout groupe fuchsien est isomorphe à un
groupe kleinien. Dans le cours de géométrie différentielle, vous verrez que les surfaces à 2 dimensions
sont « classifiées » par la caractéristique d’Euler. Les groupes fuchsiens jouent un rôle-clé dans un
programme ambitieux visant à classifier les variétés (les « surfaces ») à 3 dimensions. 19

(i) Soit t =
�
1 0
0 �1

�
et

SU(1, 1) = {u 2 C2⇥2 ; u†t = tu et detu = 1}
où le symbole u† signifie ūt. L’ensemble SU(1, 1) est un groupe.
(ii) Les matrices de la forme

 
gei✓/2 fei�/2

fe�i�/2 ge�i✓/2

!
, ✓,�, f 2 R et g =

p
f2 + 1

sont des éléments de SU(1, 1).
(iii) Soit

�
a b
c d

�
2 SU(1, 1) et ⌃ comme dans l’exercice 6.8 ci-dessus. Alors l’action • définie dans

l’exercice 6.8, restreinte à SU(1, 1)⇥ ⌃, est une SU(1, 1)-action sur ⌃.
(vii) L’action d’un groupe kleinien K ⇢ SU(1, 1) particulier est représenté à la figure ci-contre. L’en-
semble de ces orbites B0/K est constitué de l’union d’une tuile décorée et d’une blanche contiguë.
Le groupe K contient des éléments d’ordre 4, telle la rotation R⇡/2 autour de A. Convainquez-vous
géométriquement que Tf �R2⇡/3 � (Tf )

�1 est la transformation qui fait tourner d’un angle 2⇡/3 les
trois tuiles décorées se rencontrant au point B. Ici f est choisie pour amener le point A sur le point
B. Pour ce même f , que représente et quel est l’ordre de l’élément R⇡/4 �Tf �R2⇡/3 � (Tf )

�1 �R�⇡/4

Note : ce groupe particulier est celui utilisé par M. Escher dans sa gravure Cercle limite III. Escher
n’avait aucune formation en mathématiques.

6.3. L’équation des classes. Comme corollaire immédiat du Théorème 6.1 on obtient :

Corollaire 6.1 (Équation des classes). Soit X un G-ensemble fini. Alors

|X| =
X

O2X/G

|O| = |XG|+
X

O2X/G,|O|>1

|O|,

où XG est l’ensemble des points fixes.
Soit O 2 X/G et x 2 O. Alors

|O| = (G : StabG(x)).

18. Henri Poincaré (1854–1912) a été le pionnier de l’étude de ces groupes. Il a généreusement baptisé ces groupes
en l’honneur de Felix Klein (1849-1925).

19. William Thurston (1946–2012) est un des mathématiciens ayant développé ce programme. Il obtint la Médaille
Fields en 1982 pour ses travaux liés à sa conjecture de géométrisation des variétés tridimensionnelles.
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(iv) Le cercle de rayon unité {z 2 C ; |z| =
1} est un sous-SU(1, 1)-ensemble pour cette
action. Soit B0 la boule ouverte {z 2
C ; |z| < 1} est également un sous-SU(1, 1)-
ensemble. Note : pour cette seconde ques-
tion, montrer d’abord que g • (0, 0) appar-
tient à B0 pour tout g 2 SU(1, 1). Utiliser
alors un argument de continuité.
(v) Restreignons maintenant l’étude à
la SU(1, 1)-action sur B0. Le segment
(�1, 1) 2 B0 est envoyé sur lui-même par
l’action des éléments de la forme Tf =⇣

g f
f g

⌘
avec f, g 2 R et g =

p
f2 + 1.

(vi) Les éléments de la forme R✓ =⇣
ei✓/2 0
0 e�i✓/2

⌘
représentent une rotation de

B0 d’angle ✓ autour de son centre.

�

�

�

En particulier, la cardinalité de chaque orbite est un diviseur de l’ordre du groupe.

Exemple 6.4. Revenons à l’exemple 6.3 de la D3-action sur le triangle équilatéral T . Si l’exercice 6.3
a été fait, il est aisé de vérifier l’égalité |O| = (G : StabG(x)) pour chaque type d’orbites. L’orbite
« générique » a un stabilisateur trivial et contient alors |D3|/|{1}| = 6 éléments. Le stabilisateur
du point (x, 0), x 6= 0, est {1,�} et alors son orbite contient 6

2 = 3 points. (Ce sont les points en
rouge.) Finalement les six éléments de D3 laisse fixe l’origine (0, 0) et |Orb(0, 0)| = 1 comme il se
doit.

Exemple 6.5. Soit K un sous-groupe d’un groupe (L, �). Alors K opère sur L par l’opération

k • x := x � k�1,

k 2 K,x 2 L. Les K-orbites sont les translatés à gauche de K, les stabilisateurs sont tous
triviaux et les orbites ont toutes la cardinalité O(K). Donc l’équation des classes devient ici
O(L) =

P
O2L/K |O| = |L/K| · O(K), et |L/K| est l’indice (L : K). Donc on peut voir l’équa-

tion des classes comme une généralisation du théorème de Lagrange.

Exercice 6.11. Supposons qu’un groupe cyclique d’ordre premier p opère sur un ensemble de p2+p+1

éléments. Montrer qu’il existe au moins un point fixe.

6.4. Existence de points fixes. Une première application de la formule des classes est l’existence
d’un point fixe pour certaines actions. Si l’ensemble X est trop petit pour un groupe G, alors G

peut seulement opérer trivialement.

Lemme 6.1. Soit p le plus petit diviseur premier de l’ordre d’un groupe fini G 6= {1G} et soit X

un G ensemble. Si x n’est pas un point fixe, alors l’orbite contenant x a au moins p éléments. En
particulier, si X�XG a moins que p éléments, alors nécessairement G agit trivialement : X = XG.
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Démonstration. On a |Orb(x)| divise O(G) et p est le plus petit diviseur de O(G). ⇤

Le lemme suivant est aussi presque trivial, mais ces applications sont nombreuses.

Lemme 6.2. Soit p un nombre premier et P un groupe d’ordre pr. Soit X un P -ensemble fini.
Alors |X| � |XP | est divisible par p. En particulier, si p ne divise pas |X|, alors il existe un point
fixe x 2 XG.

Démonstration. Soit O une orbite de X ; la cardinalité de O divise alors la cardinalité de P et est
donc est une puissance de p. On a |O| 6= 1 si et seulement si O ne contient pas un point fixe si et
seulement si p divise |O|. Par l’équation des classes il suit que |X|� |XP | est divisible par p. ⇤

6.5. Le théorème de Cayley généralisé. Si G opère sur X, alors chaque g induit une bijection
de X, d’où une application G ! SX . Les propriétés d’une opération impliquent que cette appli-
cation est un morphisme. En effet, donner une action sur un ensemble est équivalent à donner un
homomorphisme de groupe de G vers SX . Les G-actions sur X sont en correspondance avec les
homomorphismes G ! SX .

Théorème 6.2. Soit G un groupe et X un ensemble.
(i) Si (g, x) ! g • x est une G-opération sur X, alors l’application f : G ! SX définie par

[f(g)](x) := g • x

est un homomorphisme de groupes avec noyau GX .
(ii) Si f : G ! SX est un homomorphisme de groupes alors

(g, x) 7! g • x := [f(g)](x)

est une G-opération sur X.
(iii) Les G-opérations sur X sont en correspondance biunivoque avec les homomorphismes

f : G ! SX .

Démonstration. (i) Soit (g, x) 7! g • x une G-opération sur X et [f(g)](x) := g • x. Alors

[f(g1 � g2)](x) = (g1 � g2) • x = g1 • (g2 • x) = [f(g1)]([f(g2)](x)) = [f(g1) � f(g2)](x).

Donc f est un homomorphisme. La preuve de (ii) est similaire. La correspondance suit de (i) et
(ii). ⇤

Exercice 6.12. Supposons que f : G ! SX correspond à l’opération g • x. Montrer que le noyau de
f est exactement le noyau de l’opération. Montrer que le noyau de l’opération est l’intersection de
tous les stabilisateurs Gx.

Supposons que G agit transitivement sur X, et x 2 X. Montrer que le noyau GX est le plus grand
sous-groupe normal de G contenu dans Gx.

Exercice 6.13. Pourquoi ce théorème est une généralisation du théorème de Cayley ?
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6.6. Action d’un groupe G sur lui-même. L’exemple 6.1 a introduit une action d’un groupe
sur lui-même. Dans ce cas l’ensemble X est le groupe lui-même. Une autre action d’un groupe sur
lui-même est celle par conjugaison : à nouveau X = G et

g • x = gxg�1

pour tout g 2 G et x 2 X = G. Clairement les deux propriétés d’une action de groupe sont
satisfaites :

1G • x = 1Gx1
�1
G = x

et

(g1 � g2) • x = (g1 � g2) � x � (g1 � g2)�1 = g1 � (g2 � x � g�1
2 ) � g�1

1 = g1 � (g2 • x) � g�1
1 = g1 • (g2 • x)

pour tout g1, g2 et x 2 G.
Cette action a été utilisée implicitement dans l’étude des sous-groupes normaux. En effet, si H est

un sous-groupe de G, alors H est normal si et seulement si c’est un sous-G-ensemble pour l’action
de conjugaison si et seulement c’est l’union d’orbites de G pour cette même action.

Les orbites dans G sous l’action par conjugaison portent le nom de classes de conjugaison et
deux éléments de G sont dits conjugués s’ils sont dans la même classe. Le résultat suivant suit
immédiatement du corollaire 6.1.

Corollaire 6.2. La cardinalité des classes de conjugaison de G divise l’ordre de G.

Les classes de conjugaison du groupe symétrique possèdent une description particulièrement
simple.

Proposition 6.1. Soit � un élément du groupe de permutation Sn et soit

(a1, a2, . . . , ak1)(b1, b2, . . . , bk2) . . . (c1, c2, . . . , cks)

sa décomposition en cycles disjoints. Si ⌧ est un autre élément de Sn, alors l’élément ⌧�⌧�1 est

(⌧(a1), ⌧(a2), . . . , ⌧(ak1))(⌧(b1), ⌧(b2), . . . , ⌧(bk2)) . . . (⌧(c1), ⌧(c2), . . . , ⌧(cks)).

Ainsi les longueurs des cycles dans � et ⌧�⌧�1 coïncident (en comptant les multiplicités).

Démonstration. Si �(i) = j, alors ⌧�⌧�1 agissant sur ⌧(i) donne

(⌧�⌧�1)(⌧(i)) = ⌧(�(i)) = ⌧(j).

Mais �(i) = j veut dire que i et j sont des éléments consécutifs dans un des cycles de �. Il en sera
de même pour les deux entiers ⌧(i) et ⌧(j) qui apparaîtront consécutivement dans un des cycles de
⌧�⌧�1. Ainsi le cycle (a1, a2, . . . , ak1) est transformé par conjugaison en (⌧(a1), ⌧(a2), . . . , ⌧(ak1))

et similairement pour les autres cycles. ⇤

Exercice 6.14. Le groupe Q des quaternions d’Hamilton est l’ensemble {1Q,�1Q, i,�i, j,�j, k,�k}
avec l’opération binaire définie par

1Q · x = x · 1Q = x (�1Q) · x = x · (�1Q) = �x

i · i = j · j = k · k = �1Q
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i · j = k, j · k = i, k · i = j j · i = �k, k · j = �i, i · k = �j

pour tout x 2 Q.
(i) Obtenir les classes de conjugaison de Q.
(ii) Obtenir les classes de conjugaison du groupe diédral D4.
(iii) Est-ce que les groupes Q et D4 sont isomorphes ?

Exercice 6.15. Deux éléments de Sn sont conjugués si et seulement si les longueurs des cycles dans
leurs décompositions en cycles disjoints coïncident en comptant les multiplicités, c’est-à-dire les
deux éléments possèdent le même nombre de cycles de longueur 1, de longueur 2, etc.

Exercice 6.16. Montrer que l’énoncé de l’exercice précédent est faux pour les classes de conjugaison
du groupe alterné Altn : il existe certaines permutations ayant les mêmes longueurs de cycles qui
n’appartiennent pas à la même classe de conjugaison de Altn.


