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1. Aucune documentation permise.

2. Les téléphones cellulaires doivent étre éteints. Les portables ne sont pas permis.
3. Ne pas oublier d’écrire vos nom et CPER sur cette feuille.

4. Lire attentivement les questions avant de commencer a travailler.

5. Justifier tous vos raisonnements.

6. Continuer sur le verso de la feuille si vous avez besoin de plus d’espace.

7. Répondre a toutes les questions.

8. Le total des points de cet examen vaut 20 (il y a 2 points additionnels).

Question: 1 2 3 4 5) Total

Points: 3 4 6 5 4 22

Score:




1. Soit z =z +iy et f(z) = el
(a) (1 point) Ecrire f(z) en termes de z et y.
(b) (1 point) Déterminer |f(z)| en termes de x et y.
(c) (1 point) Résoudre |f(z)| = 1.

Solution:
(a)

e(ez+iy) _ 6(eﬂc(cosy—i—isiny)) _ e(ez cosy)e(iem siny) __ e(efc cosy) (COS (e:c sin y) + isin (ear sin y)) ]

— e(e” cosy)

(b) [e™

(c) Pour avoir |f(z)| = 1, il faut e(*"°*¥ = 1, et cela donne e”cosy = 0, alors
cosy =0et y=mk+ 5 avec k € Z. Il n’y a pas de condition sur .

Page 2



2. Soit S$* = {(w1,wq, w3) € R?|w? + w3 + w3 = 1} la sphere de Riemann et

~

p:S* - C
plwr, wa,wz) = Wit Wy
1— w3

la projection stéréographique.

Décrire (donner conditions pour les w avec preuve) les ensembles U,V C S? tels que
(a) (2 points) p(U) ={z € C||z| < 1}

(b) (2 points) p(V) = {z € C| arg(z) =%}

Solution: (a) Il faut “’ff—fu‘f < 1. Alors,
. witws  1-wi 14w

Cela correspond au hémisphere inférieur.

(b) Il faut = y > 0, alors, w; = wy et %~ > 0. Siws =1, on a oo ¢ C. Comme

1> w3, onaquel—ws>0. Alors, il faut w; = wy > 0.

Cela correspond a une demi-circonference.
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3. Soit N

n=1
(a) (4 points) Montrer que f converge dans l’ensemble D = {z € C||z| < 1} U{z €
ClI1+2 <1}
(b) (2 points) Trouver zg ¢ D tel que f(z) converge dans zy. Prouver que f(z) con-
verge.

Solution: (a) Le rayon de convergence de g(w) = f(z) avec w = z(1 + z) est donné
par R = limsup(1}2")<1/n) = lims&pl/Q = 2. Alors, f(z) converge avec |z(1 + z)| < 2. Si
lz] <1l,onaque|z+1] <|z|+1<2et|2(z+1)] <2. De méme, si |z+ 1] < 1, on
aque |z| <|z+1]+1<2et|z(z+ 1) < 2. Alors tous les éléments de D satisfait

que |z(z 4+ 1)| < 2 et la série converge dans cet ensemble.

(b) Prenons zy = —3 + i. Maintenant, 2| = |20 + 1] = /3 +1 > 1, alors z & D.
Mais [20(20 + 1)| = 3 + 1 = § < 2, alors, f(z) converge.

Autres possibilités:

20 = ’HT‘@, 20] = |20+ 1] = /&2 =1, alors 2z ¢ D. Mais |z(z + 1)] = 1 < 2,
alors, f(zg) converge.

20 =1, |20] = 1, |20 + 1| = /2, alors, 2o € D. Mais |20(20 + 1)] = v/2 < 2, alors,
f(z0) converge.
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4. Soit v(z,y) = 2x(y — 1) pour tous z,y € R.

(a) (3 points) Trouver une fonction u tel que f(x + iy) = u(z,y) + w(z,y) soit une
fonction holomorphe.

(b) (2 points) Exprimer f en termes de la variable z.

Solution: (a) Comme v, =2(y — 1) = —u,, on a que

u(z,y) I/uy(%y)dy%(x) = /—vm(x,y)dy%(fv) Z/—2(y—1)dy+0(ﬂf) =—(y-1)

Comme v, = 2z = u,, on a que u,(z,y) = d(z) = 2z, alors, u(z,y) = 2*—(y—1)*+c.
On a que f(x +1y) = (2? — (y — 1)?) + i2x(y — 1) + ¢ est holomorphe.

(b) Notons que f(z +iy) = (z +i(y — 1))%. Alors

f(z) = (ZJQFZ—FZ'(2_2—1>)2+c:(z—i)2+c

21
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5. Calculer fc Zdz sur les deux courbes:

(a) (2 points) |z — 1| = 1 (parcouru dans le sens positif).

(b) (2 points) |z| =1, z < 0. Le premier point étant z = i et le dernier, z = —i.

—€

0

Solution: (a) On a z(t) = 1+ ¢ 0 <t < 27, Alors 2/(t) = ie™ (comme iz(0)
= —1, la normale pointe vers 'interieur et I'orientation est positive) et

/zdz = / (14 e yiedt = / (ie" +i)dt = 0 + 2mi = 2mi.

(b) On a z(t) =€, T <t < 3. Alors 2/(t) = ie”, 2 (5) =i, 2 (¥) = —i, et

2

3T

o o5
:/ e_”ie”dt:/ idt = 1.

2

wff

zd

N

S~

[NIE
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