ANALYSE DES BIFURCATIONS D’UN MODELE DE GAUSE
GENERALISE AVEC RECOLTE DE PROIES ET FONCTION DE
HOLLING TYPE III GENERALISEE*
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REsuME. Dans cet article, nous étudions un modéle de Gause généralisé avec
récolte de proies et fonction de Holling de type III généralisée : p(z) = #ﬁiﬂ'
Le but de notre étude est de déterminer le diagramme de bifurcations du mo-
dele. Pour cela, nous étudions les bifurcations de col-noeud, la bifurcation de
Hopf de codimension 1 et 2, la bifurcation de boucle hétéroclinique, et la bifur-
cation de col nilpotent de codimension 2 et 3. La bifurcation de col nilpotent
de codimension 3 est le centre organisateur du diagramme de bifurcations. La
bifurcation de Hopf est étudiée & ’aide d’un systéme de Liénard généralisé et,
pour b = 0, nous discutons de 'intégrabilité du systéme. Le point nilpotent de
multiplicité 3 se produit avec une droite invariante et peut avoir une codimen-
sion supérieure a 4. Mais, puisqu’il se produit avec une droite invariante, la
plus grande codimension effective est 3. Nous développons des formes normales
(dans lesquelles la droite invariante est conservée) pour étudier la bifurcation
de col nilpotent. Pour b = 0, la réversibilité du déploiement du col nilpotent est
discutée. Nous étudions le type de la boucle hétéroclinique et sa cyclicité. Les
portraits de phase du diagramme de bifurcations (partiellement conjecturé sur
la base des résultats obtenus) nous permettent de donner une interprétation
biologique des comportements des deux espéces.

ABSTRACT. In this paper we study a generalized Gause model with prey harves-
2
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The goal of our study is to give the bifurcation diagram of the model. For this

ting and a generalized Holling response function of type III : p(z) =

we need to study saddle-node bifurcations, Hopf bifurcation of codimension 1
and 2, heteroclinic bifurcation, and nilpotent saddle bifurcation of codimen-
sion 2 and 3. The nilpotent saddle of codimension 3 is the organizing center
for the bifurcation diagram. The Hopf bifurcation is studied by means of a ge-
neralized Liénard system, and for b = 0 we discuss the potential integrability
of the system. The nilpotent point of multiplicity 3 occurs with an invariant
line and can have a codimension up to 4. But because it occurs with an in-
variant line, the effective highest codimension is 3. We develop normal forms
(in which the invariant line is preserved) for studying of the nilpotent saddle
bifurcation. For b = 0, the reversibility of the nilpotent saddle is discussed. We
study the type of the heteroclinic loop and its cyclicity. The phase portraits of
the bifurcations diagram (partially conjectured via the results obtained) allow

us to give a biological interpretation of the behavior of the two species.
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1. INTRODUCTION

Le premier modéle de systéme prédateur-proie fut suggéré indépendamment par
A. Lotka(1925) [28] et V. Volterra(1926) [34]. Depuis ce temps, on raffine de tels
systémes pour mieux modéliser les caractéristiques spécifiques des populations étu-
diées. Comme ces systémes dépendent des parameétres, I'outil de base est la théorie
des bifurcations.

L’évolution d’une population x dont des individus sont réguliérement prélevés est
modélisée (voir [3]) par

&= F(x) — S(x,h),
ou F(x) décrit la dynamique de la population sans récolte et S(z,h) est le taux
auquel ces individus sont prélevés de la population ; le paramétre h est appelé [’in-
tensité de la récolte. 1l existe deux stratégies principales de récolte ([3], [4]) : la
premiére est de prélever un nombre constant d’individus par unité de temps, ce
qu’on traduit par un taux constant S(xz,h) = h; pour la deuxiéme stratégie, le
nombre d’individus prélevés par unité de temps est proportionnel & la population
de sorte que S(z,h) = hx. Des stratégies plus sophistiquées comme celle de pré-
levement périodique, etc., sont aussi étudiées. Dans ce travail, nous choisissons la
premiére stratégie.
L’étude d’une dynamique des populations dont la récolte est permise est un sujet de
bioéconomie mathématique ([4], [15], [36]), rattaché au chapitre de la gestion opti-
male des ressources renouvelables (voir Clark dans [8]). L’exploitation des ressources
biologiques et la récolte des espéces en interaction sont notamment appliquées en
pécherie, foresterie et en gestion de la faune ([4], [15], [36]). Selon Clark dans [§8], la
gestion des ressources renouvelables est basée sur la notion de rendement soutenu
mazimal (communément abrégé par MSY, ¢’est-a-dire mazimum sustainable yield)
des récoltes ; le MSY, soit la récolte maximale permettant la survie, a la propriété
que, si la récolte d’une espéce excéde son MSY (c’est-a-dire si elle est en surexploi-
tation [36]), alors cette espéce sera conduite & I'extinction.
Qualitativement, I’étude d’un modéle prédateur-proie avec récolte de proies, ou de
prédateurs, ou des deux, est plus raffinée que celle d’'un modéle prédateur-proie. Du
point de vue des ressources renouvelables, on doit déterminer le MSY de la récolte
(lorsque celle-ci est permise) de chaque population afin de donner la condition pour
que chaque espéce soit écologiquement préservée comme c’est par exemple le cas
dans [4], [15] et [36].
Le systéme que nous étudions, appelé dans la littérature modéle de Gause généralisé
avec récolte de proies ([23], [19], [21], [35], [2]), est de la forme

&= g(x) —yp(x) — h,
¥ =yl—d+cp(a)],

ou x représente la population de proies, y représente la population de prédateurs,
d est le taux de mortalité naturelle des prédateurs, la fonction g(z) = rz(1 — %)
représente le comportement de la population des proies en ’absence des prédateurs :
r est le taux de croissance de la population de proies x en ’absence de prédateurs
et lorsque = est petite, alors que k est la capacité de ’environnement & supporter
les proies. La fonction

(1.2) ple) =

(1.1)
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(ot m et a sont des constantes positives, et b est une constante quelconque), ap-
pelée dans la littérature fonction de réponse de Holling de type III généralisée [3],
représente une des fonctions de réponse possibles des prédateurs relativement au
nombre de proies : elle rend compte de la consommation de proies faite par les
prédateurs. hy est le terme de récolte des proies (qui est ici un nombre fixe d’indi-
vidus prélevés par unité de temps de la population de proies). ¢ est le ratio de la
quantité de proies consommées par les prédateurs sur celle de prédateurs nés. Le
systéme précédent est, dans la littérature ([31],[4]), un cas particulier du modéle de
Rosenzweig-MacArthur avec récolte de proies.

Une fonction de réponse de Holling de type III refléte & la fois une trés faible préda-
tion lorsque le nombre de proies est petit (p/ (0) = 0) et un avantage du groupe de
proies lorsque leur nombre est élevé (p(z) tend vers 2 quand x tend vers I'infini) : ce
phénomeme est la défense de groupe comme c’est le cas dans [38]. Il existe plusieurs
types de fonctions de réponse de Holling de type III généralisées suivant que I’avan-
tage du groupe des proies est faible ou fort (figure 1.1) : Si b est négatif, ’avantage
du groupe de proies est plus fort que si b est positif. Nous n’étudierons que le cas ot
b > 0. Récemment, dans le méme esprit mais sans récolte de proies ni de prédateurs,
Broer-Naudot-Roussarie-Saleh (voir [5]) et Coutu-Lamontagne-Rousseau (voir [29])
ont étudié respectivement un systéme prédateur-proie avec fonction de réponse de
Holling de type IV (p(z) = z5557) et un systéme prédateur-proie avec fonction
de réponse de Holling de type III (avec b > 0, b = 0, ou b < 0). On note que, pour
la fonction de Holling de type IV, la réponse des prédateurs tend vers zéro quand
la population de proies tend vers l'infini ; ce qui traduit un trés grand avantage de
groupe pour les proies.

Du point de vue biologique, il est intéressant de déterminer comment le terme de
récolte de proies affecte le sous-systéme (1.1)|,—0 ot p(z) est donné en (1.2).

p(x) p(z)

m
a

T _
(a) pour b >0 (b) pour b < 0

S0
8

F1G. 1.1. Fonction de Holling de type III généralisée.

Nous étudions donc le modéle suivant :

. T ma?
t=ra(l— %)~ s — M,
c me2

(1.3) v =y(—d+ 5r1)s

z >0,y >0,
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a huit paramétres : r, k, m, a, ¢, d, hy sont strictement positifs et b > 0.

Mais, par la transformation linéaire et le changement d’échelle sur le temps suivants
(X,Y,T) = (%x, iy, ckat), on peut réduire le nombre de paramétres de (1.3) a
5 : Le systéme simplifié que nous considérerons est le suivant

&= pr(l—z) —yp(x) — A,

(1.4) y=y(=d+p(x)),
>0,y >0, ou

22
1.5 - =
(15) po) = s
et les paramétres sont
r d hy
1.6 SN = —=,ak? bk, —, —— ) .
( ) (p’a’/B) ) ) (cmk27a ) 3 ka2, cmk?))

Le diagramme de bifurcations mettra en évidence des conséquences biologiques
surprenantes, et le fait qu’il faut étre trés prudent avec une stratégie de récolte de
proies & taux constant. Méme avec une trés faible récolte, cette stratégie conduit
systématiquement & I'extinction des espéces si le taux de mortalité des prédateurs
est faible. Et méme lorsqu’on attrape des valeurs des paramétres pour lesquelles
il y a survivance des deux espéces, la région des conditions initiales permettant la
survivance n’est pas toujours grande. Autre conclusion surprenante : le fait de com-
mencer la récolte, méme faible, lorsque le nombre de proies est élevé peut conduire
systématiquement & l’extinction, alors qu’on aurait survivance si le nombre initial
de proies était moins élevé, et ce, pour un méme nombre initial de prédateurs!
Notre étude met donc en évidence l'intérét de cette question et le besoin d’étudier
de nouvelles stratégies de récoltes : autre taux de récolte de proies, ou encore récolte
simultanée de prédateurs et de proies, afin d’identifier les stratégies de récoltes qui
permettent d’éviter ’extinction des espéces.

L’article est organisé ainsi qu’il suit. La section 2 résume nos résultats. A la
section 3 nous montrons que toutes les trajectoires demeurant dans le premier qua-
drant sont attirées vers une région finie du plan. A la section 4 nous étudions le
nombre de points singuliers, leur type et I’étude des bifurcations de col-noeud. La
bifurcation de Hopf de codimension 1 et 2 est étudiée a la section 5. Pour ce qui est
de la section 6, nous discutons de la bifurcation de col-nilpotent de codimension 2 et
3 (qui est en fait le centre organisateur du diagramme de bifurcations). Finalement,
a la section 7, nous donnons le diagramme de bifurcations global (partiellement
conjecturé). Celui-ci nous permet, a la section 8, d’en déduire une interprétation
biologique des comportements possibles en fonction des parameétres et des condi-
tions initiales.

Remarque 1.1. (i) Lorsque \ est petit, le systéme (1.4) est une perturbation du
sous-systeme (1.4)|a=o0. Le diagramme de bifurcation du sous-systéme (1.4)|x=o (dé-
terminé dans [29] ou [17]) nous permettra donc de comprendre, & l'avant derniére
section, celui du systeme (1.4) pour X petit (voir la figure 2.2).

(i) Le parameétre \y := % est important car, comme on pourra le vérifier plus tard,
toutes les expressions des surfaces de bifurcations sont homogénes en X\ et p.

(iii) Tous nos calculs sont faits & laide du logiciel MAPLE.
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2. RESUME DES RESULTATS

L’axe = du systéme (1.3) est invariant. Le systéme a 2 points singuliers, C' et D,
sur 'axe x positif pour p > 4\ et aucun pour p < 4, les deux points se confondant
en un col-noeud pour p = 4. Dans le premier quadrant, on a au maximum un point
singulier £/ qui est toujours de type anti-selle, c’est-a-dire, noeud, foyer, foyer faible
ou centre. Le point singulier F disparait du premier quadrant par une bifurcation
de col-noeud en se confondant, soit avec C', soit avec D. Le point E peut avoir une
bifurcation de Hopf d’ordre au plus deux. Lorsque l'ordre est deux, le deuxiéme
coefficient de Lyapunov est positif (le point est répulsif). Ainsi, lorsque le systéme
a deux cycles limites, le cycle attractif est entouré d’un cycle répulsif.

Théoréme A. Si p = 4\ et 6 = #ﬁﬂ’

E se confondent en B = (%,0). Ce point est un col nilpotent. Si o = %
avec B > 0, ce col nilpotent est de codimension 4. Cependant, la contrainte que le

systeme ait ’axe horizontal invariant diminue la codimension de un. Ce point est

les trois points singuliers C, D et

le centre organisateur du diagramme de bifurcations.

On a pu mettre en évidence les trois parameétres principaux du systéme, soit A, a
et §. Ceci permet de donner le diagramme de bifurcations dans le plan («, §) pour
différentes valeurs de A.

Théoréme B. Le diagramme de bifurcations avec portraits de phase du modéle
(1.4) est, suivant les valeurs du parametre X > 0, présenté aux figures 2.2, 2.3, 2.4,
2.5, 2.6, 2.7 et 2.8 en utilisant les notations de la table 2.1. 1l est le plus simple
contenant toutes les contraintes du systéeme. Les courbes de bifurcations de Hopf et
de cols-noeuds sont exactes. Sont conjecturés :

(1) la position exacte de la courbe de bifurcation de boucle hétéroclinique, mais
cette courbe coupe toute droite &6 = constante exactement une fois ;

(2) lunicité du liew des bifurcations de codimension 2 (4 savoir Ha, C et BH3)
et, par ricochet, le triangle C — Hy — BHy qui, pour > 0, se déplace vers
la droite quand A\ décroit et, pour 3 =0, se réduit au lieu C = («,d) défini

A

par o = § etd =g

Lorsque 8 = 0, on conjecture que le systéme a un centre dés que 'ordre de la
bifurcation est supérieur ou égal a deux, le diagramme de bifurcaions étant celui de
la figure 2.8.

3. COMPORTEMENT DES TRAJECTOIRES A L'INFINI

Dans cette section, nous montrons que toutes les trajectoires de (1.4) demeurant
dans le premier quadrant sont attirées vers une région finie du plan.

Théoréme 3.1. Pour tous «, 3,0, p, A définis dans (1.4), il existe un rectangle
R =1[0,1]x]0,1], oul = l(a, 8,9, p, \), dans lequel toute trajectoire qui reste toujours
dans le premier quadrant vient se terminer.

Démonstration. En effet, on a pour z > 1 que & < 0; alors toutes les trajectoires
entrent dans la région « x < 1».Si 4§ > é, alors y < 0 et, quel que soit [ > 0, toutes
les trajectoires entrent dans la région « y < I ». Sinon, soit x,(«, 3, J) la solution de
p(x) = 6. Alors, y < 0 si, et seulement si z € [0, z,(c, 3,0)]. Soit € €]0, zp(c, 8, 0)]
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H, : Bifurcation de Hopf attractive
H, Bifurcation de Hopf répulsive
Hs : Bifurcation de Hopf de codimension deux
BH, : Boucle hétéroclinique attractive
BH, : Boucle hétéroclinique répulsive
BH, : Boucle hétéroclinique de codimension deux
DC: Double cycle
C: Intersection entre (H) et (BH)
By : Bifurcation de col nilpotent avec coefficient de X2Y positif
B_: Bifurcation de col nilpotent avec coefficient de X?2Y négatif
Cnyg, Col-noeud attractif interne
Cny, Col-noeud répulsif interne
Cng, Col-noeud attractif externe
Cnp, Col-noeud répulsif externe

TAB. 2.1. Description des courbes de bifurcation de la figure 6.3.

6
I (Ho)
rrrrrrrrrrrrr (CNo
11y
111y ‘
0 f L
[0} IO ‘ (EN())
(a) Diagramme de bifurcations pour A =0 (b)

(@ ‘@@\\
(Ho) I,
(c)

O

111,
(d)

Fi1g. 2.1. Diagramme de bifurcations et portraits de phase pour

A =0 (]29] ou [17]).

suffisamment petit, alors y < 0 dans la bande « 2 € [0, €] ». En plus, dans la région

«x € [0,1] », nous avons que & < 0 si, et seulement si y > 2%

N := max

(1—z)—X\

) Soit

pr(l—xz)— A
z€le,1] p(z) '
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— (H) - (Cna)
,,,,, (BH) - (Cnr)
- DC
v

)
— (H) (Cna)
,,,,, (BH) - (Cny)
v oo DC

117

Fia. 2.3. Diagramme de bifurcations lorsque 5 > 0 et A n’est ni
petit, ni proche de §

La pente du champ est donnée par

(3.1) dy __ 9-p@)

dx_p(x)_@'

Or, on a que

(3.2) lim = 2P st bornée sur e, 1].
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)
— (H) e (Cny)
v
””” (BH) s (Cn'r)
- DC
B,

Fia. 2.4. Diagramme de bifurcations lorsque 8 > 0 et A est proche
de £
1

11 existe donc au moins une trajectoire (z(t),y(t)),t € [0,T] telle que z(0) = 1,
z(T) = € et, pour tout ¢, y(t) > N : soit (z1(¢t),y1(t)),t € [0,71] la plus basse
trajectoire vérifiant cette propriété. Posons

l:= t).
tg[gc}%]yl( )

Par (3.2), il vient que les trajectoires ne peuvent pas aller a U'infini dans la demi-
bande « z € [¢, 1],y > N » et doivent donc entrer dans la bande « z € [0,¢] » (ou
7 < 0). Dés qu’une trajectoire a pénétré cette bande, soit elle y reste pendant que
y est décroissant, soit elle entre dans la bande « x € [e, 1] » & une hauteur y < N.

Dans les deux cas, elle est attirée et reste pour toujours en dessous de la hauteur

4. BIFURCATION ET TYPE DES POINTS SINGULIERS

4.1. Nombre de points singuliers.
Théoréme 4.1. Soit

1 plp—4X) 1 /plp—4N)
(4.1) Tor=5 - — 5 —To2o=5 t—F7—.
2 2p 2 2p
Le nombre de points singuliers du systéme (1.4) est, suivant les valeurs des para-

meétres, donné au tableau 4.1.

Démonstration. Les points singuliers de (1.4) sont les points de coordonnées (xg, yo),
solutions du systéme d’équations d’inconnues (z,y)

pr(l —x) —yp(r) = A =0,
(42 {y<—a +p() =0,
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(m) (C,BH2) n) BHg (o) Hr (p) (C,H2)
— 3/ \(F\ 2 I
(q) Ha — (C, H2) (r) (Cnr) (s) (Cna)

Fia. 2.5. Portraits de phase des diagrammes de bifurcations FI-
GURE 2.2, FIGURE 2.3 et FIGURE 2.4.

_(CN)

() (CNa) (b) (CN) (c) (CNr)

[«

Fi1G. 2.6. Diagramme de bifurcations et portraits de phase lorsque
—
=2

telles que xo > 0,99 > 0.
De la deuxiéme équation de (4.2), on a y = 0 ou p(z) = §. Alors :

(1) Pour y = 0, la premiére équation de (4.2) donne :
(4.3) pr? —pr+A=0
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Fi1G. 2.7. Diagramme de bifurcations et portraits de phase lorsque
A> 4
1

Région Point(s) singulier(s)

p <4\ aucun

p=4X](5,0) : point double si & # t,

_ 1 e
a+28+4
point triple si § = a++ﬁ+4

P> 4\ et xo E].’L‘m,xog[ (,TOl,O), (,Tog, 0) et (.”L'Q,yo) ou
p(xo) =d et yo = 7’”0(1}%)_/\

p > 4N et xg = 201 (201, 0) point double et (zp2,0)

p > 4\ et Tg = 200 (IOl, O) et (IOQ, O) point double

p > 4\ et xg 6]0, :1701[U]x02, —|—OO[ (x()l, O) et (IOQ, O)

TaB. 4.1. Nombre de points singuliers du sytéme (1.4)

dont le discriminant est Ay := p(p — 4\). Ainsi :

e Lorsque p < 4, on n’a pas de point singulier sur y = 0.

e Lorsque p = 4, alors (%, 0) est un point singulier double.

e Lorsque p > 4\, alors (4.3) a deux solutions xg; et xg2 données en (4.1)
et correspondant aux points singuliers (zo1,0) et (zo2,0).

Pour p(x) = 4, on cherche g > 0 tel que p(zg) =0 et
1
Yo = slpwo(l = 20) = Al

Or, p(z) = ¢ si et seulement si

f(z) = (ad — 1)a® + Béz + 6 = 0.
Alors :
a) Si ad — 1 =0, alors la seule solution réelle de (4.5) est zg1 = %1 < 0.
b) Si ad — 1 # 0, alors le discriminant de (4.5) est

Ay = (B6)* —46(ad — 1) :

b-1) Si @d —1 > 0 et Ay > 0 (resp. Ag < 0) alors (4.5) a deux solutions
dont le produit est —~ > 0 et la somme est —m?fl < 0 (resp. (4.5) n’a

pas de solution) : donc, il n’y a pas de point singulier admissible lorsque
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1V

**\BHT ’

Fia. 2.8. Diagramme de bifurcations et portraits de phase lorsque
B=0et A0, §]

ad—1>0.
b-2) Si ad — 1 < 0, alors Ay > 0. Ainsi, le produit des solutions de (4.5)
est négatif et la solution positive est

_ B6+\/0[6(52 — 4a) + 4]
o= —2(ad — 1) '
Donc, on obtient au plus un point singulier (xq, yo) ol g, défini par p(zg) =
d, vérifie (4.6). Or yo, dont on a besoin qu’il soit positif, est défini par
(4.4) qui, justement, montre que le signe de yo est exactement celui de
—pxd + pro — X dont le discriminant est Ay := p(p — 4N\).

—~

4.6)



12 R.M.D. ETOUATET C. ROUSSEAU*

Conséquemment :

e Si p < 4\, alors il n’y a aucun point singulier dans le premier quadrant
ouvert car, dans ce cas on a (g, yo) avec xo défini en (4.6) et yo < 0.

e Si p = 4), alors on a (zg,yo) avec zp défini en (4.6) et yo = —p(ag —
$)? < 0. En particulier, par (4.4), (4.1) et (4.5), on a le point singulier
(zo = %,y0 = 0) si, et seulement si § = #ﬁﬂ'

e Si p > 4\, alors, par (4.4), yo > 0 < 29 € [xo1, xo2] C|0; +00[, ol zo1 et
Zo2 sont définis en (4.1).

Remarque 4.2 (Cas intéressants de b-2)). b-2-1) Sip = 4)\ et 6 =

alors, on a bien ad —1 < 0 et, le point singulier (%,
solution double de (4.3) et solution simple de (4.5).
b-2-2) Si p > 4\ et xg = x01 ou Tg = T tels que p(xg) = 0, alors le point
singulier (x0,0) sera double, car xzo est solution de (4.3) et (4.5). Ces derniéres
égalités représentent deux surfaces dans le produit de l’espace x par l’espace des
parameétres : nous déterminerons leur équation dans l’espace des paramétres lors de

l’étude des bifurcations des cols-noeuds.

1
a+26+4
0) devient triple car xo = 5 est

=

2

O

4.2. Type des points singuliers. La matrice jacobienne de (1.4) en (z,y) est
donnée par

— _ _zy(Br42) _
(4.7) Jac(x,y) = p=2px (az2+pBz+1)2 ()
- Y _ay(Ba+2) o))
(az?+pBz+1)2 p

Par le tableau 4.1, il s’agit de I’étudier pour les deux cas suivants : p = 4\ et
p > 4\. Dans cette sous-section nous nous limiterons au cas p > 4\ et laisserons le
cas p = 4\ pour les sections 4.3 et 6.

Théoréme 4.3. Pour p > 4, le type de chacun des points suivants C' = (x01,0),
D = (202,0) et E = (xg,y0) est, suwant les valeurs des paramétres, donné au

tableau 4.2.

Démonstration. (1) Type des points singuliers C = (x01,0) et D = (292,0)
On a que xq1 := % — 1, T 1= %—i—n, ol

plp —4X)
4.8 =t
(4.8) n 2%
En plus, zo1202 = % et x91 + o2 = 1. Par (4.7), on a respectivement
(4.9)
2on —p(3 —n) ) (—2/)77 —p(3 +n) )
Jac(C) = 2 et Jac(D) = 2 )
©) (0 ~0+p(3 —n) (D) 0 —6+p(z+n)
Ona:p(3£n) > 0et p(z) = Wlﬁ% > 0 pour tout x > 0; c’est-a-dire

que p est strictement croissante sur ]0, +o0o[. Or, 0 < % —-n< % +n; d’ou

(4.10) p<%—77) <p<%+77).

Le type des points C et D est donc celui du tableau 4.2.
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Région | Points singuliers Type
d<p(z—n) C,D,E C' est un noeud répulsif
D et E sont des cols hyperboliques

E non admissible

d=p(5—n) C,D | C est un col-noeud répulsif (a venir)

D est un col hyperbolique

p(5—n) <d<p(3) C,D,E C et D sont des cols hyperboliques
E est un anti-selle

p(3) <o <p(5+n) C,D,E C et D sont des cols hyperboliques
E est un (foyer /noeud) attractif

d=p(5+n) C,D C' est un col hyperbolique

D est un col-noeud attractif (a venir)

o>p(5+n) C,D,E D est un noeud attractif

C et E sont des cols hyperboliques
E non admissible
TAB. 4.2. Types des points singuliers lorsque p > 4\

(2) Type du point singulier E = (xq,yo)
La matrice jacobienne, (4.7), évaluée en ce point est

ac(x = p(1 = 2550)/ - yop/ (zo) —0
Jac(x0,y0) ( sop (20) ) >

dont la trace et le déterminant sont respectivement
T'r(Jac(xo,yo0)) = p(1 — 2z0) — yop' (o),
Det(Jac(xo,yo)) = dyop (o) > 0.

En plus, z¢1 < % < xg9, d’ou :
i) Sizg € [%,xog[, ce qui correspond aux régions des paramétres p(%) <
§ < p(5+m),alors 1 — 2z < 0 et yop (x0) > 0; d’'ou Tr(Jac(xo, yo)) < 0 :
E y est donc un (noeud/foyer) attractif.
ii) Si o €]zo1, 5[, ce qui correspond aux régions des paramétres p(3 —n) <
§ < p(3), alors p(1 —2x0) > 0 et yop (zo) > 0. 11 est donc possible que
Tr(Jac(xo,y0)) := p(1 — 2x0) — yop (20) s’annule. Par conséquent, puis-
qu’on a toujours Det(Jac(xo,yo)) := dyop (x0) > 0, on aura possiblement
une bifurcation de Hopf au voisinage de E = (¢, o) dans ce cas.
L’étude du col-noeud lorsque xg = xp1 nous montrera que 77 > 0 dans un
voisinage de xoq.
iii) Afin de mieux comprendre le diagramme de bifurcations, il est intéres-
sant (quoique yog < 0) de voir que :
Si xg < w1 ou w2 < xp, ce qui correspond aux régions des paramétres
§ < p(3 —m) oud > p(3+mn), alors : yo < 0 et Det(Jac(xo,y0)) =
5y0p/ (x0) < 0. Done, E = (x0,y0) y est un col hyperbolique.

(I

4.3. Bifurcations de col-noeud.
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Théoréme 4.4. Le point double B = (1,
1l est attractif si § > #ﬁﬂ et répulsif si 6 <

0) est un col-noeud pour p = 4\ et

1 1
5 # a+28+4" a+26+4"

Démonstration. En effet, par la translation « x1 = x — %, Y1 = Yy », on rameéne notre
singularité, B = (%, 0), a origine. Au voisinage de x1 = 0 et par le fait que p = 4\,
le systéme précédent devient

(4.11)
. a 6a—8 Ay
i = (3llpetn ) g2 - g B, g O (1)),
. a B+6 a—8)y1x1> Dy —14+6a+25B+46
o = 8 B0 Bus? |y (Brime,  CIHSad2bBADN 4 (| (zy, yy)|).

Les valeurs propres du linéarisé Mg de (4.11) sont Ay = 0 et Ay = _54’#54-4 # 0,
et ont respectivement pour vecteurs propres vy = (1,0) et vo = (
Mg est ainsi diagonalisable, avec comme matrice de passage

1 5 251 -1
P= at2/+4)=1 )
b ™)

1
s(aF2p+0)—1° 1).

1

Par la transformation (i,() = P_l( ), le systéme devient :

Y1
(4.12)
o (pat85+4p+2pB+23 B)XY 2 (patdd f+4p+2pB+165)Y?2 3
X =-2 (—1+5a+26 f+40)(at25+4) pX7— (a+25+4)(—1+6o¢2+26ﬁ+45)2 +O((X, Y)[%),
> (=1+6a+28B+40)Y (B+4H)XY (B+4)Y 3
Y =-— a+2 B+4 +4 (a+2+4)2 +4 (a2 B+4)? (=145 a+25 B+49) +O(|(X, Y)[%).

On voit qu’il est inutile de calculer la variété centre. Le théoréme de Chochitaich-
vili[1] donne directement que le systéme (4.12) est topologiquement équivalent au
systéme suivant :

X =—pX?2+O(IX "),
) X=X+ 0( X

Y = (Gropm — O
En conséquence, étant donné que le coefficient de X2 est —p < 0, alors le point
double B = (3,0) est un col-noeud attractif (vesp. répulsif) si § > a++ﬁ+4 (resp.
d<

Théoréme 4.5. Soit n = 7”7(5,)—49\). Lorsque p > 4\, le point singulier C' :=

(3 —n,0) (resp. D := (3 +1,0)) est un col-noeud répulsif (resp. attractif) sur la

surface (Cn,) (resp. (Cn,)) d’équation § = p(5 —n) (resp. 6 = p(5 +n)).
Si A €]0,4], alors la réunion, (Cn), des surfaces de bifurcations de col-noeud,
(Cny): 6 =p(3—n) et (Cna) : 6 = p( +n), est définie par Uéquation :

(Cn): (N +p (—2a+ 2 +Ba) A+ p° (1+8+a)) s
(4.14) +(=2Xa—p (—24+B)A—p°) 5+ A =0.

(4.14) est une équation polynomiale de degré 2 en §, a coefficients polynomiaux en
a,B,p et X\. A la limite, quand X\ =0, (Cn,.) se confond avec § = 0.

Démonstration. En effet, pour a := % + 7, ces deux points doubles sont chacun de
la forme M = (a,0) tel que pa® — pa+ A = 0 et p(a) = §. La matrice jacobienne est
donnée en (4.9). Elle a pour valeurs propres \; = £2pn et 0. On a Ay > 0 en C et
négatif en D. Un calcul permet de vérifier quun point M = (a,0) est exactement
de multiplicité 2.
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Si A €]0, §[, alors (Cn;.) et (Cng) correspondent aux lieux ot un point singulier
du premier quadrant ouvert se confond avec un point singulier situé sur I'axe des
abscisses, c’est-a-dire lorsque le résultant de f(z) := (ad—1)2%+ B2 +6 (qui donne
I’abscisse des points singuliers dans le premier quadrant) et g(z) := pz? —pz+\ (qui
donne 'abscisse des points singuliers sur 'axe des ) est nul. Le résultant R de f et
g est donné en (4.14). Le discriminant de R est donné par p (p — 4X) (A3 + p)* > 0;
d’otu le résultat annoncé.

O

5. BIFURCATION DE HOPF

Lorsque nous étudierons la bifurcation de Hopf de notre systéme, nous le rame-
nerons a un systéme de Liénard généralisé car le calcul des coeflicients de Lyapunov
d’un tel systéme se fait trés bien.

5.1. Calcul des coefficients de Lyapunov d’un systéme de Liénard géné-
ralisé. Considérons un systéme de Liénard généralisé,

= —y,
G {y — g(@) +yf(z), ob

+oo —+oo
g(x) =a+ Y aa’, f(z):= bal.
=2 j=1

On sait par [33] que, pour (5.1), il existe une série entiére

1 c- . - i p—i
(5.2) F:= 5(1“2 +y?) + ZFP(I, y) ou Fy(z,y) = Zaiyp,ix y?
=3 i=0
telle que
(5.3) F= Z Ly (2% + y?)F L
k=1

Les Ly, sont appelés “coefficients de Lyapunov” ou, par (9], « coefficients de la bi-
furcation de Hopf » de (5.1). Ils sont trouvés en opérant degré par degré sur (5.3) :

Théoréme 5.1. Les deux premiers coefficients de Lyapunov du sytéme de Liénard
généralisé, (5.1), simplifiés sous la condition que les précédents sont nuls, sont :

1
(54) Ll = g(bg — CLle),

1.5 5
= 1—6(5(12191(13 — §a2b3 + b4 — a4b1).
Remarque 5.2. Nous avons calculé Ls, Ly et Ls pour valider notre conjecture que
E = (x0,y0) est un centre lorsque 3 = 0. Les formules se trouvent dans la these[17].

(5.5) L,

5.2. Existence et ordre de la Bifurcation de Hopf.

Théoréme 5.3. Lorsque 3 > 0, on a une bifurcation de Hopf d’ordre inférieur
ou égal a deuz ([11],[27]) au voisinage de E = (xo,y0). (o o €]xo1, 5[) Lorsque
lordre de la bifurcation est 2, le coefficient Lo est strictement positif.
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Démonstration. On se rappelle ici que

(5.6)

1 plp —4N) 1 B 1 pxo(l —m0) — A
p>4/\,0<2 % <$o<2,p($o)—5<5,y0— 5 )
Det(Jac(xo,y0)) = dyop’(z0) > 0.

Alors :

e On multiplie (1.4) par ¢(z) := ax? + Bz + 1 > 0, puis on raméne E & lorigine
par la translation « 1 = x — xg, y1 = y — yo ». En utilisant le fait que p(z¢) = ¢ et

Yo = M, on obtient le systéme, (S), suivant
(5.7)
= —aprit—p@dary—a+B)rP+
4_ _ 3 3 _
+ (—yy — Bopre —BAre-2apio £25pt0 tpro k) 212 — y130®+
_ 4 3_ _ 3
(S) + —2y1:170 _ pro—2Xt2apxo +§;}LI)0 BAxo—apzo )Ila
. Brotlyy  _ (protpeo®t2)Bzotl) ) o
n= azo?+Baotl 02 1
+ zo(Bzo+2)y1 (5I0+2)(—PI0+1)102+>\)
azo?+Bzo+1 Zo L1,
dont la matrice jacobienne, évaluée a l'origine, est
_p1072)\+2apzo4+ﬁpm037ﬁ)\zofocpzo?’ _xg
— _ — o
Jac(x1 —O,yl —0) = _(510+2)(7p10+px02+)\) 0
o

e Pour avoir une bifurcation de Hopf, on doit faire ’hypothése que la trace est nulle,
c’est & dire

(5.8) 5\ p(2axd + Bad — axd + 1)z
' Bxo + 2 '

(bien défini car, pour tous a« > 0,3 > 0,p > 0:0 < % —
203+ Bad —axd+1 > 0) . Ce qui donne explicitement Det(Jac(x; = 0,y1 = 0)) =
p(1 = 2x0)(aad + Brg + 1)a3 > 0 car 0 < zo < 3.

2
e Considérons la transformation définie par « X =z, Y = %yl » oll

(5.9) w? = p(1 — 2x0)(axd + Bro + 1)zl
Alors, via (5.8), le systéme (S) devient sous la forme
(5.10) X = -YP(X)+go(X), Y :=g(X)Y +g(X),
ou X2
Py(X) = M > 0.
Zo

En multipliant (5.10) par % et en utilisant les mémes notations de (5.10), on
obtient un systéme de la forme

(5.11) X :=-Y+ LX), Y:=h(X)Y+ha(X).
Donc, en appliquant la transformation suivante au systéme précédent,
(5.12) -Y1=-Y+L(X), X;=X,
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on remet le systéme sous la forme de Liénard suivante

(5.13) %=1,
’ Yl :g(X1)+Y1f(X1)v

ou
+oo +oo
g(X) =X+ a X', f(X)=) bX"
=2 =1

Les coefficients as, as, a4, as, b1, ba, bz, bs... sont calculés avec Maple.

Ainsi, par les formules des coefficients de Lyapunov obtenues a la sous-section
précédente et (5.9), avons-nous que le signe de L est aussi celui de :

La(w0) 1=pw0® (1 — 20) (amo® + Bzo +1)” [(8° + 20 8 — 0 §2) zp’
(5.14) + (68> —6aB)ze® + (63 —6a)x0” +4 Bz + 6]
qui s’annule en
B3xo* + 6 220> + 6 Bxo® +4 P20 +6
202 (=202 + 6 Bxo + 6 + 52202)
(bien défini car, pour tout 5 > 0:0 < 25 < % = —2B202 +68x0+ 6+ FPxy? =

Bxo(1 — 2x0) + 5Bxo + 6 + F222 > 0).
On remarque donc que Ly (zg) peut aussi s’écrire (en utilisant (5.8)) comme

(5.16)
(N o) = =28%pag® —6pBwe* + (A —2BA—pB—6p) o> +6ABxo+6A

Donc, pour cette valeur de o on a que le signe de Ly est aussi celui de

2 (—2x + 1):635/)2 (ﬁ$02 + B xo +3)3 (Bzo +2)7

(5.15) o=

LQ(,T()) =
(=28 x0% + 6 Bxo + 6 + B2202)"
(5.17) [3+ (48 +18)mo+4Bx” + 18 Bao® + 11 8°mo* + a0’
qui est strictement positif pour tout g > 0; d’ou le résultat. 0

5.3. Analyse du cas § = 0. On se rappelle que les résultats sur les bifurcations
de col-noeuds et de Hopf d’ordre 1 sont les mémes pour les cas 8 > 0 et § =0 (voir
les sous-sections précédentes y relatives). Pour les autres bifurcations, les cas 8 > 0
et # = 0 ne fonctionnent pas pareillement et nous voyons la conjecture suivante.

Conjecture 5.4. Si 3 =0 et Ly =0, alors le point singulier E = (xo,yo) est un
centre (c’est-a-dire qu’il existe un voisinage U de E tel que toutes les orbites de
U\ {E} soient périodiques).

Hllustration La conjecture est appuyée par le fait que lorsque § = 0 et L1 = 0,
alors Ly = Ly = Ly = Ly = 0; ce qui est, par [9], une condition nécessaire pour
que E = (9, yo) soit un centre (détails des calculs en [17]).

6. BIFURCATION DE COL NILPOTENT
6.1. Forme normale au point nilpotent.

P — _ 1
Théoréme 6.1. Sip =4\ el 0 = 7557,

nilpotent au voisinage du point singulier B = (

alors il existe une bifurcation de col

1

5,0) : le systeme localisé au point
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singulier de multiplicité 3 est, pour k > 5, C*-équivalent au systéeme
{X_Y+m2
V=Y (X +X?+aX?+ X +0(X]%), ou
afB+6a—3>—-88—24
. 2(5+4)° |

Pour as # 0, le point est de codimension 3.
Pour tout 5 > 0, as s’annule en

(6.1)

Qg =

PP +88+24
 B+6

Sia=agetB >0, alors pour i = 3,4, les coefficients de X'Y dans la forme
normale (6.1) deviennent &;, o :

3(B*+128+48) 36 (8% + 183+ 96)
4(3+6)° 8(3+6)°

Remarque 6.2. Si 0 =0 et as =0, alors ay = ag = 0. On conjecture donc que :

(6.2) a=a« >0:

a3 =

<0 et ag=

Conjecture 6.3. Si 5 =0 et ag =0, alors la forme normale (6.1) est invariante
sous le changement X — —X,t — —t, c’est-a-dire que le systéme est réversible et
donc de codimension infinie.

Remarque 6.4. (1) Dans le cas as = 0 et &g # 0, on conjecture que la codi-
mension est 4 parce que le coefficient &z ne semble jouer aucun role dans
la structure du diagramme de bifurcation. Il n’en joue aucun pour les bi-
furcations globales et il reste a vérifier que c’est toujours le cas pour les
bifurcations globales.

(2) Dans notre systéme, la contrainte que la droite d’équation Y = 0 est inva-
riante diminue la codimension effective de un.

Démonstration du théoréeme 6.1. Celle-ci sera faite en plusieurs étapes :

(1) Localisation du systéme initial : On raméne la singularité B = (3,0) a I'origine

par la translation « x1 =z — %, y1 = y », on tient compte du fait que § = #ﬁﬂ
et p = 4, et on multiplie le systéme obtenu par ——~ > 0.
P(Il“rg)
P K= 20 A 1 formati - K = —Kyi»l
osons K := =57 Alors, par la transformation « 2o = K1, 2 = y1 »le
sytéme précédent devient :
(6.3)
4 5 3 4

iy = (RRETReSRn  (RRO U — a1y® +ame® + ys + O(|z:[),

. 2 8+4)%(B+10)z2* 2 64+4)%(B+8)z2> 2 +4 6)zs2

o= by [ RO | (vt G (atae ot g, ()],
ou

a+28+4)°

(6.4) a:= _plat2f+4) <0,

4(B +4)
dont la matrice jacobienne, évaluée a lorigine, est J := (J}).

(2) Changement de variables normalisantes et d’échelle sur le temps : Il existe un
changement de variables préservant la droite invariante yo = 0 et un changement



MODELE DE GAUSE GENERALISE AVEC RECOLTE DE PROIES 19

d’échelle sur le temps ramenant le systéme (6.3) a
X =Y +aX2,

(6.5) D ,
Y =Y (X +0(X]?).

En effet, le systéme (6.3) est de la forme

dg 1= Yo + ax3h(z2),
U = y2g(x2), ol

(6.6) h(zo) =1 — o + O(|22]?) et g(xa) = x2 + O(|22]?).

Considérons maintenant les changements de variables et d’échelle sur le temps
suivants

(6.7) X = zav/h(x2) = 22(1 + O(|az])) := H(xe), t=k(X)T

k(X) = (H™Y) (X) =1+ O(|z2]).
On a
dX  dX dv, dt
dT ~ dzg dt dT
=H (2) [y2 + az3h(z2)] k(X)
= [y (X)]_1 (Y +aX?) (H) (X)
(6.8) =Y +aX? et

dY dY dy, di

dT ~ dys dt dT

’

6 .
(6.9) =Y <H1(X) + Zaoz- (H (X)) + )) (H') (X) =YG(X)

o G(X) = X + o(X) se calcule aisément. Ce qui est bien (6.1).
Le détail des calculs et simplifications des «; a été omis. (Il

Type topologique du point singulier B = (%, 0) : Comme a < 0, alors le type

topologique de B est celui d’un col nilpotent (figure 6.1). Ceci se voit aisément par
un éclatement avec poids (voir aussi [39]).

6.2. Forme normale pour la famille déployant le col nilpotent. Soit
1
(610) vy i=p— 4A, Vg = 0 — m et v:= (Vl,l/g).

Nous étudions le systéme (1.4) lorsque le paramétre v := (vq,v4) est dans un
voisinage de (0,0) et que (z,y) est dans un voisinage de (3,0).

Proposition 6.5. Si (z,y,v1,v2) est dans un voisinage de (%, 0,0,0), alors le sys-
teme (1.4) est topologiquement orbitalement équivalent a

{Y =Y +¢@)r(X),

(6.11) Y _VI®). o
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5=

(a) éclatement complet (b) type topologique du point singulier
B =(%,0)
2 9

Fia. 6.1. Col nilpotent

- 2
q(X) :=aX + po(v),
(6.12) ¢ r(X):=1+0(v|) (1+O0(X]), }
_ - 4 — —
FX)=0(v) + A+ O([v])) X + 32i_s(i + O(IV])) X + O(IX ),
les v étant définis en (6.1).
Démonstration. Afin d’alléger le texte et pour ne pas nous répéter, nous allons
plutot expliquer la méthode et, lorsque c’est utile, nous présenterons certaines ex-
pressions. En effet :

e On applique la translation « x1 =z — %, y1 =y » on divise par p (:vl + %) et on
obtient un systéme dont ¢; a pour coefficient en x1y; I'expression suivante

4(6+4)
6.13 K, =—1 2 4)].
(6.13) ) a+26+4[ +va(a+23+4)]
e On applique la transformation « x9 = K,,21, y2 = —K,,y1 » ot K,, est donné

en (6.13) : On obtient

(6 14) $.2:f2(172,V17V2)+92,
U2 = yag2(w2,v1,12), ol
df2 > fa
0,0,0)=0,=—=(0,0,0) =0 et —=(0,0,0)= 0.
f?(au) ,8.%2(,7) € 8(17%(77) a <

Alors, par le théoréme de préparation de Weierstrass [10], il existe une fonction
analytique u dans un voisinage de (0,0,0) € R x R? et deux fonctions analytiques
€o(v1,12) et €1(v1,v2) dans un voisinage (0,0) € R? telles que u(0,0,0) = a < 0,
€0(0,0) = 0, €1(0,0) = 0 et

Ja(wo,v1,12) = [60(1/1, va) +e1 (v, va)we + w%} u(w2,v1, va).

<x2 . e1<u>>2 a)?- 460(”)] (a0,

Ainsi

1 Ly =

ot u(x2,0,0) = ah(z2) et h(xz) est défini au (6.6).
e On obtient le résultat en appliquant la translation « X = x4 + #, Y =y2» et

2_
en posant po(vi,vs) = ICICE) - dcotwrva)] O
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Théoréme 6.6. (1) Siag # 0, alors le systeme (1.4) est topologiquement or-
bitalement équivalent a

X =Y +a(w)X?+ pu,
Y=Y (13 4+ X + X%+ 0(X?)) + Y2Q1(X,v),

ot a(v) <0, e2 = F1, Q1(X,0) = 0.

(6.16)

(2) Sias=0 et >0, alors le systeme (1.4) est topologiquement orbitalement
équivalent a

X =Y +a(w)X? + po,
(6.17) - 9 . u3 A 5 )
Y =Y [p3+ X + maX?+a3X3+ X1+ O(X%)] + Y?Q2(X,v),

ot a(v) <0, &z = (és + O(|v]) (G + O(|v]) ™%, Q2(X,0) =0.

Démonstration. On commence par appliquer au systéme dépendant des paramétres
les transformations qui, pour ¥ = 0 'aménent sous la forme (6.1). On lui applique
ensuite la proposition 6.5. On prend maintenant les changements de variable et
d’échelle sur le temps suivants

(6.18) X=X,V = Vr(X),i= (t_).
Alors
s Y [ fX) T (X)a(X) r(X)
(6.19) Y.—E_er(x)— 0 +v? T(X)l,
ou f(X), r(X) et ¢(X) sont définis en (6.12). Ainsi
(6.20)
X =Y +q(X),

Y=Y [(a +20+4)vy — % +o(|v]) + (1 4+ O(J¥]) X + (a2 + O(|v])) X2
+O(W)X? + (oa + O(|v])) X* + O(IX )] +Y2Q1(X, v),

ot Q1(X,0) = 0 parce qu’on est parti d’un systéme qui avait déja cette forme pour
v =0 et que la transformation est 'identité pour v = 0. Posons K; := 1+ O(|v|).
Deux cas s’imposent :

e Si ap # 0, alors la transformation « X = K1 X, Y =K,V » permet de se ramener
au cas g = +1 en renommant a et o (v).

e Siay=0et >0, alors as + O(|v|) (le coefficient de Y X? dans (6.20)) devient
O(Jv]) (indépendant des deux premiers). Comme @4 > 0 par le théoréme 6.1, la
transformation « X; = (64)% X,V = (64)% Y » et une multiplication du systéme
permettent de se ramener & ay = 1. (I

6.3. Diagramme de bifurcations des familles (6.16) et (6.17). Tel que pres-
senti dans ce genre de problémes, le diagramme de bifurcations de la famille (6.16)
sera le méme (toplogiquement) que celui de la famille standard

{X_Y+a(V)X2+/L2,

6.21 .
( ) Y:Y(,LL3+X+€2X2),
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et nous pressentons que, de méme, le diagramme de bifurcation de la famille (6.17)
sera le méme que celqui de la famille standard
{X =Y +a()X? + pa,

6.22 :
(6.22) Y =Y (u3+ X + mX?+ a3 X? + X*),

ol €3 = £1, a(v) < 0 pour v := (v1, 1) suffisamment petit et p; 1= p;(v).

Nous discuterons ceci en détails dans [18] et beaucoup de détails se trouvent
dans [17]. Pour fin de complétude, nous donnons un abrégé de la preuve ici : pour
aider a linterprétation, on utilise les mémes lettres C, D et E que pour les points
singuliers correspondants de (1.4). Mais il faut remarquer que la région y > 0 de
(1.4) correspond icia Y <0 .

Théoréme 6.7. le digramme de bifurcations du systéme (6.16) se trouve a la fi-
gure 6.2. La figure présente le cas ea = +1 et le cas e = —1 est obtenu par la
tmnsformation (X7 K M2, 143, t) — (_Xa Ya H2, — 3, _t)

Démonstration. Le systéme a deux points singuliers C' et D sur I'axe X lorsque
po est positif et une bifurcation de col-noeud pour ps = 0. Par le théoréme des
fonctions implicites, on peut voir qu’on a un autre point singulier £ = (zq, yo)
qui est un anti-selle (resp. selle) lorsqu’il est situé en dessous (resp. au-dessus) de
Y = 0. Au moment ou le point E traverse 'axe X en C (resp. D), on a une
bifurcation de col-noeud attractif (resp. répulsif). Dans la région ot E est anti-selle
on a une bifurcation de Hopf d’ordre 1, dont le premier coefficient de Lyapunov a
le signe de €s. Le cycle limite qu’elle fait naitre autour de E doit disparaitre avant
que E ne traverse dans la région Y > 0. Ceci ne peut se produire que dans une
bifurcation de boucle hétéroclinique. Le rapport d’hyperbolicité d'un point de selle
est la valeur absolue du quotient de sa valeur propre négative par sa valeur propre
positive. Soit r¢ (resp. rp) le rapport d’hyperbolicité de C' (resp. D). En calculant
le produit r¢rp au moment de la boucle hétéroclinique, on vérifie que rorp > 1
(resp. rerp < 1), clest-a~dire que cette bouche est répulsive (resp. attractive) pour
€a > 0 (resp. ez < 0). Comme le systéme est rotationnel en pz pour ug fixé, ceci
nous donne que le lieu de la boucle hétéroclinique est de la forme puz = g(us2) pour
o > 0. O

Théoréme 6.8. le digramme de bifurcations du systéme (6.17) a une structure
de cone. Son intersection avec une sphére Se se trouve a la figure 6.3 (voir aussi
table 2.1), ot Se = {(p2, s, pa) € R3  tel que p3 + p3 + pi = €} avec e > 0
suffisamment petit. Sont exactes : les bifurcations de col-noeud, de Hopf d’ordre 1
et 2, et la position qualitative de la boucle hétéroclinique. Sont conjecturées :

— la structure de coéne;

— Dunicité des points correspondant a une boucle hétéroclinique d’ordre 2 ;

— lordre exact de la bifurcation hétéroclinique lorsqu’il est supérieur a 1 ;

— lunicité du point d’intersection de la bifurcation de Hopf avec la boucle hété-

roclinique ;

— la conséquence qu’il y a au plus deux cycles limites.
Dans le cas particulier ot &g = O(v) et le terme en XY? a un coefficient O(v), ces
congjectures deviennent des preuves.
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H3 Cny,
-
Cny, -
v
VI B, > H,
II1 12
C H BH
Na, N +
I > ) i ic
Cng, k/

e &/~ @ W
(b) 11 (c) (BHL) (d) TIT (e) (Hy)
N 2 - \—/ N7
(f) v (&) V (h) VI (i) B+
SN TS %C = Z >%<
(3) Cny, (k) Cna, 1) Cngy, (m) Cna,

FiG. 6.2. Diagramme de bifurcations et portraits de phase du
systéme (6.21) pour €3 = +1.

Démonstration. L’etude des points singuliers est similaire au cas précédent. Dans
le cas de la bifurcation de Hopf d’ordre 2, il est facile de vérifier que le terme en
X3Y de coefficient 3 ne joue pas de role important et ne peut détruire la tendance
donnée par le terme en X1Y. Pour po, ps fixés (resp. ua, jug fixés), le systéme
est rotationnel en 4 (resp. ps3), ce qui nous montre que la surface de bifurcation
de boucle hétéroclinique ne coupe qu’'une fois chaque droite correspondante. Nous
obtenons donc bien la position qualitative de la surface. Il est clair que la bifurcation
hétéroclinique est répulsive (resp. attractive) au voisinage de g = s = 0, g > 0
(resp. pg < 0) et que la quantité rerp — 1 doit done s’annuler entre les deux.
Une maniére de faire une étude compléte de l'ordre de la bifurcation hétéroclinique
lorsque supérieur & 2 est de faire un éclatement qui nous rameéne & une perturbation
d’un systéme hamiltonien. Mais, pour cela, nous avons besoin de la condition &3 =
O(v). Par contre, dans ce dernier cas, nous pouvons prouver tous les détails ([18]).

O



24 R.M.D. ETOUATET C. ROUSSEAU*

VI

N Ne N == )& N
X\J/ N \\/ &/
(e) ) VII

(c) III (d) IV (h) VIII

VRN S RN xj( N

(i) He @ c (k) BH2 1 D (m) BH,—(C, BHz)

,/( )&J( )&J( Ne N

(n) By - (p) (C, BH2) (a) BHa (r) Hr (s) (H2,0)
/ \/
Cnrl ) Cn% (w) Cny, (x) Cna,

—(C, H2)

Fic. 6.3. Trace du diagramme de bifurcations sur S, et portraits
de phase du systéme (6.22) (voir aussi table 2.1).

Nous continuous & travailler pour boucher les trous dans la preuve du théo-
réme 6.8. Une meilleure forme normale pour un systéme avec une droite invariante
permettrait de rendre notre argument tout a fait rigoureux.

7. DIAGRAMME DE BIFURCATIONS

7.1. Présentation de la section. On rappelle que le systéme que nous étudions
a b paramétres réels : p, v, §, A sont strictement positifs, 3 > 0; et nous avons utilisé
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le paramétre n défini en (4.8).
Par I'étude (précédente) des bifurcations de (1.4), celles-ci n’ont lieu que sous les
conditions de base suivantes :

1
(7.1) p>4X ou 5<E.

On choisit de présenter le diagramme de bifurcations dans 1’espace
(o, 0, \) pour les différentes valeurs de (3, p). La plupart du temps, nous
donnerons les coupes du diagramme de bifurcations dans le plan (a,d)
pour différents \ > 0.

Commengons par la petite remarque suivante.

Remarque 7.1. La droite d’équation y = 0 reste invariante sous le flot du systéme
(1.4) alors que l'axe des ordonnées n’est plus invariant dés que X # 0.

7.2. Position des bifurcations de col-noeud.

Théoréme 7.2. (1) Dans le plan («,0), soit
(7.2) CN):i6=p(L)=—1 .
' 0P \3) T Ay 2514

(Cny), (CN) et (Cng) sont des branches d’hyperboles représentées a la
figure 7.1(a).
Plus précisément :
(2) Si A= % alors :
e la réunion de (Cn,) et (Cng) se confond exactement avec (CN), qui
correspond & un point singulier triple sur l'aze des x (i.e B = (%,O), col
nilpotent) ;
o il existe un col-noeud répulsif, (CN,.), (resp. attractif, (CN,),) si § <
a++ﬁ+4 (resp. si 6 > a++ﬁ+4) :woir la figure 7.1(b).
(3) (Cnyg) est en-dessous de (CN) qui, a son tour, est en-dessous de (Cn,.).
(4) La droite d’équation :
e § =0 est asymptote horizontale a (Cn,.), (Cng) et a (CN).
o a = 0 intersecte (Cn;), (Cng) et (CN) respectivement auz points (0, f-(0)),

(0, £a(0)) et (0, fa(0)) 0t £o(0) i= 52 £u(0) 1= 7 ETL et £,(0) =
1

2(6+2) -

Démonstration. En effet :
(1) On sait que (Cn,) est donné par § = p(3 —n) et (Cn,) par § = p(5 + 7).
La figure 7.1(a) découle donc de I’étude des fonctions p (% — 77), p( ) et

P (% + 77) qui sont toutes de la forme ac;_lk% ou¢; > 0.

(2) Si A= £, alors =0 et g(x) :== pa® — px + X a une racine double; ainsi :
e (Cn,) et (Cng) se confondent exactement le long de la courbe (CN) qui
correspond au point singulier triple B = (%, 0), col nilpotent ;

e par la sous-section 4.3, les deux points singuliers de ’axe des abscisses se

confondent de sorte que 'on obtienne un col-noeud répulsif, (C'N,.), (resp.

attractif, (CN,)) si d < (resp. si 6 >

1 ;)
a+28+4 a+28+47"

(3) Découle de 3+ —n < 2 < I+ car p est croissante.
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0 1) _(CN)
(CNa)
(C]ﬂ;;\)“ —
@
(a) pour p > 4\ (b) pour p =4A
F1a. 7.1. Sections, paralléles au plan (a, §), des surfaces de bifur-
cations de col-noeud (Cn;), (Cn,), (CN,) et (CN,).
(4) Vient de la forme des courbes p (3 1) et p(3).
O

7.3. Bifurcation de Hopf. Rappelons qu’ici, on a (5.6) pour 7 défini en (4.8).

Théoréme 7.3. Les différentes sectionsde la surface (H) de bifurcation de Hopf
par des plans paralléles au plan (o, d) dans le premier quadrant sont représentées a
la figure 7.2.

=

« (0% «
(a) X est petit. (b) A n’est ni petit, ni (¢) A est proche de £.
proche de 4.

F1a. 7.2. Les sections, paralléles au plan (a,0) dans le premier
quadrant, de la surface de bifurcation de Hopf (H).

Proposition 7.4. Pour tout A €]0, %], la surface de bifurcation de Hopf (dans
lespace (a,0,\)) est :

(i) strictement comprise entre (Cn,): 6 =p(3 —n) et (CN): 6 =p(3);

(ii) incluse dans la surface d’équation

(7.3) P(a,8,A) := A(a, \)d*+B(a, )53 +C(a, \) 6>+ D(a, )6+ E(a, \) =0,  oa

(7.4)
A, ) = a (=f%+4a) (Na® +p(p =20+ BN a+pAG>+p* (1+9)),
B(a,A\) = —a?(16a—332) A2 —p (2ap? —16a% + ' — a % + 8a20) A

—p? (B3 + 6% —ap?+8a?%),
Cla, )= 3a (=pB*+8a) N +4p (- —2a+Ba) A+ p*(-28+5a),
D(a,\)= (8*—16a)A2 —p? et E(a,\)=4)\%
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Démonstration. Soit A €]0, 41 :

(i) Découle de (5.6) et du fait que p est strictement croissante dans |0, +o0].

(ii) Le déterminant de la matrice jacobienne de (1.4) en (xq,yo) étant strictement
positif, il y a bifurcation de Hopf lorsque la trace de cette matrice est nulle, c’est-
a-dire lorsque s’annule le résultant de f(x) := (ad — 1)2? + 30z + 6 et

(7.5) uw(z) = 2paz* +p(a—p) > +(—p+AB)z+2\

Remarque 7.5. Pour tout p > 4\, le facteur
Ag(, A) == 22”4+ p(p = 20+ BX) o+ pAB® + p? (1 + B)
de A(a, \) est strictement positif.

On va étudier en détails la courbe d’équation P(q,d,\) = 0 et déterminer les-
quelles de ses branches correspondent a une bifurcation de Hopf.

Remarque 7.6. Pour « grand, on voit que les coefficients de P(a,d,\) sont de
signe alterné. Ceci signifie, par le critére de Descartes, qu’il y a zéro ou 2 ou /4
branches a l'infini dans le premier quadrant. Dans la suite, nous allons voir que ce
n’est que 2 des que A > 0.

Afin de nous aider & analyser P(a,d, A), on donne, par le théoréme suivant, un
extrait des résultats classiques sur le nombre de racines d’un polynome de degré 4.

Théoréme 7.7 (Extrait du théoréme 5.3.2 de [17], voir aussi [25]). Soit P(z) =
asgz? + azz® + asx® + a1 + ag o ag # 0, P(z) € R[z], et A, son discriminant.
Soit Py(X) = a4 (X*+pX?+qX +71) Uimage de P(x) par la translation X =
T+ 4‘%34, dont le discriminant est noté par Ay. Alors A = A;.

Lorsque q # 0, on a

6
A =2L[4(p? +120)° — (89" + 2707 — 6p(p* +121)) |
6
(7.6) :3—; {—729 g*+ 108 p (—p? + 367) > + 432r (p* — 4 rﬂ .

(i) Si A <0, alors P(z) aura deuz racines simples réelles et deux racines simples
complexes.

(ii) Si A =0, alors :

e pour p?> +12r = 0, P(x) aura une racine triple réelle et une racine simple réelle ;
o pour p? +12r # 0 et (p?> —4r <0 ou p > 0), P(x) aura une racine double réelle
et deux racines simples complexes ;

o pour p? +12r # 0 et p?> —4r > 0 et p < 0, P(x) aura une racine double réelle et
deux racines simples réelles.

(i4t) Si A >0, alors :

e pour p? —4r <0 ou p >0, P(z) aura quatre racines simples complexes ;

e pour p?> —4r >0 et p <0, P(z) aura quatre racines simples réelles.

Théoréme 7.8. La restriction de la courbe d’équation P(a,d,\) = 0 au premier
quadrant est représentée a la figure 7.3. Plus spécialement :

(i) La droite o = %2 (resp. § = 0) est asymptote verticale (resp. horizontale).

(ii) Pour X\ petit, la courbe d’équation P(«,d,\) = 0 admet un unique point de
rebroussement qui, venant de l'infini a X = 0, a pour coordonnées (c, = a(\), 9, =
5(N)) telles que a, — +00, 6, — 07 quand A — 0.
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(iii) La restriction de la courbe d’équation P(c,0,A\) = 0 au premier quadrant
admet toujours un point d’auto-intersection.

— P(a,6,\) =0

« @
(b) A est petit. (¢) X n’est ni petit, ni
proche de 4.

[e% &%
(d) X est proche de £. (e) A est trés proche de () A=

BN
)

F1G. 7.3. Les branches de la courbe d’équation P(«,d,\) = 0
dans le premier quadrant.

Démonstration. (i) Dans Uexpression de P(«, 9, \), (4a — 62) est un facteur de
A(a, M), le coefficient de 6. Dans 'expression de P(a,d, ), 6* est un facteur du
coefficient de a?; d’ou le résultat.

(ii) Soit A petit. Posons 7 := 1, P(a,8,A) := Py(7,6,A) et %—?(a,d,)\) =
PQ (7’, 5, /\)

Soit Dy(7) le résultant de Py (7,0, \) et Pa(T,d,\) par rapport a ¢, alors

Da(r) = 72[(=24+3B%1) N>+ (4p72B* + (—4pB+8p)T) A+ 2p°723 — 5 p?7]
[(—128+ 728" + 16 527) X' + (64 p 7232 —64p (B —2) 1) A®
+ (=280 (=16 + B) 72 — 48 p*7) A2 + 72p*] := 72D1 (7, \) Da(7, \).

On a que

(7.7) D1(0,0) =0 et %(0, 0) = —5p°.

Donc, par le théoréme des fonctions implicites, pour A\ petit, il existe un seul
7 = 7(\) voisin de 0 (et donc un seul a(\) := o, — +00) tel que Dy(7(N\),\) = 0.
Or, par le diagramme de Newton [10] de D;(7, ), on voit que les termes domi-
nants de ce dernier sont —24\? et —5 p?7; alors D1 (7, \) est approximé, pour (A, 7)
petit, par —24\% — 5 p?7. De méme, Da(7,\) est approximé, pour (A, 7) petit, par
72p* — 48 p?7A? — 128)\%. Pour la premiére approximation, la racine en 7 correspon-
dante est strictement négative : elle est exclue ! Pour la deuxiéme approximation, on
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a deux racines en 7 de signes contraires : il existe donc une seule racine en 7 stric-
tement positive. En conséquence, il existe d, = 0(\) racine commune de Py (7,0)
et Py(7,d). Enfin, on voit bien que §, — 0T car la droite d’équation § = 0 est,
pour A petit (resp. A = 0) asymptote horizontale de toutes les branches (resp. une
composante) de la courbe d’équation P(«,d,\) = 0.

(iii) En effet, le discriminant de P(c«, d, \) par rapport a § est de la forme A(a, 8, A) :=
402 A1 (o, B, N)[Az(ar, B, N)]?, ot :

As(a, B,N) = —2p°Aa” +p (18 B2N* + BN +2p> + 16 p BN — p*3)
(7.8) + 8% (p+pB+AB%) (2N —2pA+p> +2pBA)

et Aq(a, 3, \) est un polynome de degré 4 en a.

Or, puisque p > 4, alors As(a, 5,\) (qui est un polyndéme de degré 2 en «)
admet deux racines de signes contraires. Il existe donc un seul a := a* > 0 tel
que Ag(a*,5,\) = 0 (et donc que A(a*,3,\) = 0). Conséquemment, la courbe
d’équation P(«, d,\) = 0 admet un point d’auto-intersection. Celui-ci, point double
ou triple, est dans le premier quadrant : en effet, il y est pour A = £ et A\ = 0;
donc, par continuité, il y reste. Sinon on aurait plus d’un point d’intersection avec
I’axe des ordonnées; ce qui n’est pas le cas d’aprés la proposition 7.9 ci-dessous.
Ou bien, s’il passe & l'infini, on aurait une seule branche infinie dans la direction
«; ce qui n’est pas le cas d’aprés la proposition 7.13 ci-dessous. Or, comme il sera
vu & la proposition 7.17 ci-dessous, la branche supérieure de la courbe d’équation
P(a,d,\) = 0 dans le premier quadrant est non admissible pour la bifurcation de
Hopf. Donc ce point d’intersection entre une branche pertinente et une branche
non pertinente de la courbe d’équation P(a,d,\) = 0 n’est pas utile pour notre

diagramme de bifurcation. 0

Il y a 5 endroits ou I'étude de ’équation P(«,d,\) = 0 est plus facile :

_ B 1 _ _p
a=0, a=-r, 5_a+2ﬁ+4’ A=0, /\—4.
On va étudier chacun des 5. En effet, notons
(7.9) Pia,n(0) := P(a,6,A) =0

I’équation d’inconnue 9.

Proposition 7.9. Si « = 0 et p > 4\, alors l’équation (7.9) admet une seule
solution positive, 61 €]0, M[

Démonstration. On a P ) (0) = 4X% >0 et P,y (m) < 0 ainsi, il existe
41 €]0, M[ tel que P(0,61,A\) =0.

Montrons I'unicité de d1. P(o ) () est un polynoéme de degré 3 en §, P x)(0) >
0 et lims . o0 Po,x)(6) = —o0. Alors, P »)(6) a un nombre impair de racines
positives, soit 1 ou 3. Or, si on a 3 racines positives on doit avoir alternance de
signe des coefficients de Py )(0) ; mais ceci n’est pas le cas car les coefficients de
5% et 62 dudit polynéme sont tous deux négatifs. Donc Po,»)(0) n’a qu'une seule
racine positive. 0
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Remarque 7.10. Lorsque a = %2 et p > 4\, le nombre de solutions de l’équation

(7.9) n’est pas pertinent pour l'obtention de la figure 7.3. Néanmoins, ce cas a été
étudié profondément dans [17].

Proposition 7.11. (1) Pour X # & (CN) : 6 = #ﬁﬂ intersecte la courbe
d’équation P(c,0,\) =0 en un point unique de coordonnées
(7.10)
(0.0 = [ PHD T+ + 4N (+1) p
o p T(BH2)(AB+ (p+4N) B+3p+4N)
(2) Pour A =4, (CN) :6 = a++ﬁ+4 est une branche de la courbe d’équation
P(a,6,\) =0.
Démonstration. En injectant 6 = a++ﬁ+4 dans P(a, 8, \), alors celui-ci devient
(7.11)
2 2 2
P _=— 4 — 4\ — 2) (A 4\ 1))).
) = gyt (07 (0= 40 (op = (B+2) (A + (0 +43) (34 1)
2
Or, P\(a)) = 0 si, et seulement si p = 4\ ou @ = ag := B+ (25 +f)p+4/\)(ﬁ+l)) ; en
substituant o = o dans (CN), on obtient § = §p := BIO0 ﬁ2+(pi4>\)ﬁ+3 FEEeVE O

Remarque 7.12. Lorsque A = 0, la courbe d’équation P(a, d, \) = 0 est représentée
a la figure 7.3(a). Plus spécialement, (voir la proposition 1.5.2 du chapitre 1 de [17]),
on voit que ladite courbe a :

e quatre branches a l'infini dans la direction o : U'une est 6 = 0 et les 8 autres sont
solutions d’un polynome de degré 3 en §. En effet, pour a grand, on voit facilement
que le discriminant de P(a,6,0) par rapport a 0 est strictement positif et que la
deuzieme condition de (i) du théoréme 7.7 est satisfaite.

e seulement deux branches a l'infini dans la direction & car pour, 6 grand, on voit
facilement que le discriminant de P(«, d,0) par rapport a o est strictement négatif
et le (i) du théoréme 7.7 nous permet de conclure.

Proposition 7.13. Lorsque A > 0, la courbe d’équation P(a,0,\) = 0 a deux
branches a l'infini dans les directions « et §.

Démonstration. En effet :
e pour « grand, le discriminant de P(a,d, \) en § est du signe de

(7.12) 4p*(=27p% N\ at) (—2p2)\a2)2 ,
qui est négatif.
e pour § grand, le discriminant de P(«,d, A) en « est du signe de
— 0% [B2p(—p + 4N (62X + 4p + 20p)*0"]
2
(7.13) (B8N + p+ Bp) (A3 + p) (82X + 4p + 20p)0°] ",
qui est négatif. On conclut par le (i) du théoréme 7.7. O

Proposition 7.14. Lorsque A = §, la courbe d’équation P(a,d,\) = 0 est repré-

sentée a la figure 7.3(f) ; plus précisément :

) |
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(1) (i) P(a,0,A) =0 si, et seulement si (CN):§ = a++ﬁ+4 ou
Qap(0) =a (a+20+4) (~4a+ %) 6° + (20° + 120 +4 6% - 20 5%) 5°
(7.14) + (B +8B8-12a)6+4=0.
(ii) (CN) intersecte la courbe d’équation (7.14) au point de coordonnée

(00(8).00(9) = (L), ey )

(2) Q(a,p)(0) = 0 nlintersecte pas a = %2 dans le premier quadrant.

(3) Sia# %2, alors Uéquation (7.14) :
(i) admet une seule solution positive si v > %2 ;

2
(ii) n'admet aucune solution positive si o < %.

Démonstration. (1) (i) En effet,
P06 per = — A2 (8(ar + 26+ 4) — 1) [a (o + 28 + 4) (—da + §2) 5°
(7.15) + (1202 + (4 — 20) 8% 4+ 28%) 6% + (B> + 88 — 12a) & + 4];

d’otu le résultat.
(ii) est une conséquence immédiate de la proposition 7.11.

(2) Lorsque o = %2, Q(a,5)(0) devient
1
(7.16) Qp(6) == <452+253+154) 6>+ (88—-25%)6+4
dont le discriminant par rapport a § est —64 3% < 0. Alors, Qg(8) > 0.

(3) Soit o # %2, le discriminant de Q(4,3)(d) par rapport a ¢ est
(7.17) D(B,a) :== —4 (4320 =720 % + 16 F° + 4a 3* — 5*) (28> + 3> + 8a)®

dont le signe est celui de

(7.18) dg() := — (4320 — 72 4% +16 3° + 4a 3 — ).

(i) Si o > %2, alors les coefficients o (v +2344) (4o + 3%) et 4 de

Q(a,3)(0) sont de signes contraires. Q4 )(0) étant de degré 3 en 4, il vient
que (7.14) a 1 ou 3 solutions positives. Or, pour a > %2 on a que 432 a2 >
108a 32 et 4a 3% > 3% ; d’on
43202 =720 6% +16 3% + 4a 3 — p* >108a 3> — 72 3> + 16 3% + 3° — 5*
=362 +163° + 5° —
(7.19) >83% +16 3% + 3° > 0.
Ainsi, D(f, ) < 0). Donc, (7.14) a une seule solution réelle qui est positive.
2
(ii) Si o < %, alors les coefficients a (o +28+4) (—4a+ ?) et 4 de
Q(a,3)(0) ont le méme signe. Donc, (7.14) a 0 ou 2 solutions positives. Or,
le discriminant de dg(«) par rapport a « est 16 8% (3 — 12)3. Alors,
e pour 3 < 12, (7.14) a une seule solution réelle qui est négative ;
e pour 3 > 12, alors dg(a) admet deux racines distinctes oy < g :
-si (@ < a1 ou @ > ag), alors (7.14) a une seule solution réelle négative ;
- sl « € o, ag], alors (7.14) a trois solutions réelles négatives. En effet, les
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racines de Q(4,3)() ne peuvent pas s’annuler, ni passer a I'infini (voir au
(7.14)) ; alors, par continuité, celles-ci ne changeront jamais de signe!
O

Proposition 7.15. La courbe d’équation P(c,d,\) =0 admet un point de contact
d’ordre 2, (a*,0%) pour A = \*, avec la direction verticale, ot \* €]0, §[, v := o* >
0etd=0"€]0

, a++ﬁ+4[ sont tels que

P, 6%, X*) =0
Py(a, 0%, \*) =0,
Py (o, 0%, \*) = 0,

111

P (0, 6%, \%) # 0.

(7.20)

Démonstration. En effet :

- pour A petit, il y a deux points & tangente verticale & la courbe d’équation
P(a,d,\) =0 dans le premier quadrant ;

- pour A prés de 4, il n’ y a aucun point a tangente verticale a la courbe d’équation
P(a,6,\) = 0.

Or, par continuité, ces deuzx points ne peuvent sortir du premier quadrant (sinon
on aurait 2 ou 3 points d’intersection avec ’axe des ordonnées; ce qui n’est pas
le cas d’aprés la proposition 7.9!) ni aller a l'infini (sinon on aurait 4 branches a
Pinfini dans la direction «; ce qui n’est pas le cas d’apreés la proposition 7.13!) : ils
se confondent ! O

Ceci termine la preuve du théoréme 7.8.

Remarque 7.16. Revenons a la figure 7.3. Intuitivement :

(1) Lorsque X est petit, le (b) de la figure 7.3 nait :
- de la perturbation de deuz courbes lorsque A =10 : § =0 (non admissible)
et la courbe de bifurcation de Hopf;
- de lexistence d’un point de rebroussement venant de linfini (voir le (i)
du théoreme 7.8).

(2) La figure 7.3 (¢) est, le passage nécessaire pour aller de (b) a (d).

(3) Lorsque X tend vers £ alors, dans le premier quadrant, la branche inférieure

a
de la courbe d’égquation P(a,d,\) =0 tend vers (CN).
Proposition 7.17. (1) La branche de solution de P(c,d,\) =0 qui intersecte

(CN) ne concerne pas un point du premier quadrant.
(2) La branche de solution de P(c,0,\) = 0 qui intersecte les droites d’équa-
_p

tions a = = et aw = 0 est admissible pour la bifurcation de Hopf.

Démonstration. En effet :
(1) P(a,6,A) = 0 intersecte (CN) en (o, do), défini par (7.10). Si on évalue
f(x) = (ad — 1)z + Bx + § en (g, dp), on obtient

(7.21) F(z) == p(1—22)((B+2)z+1)

B+H2)AB2+(p+4N)B+3p+4N)
dont les racines en x sont z = % et x = —ﬁ. Mais, par ’expression de la
trace (voir au (7.5)), on a que

2 u(3) = sErmmy <° ¢ (ar) =0
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c’est-a-dire que la trace n’est nulle qu’au point singulier dont 1’abscisse
est négative; ce dernier n’est donc pas du premier quadrant. Donc, par
continuité, la branche de solution de P(«, d,\) = 0 qui intersecte (C'N) ne
concerne pas un point du premier quadrant (car, puisque ’abscisse du point
singulier ne peut passer ni par 0, ni par 'infini, alors celle-ci ne changera
jamais de signe!).

(2) En effet, en injectant o = %2 dans P(a,d,\), f(x) (caractérisant ’abscisse

(7.23)

(7.24)

(7.25)

(7.26)

(7.27)

du point singulier) et u(x) (caractérisant la trace en ce point singulier), on
obtient respectivement :

1 2
Pl (8) == 1582 (A8 +4p+28p)" 6"
+%ﬁ [BA°B% +4AXpB°+p (5p—24N) 3 —8p?] 6
+ (38222 = p?) 5+ 422,

f1(6,2) = i (284226 — 2% el

up(z) = —%p62x4 +p (iﬁ2 —6) 2P+ (—p+AB)z+2A

Or P3(6,A) et f1(9,x) admettent une racine commune en ¢ si, et seulement
si le résultant en ¢ est nul. En notant ce résultant par Ry(z), alors son
expression est

Ro(z) :== — i (4N +2pz — pa®B + 22°pB) [(3pB° + 2pB + 4AB° )2
+ (5pB + 12X08%)2% + (2p + 12)B)x + 4)].

Celui-ci s’annule en un point > 0 si, et seulement si

3 1, A

Ri(z):==x 5% +ﬁ 25/) 0.
Mais en ce point singulier, la trace s’annule si, et seulement si le résul-
tant en  de Ry(z) et uy(z) est nul. Un calcul montre que ce résultant
est effectivement identiquement nul. Aussi, Ri(z) n’a que de(s) racine(s)

positive(s), dont le nombre est 1 ou 3; en plus, puisque la branche de solu-
2

tion de P(«,d,A) = 0 qui intersecte o = % est strictement comprise entre
(Cny) et (CN), on a donc que zo €]4 — 1, 2. Par conséquent, 'ordonnée
du point singulier et le déterminant du linéarisé du systéme y relatif sont

strictement positifs. D’ou le résultat par continuité.

O

Ceci termine la preuve du théoréme 7.3. Comme conséquence des théorémes 7.3,
7.2 et de la proposition 7.4, nous avons le résultat suivant.

Corollaire 7.18. Le digramme des bifurcations locales de codimension 1 du systéme
(1.4) dans le premier quadrant est donné a la figure 7.4.

Les bifurcations qui nous manquent sont globales : la bifurcation de boucle hé-
téroclinique et la bifurcation de double cycle.



34 R.M.D. ETOUATET C. ROUSSEAU*

(a) X est petit. (b) A n’est ni petit, ni
proche de 4.

—~

c) A est proche de (d) A= 4.

o

Fia. 7.4. Les surfaces des bifurcations locales du systéme (1.4)
au premier quadrant du plan (a,0).

7.4. Positions des séparatrices des points singuliers de ’axe des = pour
le systéme (1.4).

Théoréme 7.19. On considére les points singuliers C = (z01,0) et D = (x02,0)
de laxe x. Dés que C' ou D est un point de selle, sa séparatrice ne peut avoir
d’asymptote verticale : elle vient de la droite pour C' et de la gauche pour D comme
sur la figure 7.6. En particulier, lorsque C' et D sont des points de selle, les 3
positions possibles de leurs séparatrices sont présentées a la figure 7.7.
Démonstration. On a xg; = % —net zpy = % + 1) pour 7 := w

e Les séparatrices de C et D ne peuvent pas aller a U'infini. En effet,

. dy\ . Y
lim — | = lim Z
y—-—+oo \ dx y—+oo \ &

~ lim y(=0 +p(@))
y—+oo —yp(x) + pr(l —x) = A
_0-p(@) _ o
(7.28) == L),

Or, L est bornée comme fonction continue sur le compact [21, x2]. Comme la pente
du champ est bornée entre les droites d’équation © = x1 et x = x9, les séparatrices
de C' et D ne peuvent aller a 'infini.
De plus, © < 0 sur x = 1 et sur x = z9, ce qui assure qu’au voisinage des points
singuliers la portion de séparatrice contenue dans le premier quadrant se trouve
dans la bande « z €]xq, z2[» (voir figure 7.5).

Il y a donc deux positions possibles pour les séparatrices de gauche et deux positions
possibles pour les séparatrices de droite (voir figure 7.6).

e Si C' et D sont des points de selle, alors les coordonnées du troisiéme point
singulier E = (x9,yo) vérifient z1 < 29 < 2 et yo > 0.
Par ce qui précéde, lorsque C' et D sont des points de selle, les 3 positions possibles
de leurs séparatrices sont présentées a la figure 7.7. 0

Proposition 7.20. Pour A\, «a, 3, p fixés tels que C' et D sont des points de selle, la
portion de la séparatrice de C (resp. D) dans la bande « x €]xy,x0] » (resp. « x €
[0, z2[ ») se trouve au dessus de l’isocline & = 0. Dans cette région, correspondant
a & < 0, le champ de vecteurs est rotationnel en § et les séparatrices bougent de
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Fia. 7.5. Comportement des trajectoires aux voisinages de C' et
D (lorsque ceux-ci sont des points de selle)

€1 To Z X2

(a) positions possibles des (b) positions possibles des
séparatrices de C séparatrices de D

Fi1c. 7.6. Positions possibles des séparatrices des points singuliers
de l’axe des x pour le systéme (1.4)

—72 D (=

1 To 1 To 1 To
(a) 1°% possibilité (b) 26™m€ possibilité (c) 3%me possibilité

Fi1c. 7.7. Positions possibles des séparatrices des points singuliers
C' et D (lorsque ceux-ci sont des points de selle)

maniére monotone en 0 : la séparatrice de C (resp. D) s’éleve (resp. s’abaisse)
lorsque 0 augmente. Il y a donc au mazximum une valeur de & pour laquelle on a
une bifurcation de boucle hétéroclinique.

Démonstration. Pour \, «, 0, p fixés, on vérifie facilement que le produit vectoriel
du champ de vecteurs en §; avec le champ de vecteurs en d5 ne s’annule pas dans la
région & < 0 si §; # Jd2. Le mouvement monotone des séparatrices est montré par
exemple dans [30]. O

7.5. Bifurcation de boucle hétéroclinique. A la figure 7.4, considérons chacun
des cas ol

(7.29) Aelo BL e p(%—n)<(5<p(%+n).
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Il y a exactement 3 points singuliers, C, D et E ou C' = (% —n,0)et D = (% +1,0)
sont des points de selle situés sur axe des x et E = (g, y0) est dans le premier
quadrant.

Proposition 7.21. (1) Il y a bifurcation de boucle hétéroclinique dans la ré-
gion bornée par (Cn,) et (Cng). Plus précisément, sur chaque droite o =
constante, il existe un unique point de bifurcation de boucle hétéroclinique
situé entre les intersections de cette droite avec (Cn,.) et (Cng).

(2) Lorsque X est petit, la surface de bifurcation de boucle hétéroclinique, (BH),
tend vers § = 0.

Démonstration. (1) Ezistence de la bifurcation de boucle hétéroclinique

Dans la région bornée par (Cn,.) et (H), les positions des séparatrices (voir
le théoréme 7.19) et les portraits de phase (voir les figures 2.2, 2.3 et 2.4)
de (1.4) au voisinage de (Cn,) (ou il n’y a pas de cycle limite parce que
(x0,y0) se confond avec un point singulier de 'axe des x) et au voisinage
de H, (ou il y a un cycle limite répulsif) montrent qu'il y a nécessairement
une boucle hétéroclinique pour faire disparaitre ce cycle limite avant le col-
noeud, puisque le cycle ne peut pas disparaitre a l'infini (voir le théoréme
7.19). L’unicité de la valeur de § vient de la proposition 7.20.

(2) Pour A petit, on a que (Cn,) et la branche inférieure de (H) tendent vers
d = 0 (voir les équations de (Cn,) et de (H)). Comme (BH) n’existe plus
lorsque A = 0, la seule possibilité est que (BH) tende vers 6 = 0 lorsque A
tend vers 0.

O

Le type et la codimension de cette boucle hétéroclinique (dont la connexion C'D
est fixée) sont donnés par la proposition suivante :

Proposition 7.22. Posons

(7.30) Hia) = % {p (% - n) +p (% + n)} .

La boucle hétéroclinique est :
e de codimension supérieure ou égale o deuz, c’est-a-dire rerp =1, si

(7.31) (R):0=H(a);

o est répulsive (resp. attractive) (c’est-a-dire rerp < 1 (resp. rerp > 1)) et de
codimension un si 6 < H(«) (resp. § > H(a)).

Démonstration. Les critéres rcrp = 1, rerp < 1 et rorp > 1 sont bien connus
dans la littérature (voir par exemple [13]). On se rappelle que, pour p (% — 77) <
d<p (% + n), les points C' et D sont des cols hyperboliques ; leurs rapports d’hy-
perbolicité sont respectivement donnés par

et G /) R 7))

7.32 r S/ —
(7.32) “ 2pn p(z+n)—36

de sorte que
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Par (7.29), le signe de rorp — 1 est exactement celui de

w25 o (5-a) o (2],

On voit bien que N(§,7) = 0 si, et seulement si (7.31). O

Conjecture 7.23. Dans la région délimitée par (Cn,.) et (Cn,), le type (attractif
ou répulsif) de l'unique branche de boucle hétéroclinique, (BH), est déterminé a
partir du centre organisateur, c’est-a-dire lors de la bifurcation de col nilpotent au

voisinage de B = (1,0) (point triple pour A\ = & et § = #ﬁﬂ) Ce point est
2
de codimension 2 sauf pour a = ag = % > 0 ou il est de codimension 3

lorsque 3 > 0. Au voisinage du point de codimension 3, on sait qu’on doil avoir
une boucle hétéroclinique de codimension 2, obtenue comme BHy := (BH) N (R)

ot (R) est donné en (7.81) et (7.30).

7.6. Lieu de la bifurcation de Hopf d’ordre 2. Par I’étude (faite a la section
5) des deux premiers coefficients de Lyapunov, la bifurcation de Hopf d’ordre 2
existe pour toutes les valeurs de A €]0, £[. Pour commencer, on fait une analyse
supplémentaire du premier coeflicient de Lyapunov dans ’espace des parameétres.
En effet, a la section 5, nous avons vu via (5.6), que le premier coefficient de
Lyapunov est, modulo un facteur multiplicatif positif le signe de L;j(z) donné en
(5.14) ou x, abscisse du point singulier correspondant, est la racine positive de f(x)
donné en (4.5). Ly(z) s’annule au point singulier d’abscisse = # £ si, et seulement
si son dernier facteur s’annule :

(7.33)

Lz, a):= (53 +2aﬁ—aﬁ2) zt + (652 —6045)963 +(68—6a)r? +4B2+6=0
ou, selon une formule équivalente a Ly (z) (obtenue de L;(x) par Pégalité u(x) :=
—2pazt+p(a—PB)ax®+ (—p+AB)z+ 2\ =0 exprimant le fait que la trace est
nulle au point singulier),
(7.34)
mi(z,\) == —28%p2° —6pBat+ (AB* 28X —pB—6p) 2> +6ABx+61=0.
On observe que :
o limg—oli(z,0) = B2 + 6 5% + 6 B2? + 426 + 6 > 0 pour tout z €)1 —n, 1[;
o limg oo l1(2, @) = limg—joo[—aa? (=228 (z — 3) + 224? + 6)] < 0 pour tout
€ E]% -, %[a
o limy_gmy(z,A) = —pa? (23%% +6 B2 + f+6) < 0 pour tout x €]5 — 1, 3[;
e Lorsque A — (£) ", (H) tend vers (CN) et  — (3) . Alors,
1
lim my(z,\) =— 1’ (—1+2x)[42*8* +1282% +25%2°
A—(4)"
+ 6822 +228* +122+ 626 +6] — 0T,

(7.35)

e Dans l'espace des paramétres, Li(x) et f(z) s’annulent au point singulier d’abs-
cisse z si, et seulement si le résultant de I (z, ) et f(x), par rapport a x, est nul;
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notons le par L(«,d). On obtient que
L(a,6) = (28° + B =20 8% —6aB+90%) (82 —4a)° 5
+12 (8% —4a) (26°+ B> —2aB° —6aB +9a7%) &
+ (4680 — 264 o B + 36 3% — 108 3% + 84 3%) §°
(7.36) + (728 — 216 a + 8 3%) § + 36.

Posons (£) : L(a, ) = 0 et Hy := (H) N (L) (le lieu de la bifurcation de Hopf
d’ordre 2). Déterminons Ho.

Comme a I’étude de (H), nous allons nous intéresser a ce qui se passe lorsque A est
petit, A est proche de § et lorsque A n’est ni petit, ni proche de 7 :

7.6.1. Lieu de la bifurcation de Hopf d’ordre 2 lorsque \ tend vers 0.

Proposition 7.24. Lorsque A est petit, le lieu de la bifurcation de Hopf d’ordre 2
est situé tres loin & droite sur la courbe de Hopf (c’est-a-dire pour « trés grand) et
passe & linfini quand A = 0.

Démonstration. Pour A = 0 on a une bifurcation de Hopf d’ordre un (voir [10],[27]).
Alors, par stabilité structurelle, il vient que [27] : pour chaque compact K dans I’es-
pace (a, 3, p, ), il existe Ax > 0 tel que ordre de la bifurcation de Hopf persistera
aun si (o, 3,p,0) € K et A < A\g. Mais, l'espace (o, 3, p,d) n’étant pas compact,
alors on ne peut pas trouver un A\x > 0 uniforme pour cet espace (plus K est
grand, plus Ak est petit). Or, pour (3, p,d fixés dans K, plus A est petit, plus le
« correspondant est grand. Donc, pour A — 0, le lieu de la bifurcation de Hopf
d’ordre 2, notée Hy := (v, 0p), correspond a «, = a(\) — +00. Il reste & montrer
que Hs ne peut sortir du diagramme de bifurcations. En effet, par (5.14), on a que

aEI-lr-loo Li(z) = al—i>r-‘,I-1<>o li(z, )

= lim [—az® (228 (z —3)+2?8>+6)] <0

a— 400

(7.37)
pour tout = €]3 — 7, 1[ (région de la bifurcation de Hopf). O

7.6.2. Lieu de la bifurcation de Hopf d’ordre 2 lorsque \ tend vers (g)i.

Proposition 7.25. Lorsque A tend vers (g)f, on a que :

(1) (H) tend vers (CN).

(2) Hy tend vers le point de coordonnées (o, dy), définies par
_PP+85+24 . _B+6

B+6 YL

qui correspond au point nilpotent de codimension 3.

(7.38) O,

Démonstration. (1) Découle de la proposition 7.11 (2).

(2) En effet :
(i) Posons o := p—4X\. Alors, mi(x, A) est linéaire en 0. Donc, my(z,0) =0
a une unique solution o = o(z) telle que o(3) = 0.
(ii) l1(x, ) est linéaire en « et a donc un unique zéro a = a(x) tel que

1y _ B*+86+24
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(iii) Le résultat suit en remplagant o = % dans I'équation (CN) :
_ 1 : _ 1 _f+6
0= a2’ on obtient § = 3 (ﬁ+4)2.
O
7.6.3. Lieu de la bifurcation de Hopf d’ordre 2 lorsque \ n’est ni petit, ni proche de
14
i

Conjecture 7.26. (H) et (L) ont un seul point d’intersection dans le premier
quadrant.

Hllustration. En effet, 8’1l y en avait plus d’un, alors le passage de un (lorsque A est
proche de §) & deux ou trois (lorsque A s’éloigne de § sans étre petit) nécessiterait
Pexistence d’un point de contact entre (H) et (£), c’est a dire que pour 3, p et

A €]0, 4[ fixés, il existerait o = . et 0 = d. tels que

L(a., 6.) =0,
(7.39) P(ae,0c,N) =0,

VL(ac,6:)//VP(oc, 0, A) e (222 — 9LILY (o, §.) = 0.
La conjecture 7.26 suit de la conjecture suivante.

Conjecture 7.27. Il n’y a pas de solution « admissible » de (7.39).

Une telle conjecture peut étre approchée avec les bases de Grobner. Mais, les
calculs étant lourds, nous nous sommes contentés de tests isolés (voir [17]).

7.6.4. Validation numérique de la position de Ho. Posons A\ := %. Pour [ fixé,
quelques tests numériques illustrent que :

e Si \; est trés petit, alors Hs est situé non loin du point de rebroussement inférieur
(c’est-a-dire sur la branche inférieure) ;

e Lorsque (H) a un point de contact d’ordre 2 avec la verticale, alors Hy est un peu
a gauche de ce point ;

e Si \; est proche de i, alors Hy (qui, par la proposition 7.25, tend vers le point
(cun, 0y ) défini au (7.38)) est a gauche de C sur (H).

7.7. Diagramme de bifurcations et portraits de phase. Par le corollaire 7.18,
la conjecture 7.23 et la figure 6.3, on a donc montré le théoréme B.

Répétons la remarque de I'introduction a 'effet que le paramétre important est
AL = %, plutot que les deux paramétres indépendants A et p. On a donc les trois
parameétres essentiels : «, § et A;. Le paramétre 5 semble étre une mesure de la
non-intégrabilité du systéme. Lorsqu’on a deux cycles limites ou encore une boucle
hétéroclinique, plus il est grand, plus les cycles sont hyperboliques.

8. INTERPRETATION BIOLOGIQUE

Nous donnons une interprétation biologique du systéme lorsque ses paramétres
sont dans une région ouverte du diagramme de bifurcations (car le champ de vec-
teurs y est structurellement stable) ; et dans chacune de ces régions, on fait I’hypo-
thése que les conditions initiales sont réalistes biologiquement.

Remarque 8.1. Remarquons tout de suite que le modéle n’est pas réaliste dans
une bande étroite le long de laze y : x € [0,¢€] car laxe y n’est pas invariant et les
trajectoires traverseraient du cété x < 0. Donc, il faut interpréter le modeéle pour
T > € pour un certain € > 0.
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Les régimes que nous allons définir sont stables pour des conditions initiales qui
ne font partie ni d’une variété stable, ni d’une variété instable, ni d’un cycle limite
instable ; ce qui implique que le régime final sera le méme aprés un petit change-
ment de conditions initiales. Il y a trois types de régimes stables qu'un champ de
vecteurs peut posséder :

e REP(Régime avec Extinction des Prédateurs) : C’est un régime ou il existe un
ouvert de conditions initiales pour lesquelles il y a extinction des prédateurs (en
particulier, aucun point singulier dans louvert de conditions initiales) et la popu-
lation des proies atteint un équilibre stable.

¢ REM(Régime d’Equilibre Mixte) : un régime ou il existe un ouvert de condi-
tions initiales pour lesquelles les prédateurs et les proies coexistent en tendant vers
une position d’équilibre stable (point singulier attractif dans le premier quadrant
ouvert).

e RO(Régime Oscillatoire) : un régime ot il existe un ouvert de conditions initiales
pour lesquelles les prédateurs et les proies tendent vers un régime oscillatoire stable
(cycle limite stable).

A Dexception des régions ouvertes I et IT (on il y a extinction des proies), chaque
champ de vecteurs générique (c’est-a-dire dont les parameétres sont dans une région
ouverte du diagramme de bifurcations) posséde un des régimes stables décrits plus
haut. Plus précisément :

- Le portrait de phase de la région ouverte III correspond au régime stable REM
sous la séparatrice de gauche et a 'extinction des proies ailleurs.

- Le portrait de phase de la région ouverte V correspond au régime stable REM
dans une trés petite région qui est U'intérieur du cycle limite.

- Le portrait de phase de la région ouverte IV correspond au régime stable REP.
- Les portraits de phase des régions ouvertes VI et VII correspondent au régime
stable RO mais seulement pour un petit ouvert de conditions initiales.

Ce qui frappe a l'observation des portraits de phase, c’est la vulnérabilité des
deux espéces lorsqu’on introduit une récolte de proies du type considéré sans récolte
correspondante de prédateurs, et ce, méme si A est petit. Un trés grand nombre
de positions initiales conduisent & ’extinction des deux espéces. Par exemple, c’est
le cas de toutes les conditions initiales dans les régions I et IT, méme pour A trés
petit. Les régions I et IT correspondent & § petit, soit un faible taux de mortalité
des prédateurs. Dans les autres régions, un role trés important est joué par les
séparatrices des points C et D. Ainsi, dans les régions V et VI, toute condition
initiale (2(0),y(0)) ot z(0) grand et y(0) > 0 conduit & Pextinction des espéces. Il
faut donc absolument étre au dessus de la courbe de boucle hétéroclinique (régions
IIT, IV et VII) pour qu’il existe des conditions initiales (z(0),4(0)) ou z(0) grand
et y(0) > 0 qui permettent la survivance de la population de proies : (x(0),y(0))
doit étre situé sous la séparatrice du point C, c’est-a-dire que seules des conditions
initiales y(0) petites sur les prédateurs sont permises si 'on veut espérer que les
proies survivent. Dés qu’il y a trop de prédateurs, le risque devient grand d’assister
a l'extinction des proies. Comme conclusion générale, pour A = 0, on observait la
survivance des proies pour toutes les valeurs des autres paramétres et toutes les
conditions initiales (2(0),y(0)) ot x(0),y(0) > 0. Dans notre modéle, dés que X est
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positif, si petit soit-il, pour toute valeur des autres paramétres, il existe des condi-
tions initiales (x(0),y(0)) oi x(0),y(0) > 0 conduisant & l'extinction des espéces.

Nos résultats suggérent donc plusieurs pistes de recherche :

— faire une analyse quantitative des résultats ci-dessus pour déterminer la posi-
tion approximative des séparatrices des points C' et D, et ce, en se concentrant
sur les ensembles de valeurs des paramétres qui sont réalistes biologiquement.
Cette analyse permettra de déterminer quantitivement les conditions initiales
permettant la survivance;

— voir si d’autres stratégies de récolte sont moins « dangereuses » écologique-
ment. C’est déja le cas du taux S(z,h) = hx puisque le modeéle avec un tel
taux est équivalent, aprés changement d’échelle, & notre modele (1.4) pour
A =0 et de nouvelles valeurs des autres parameétres;

— combiner la stratégie de récolte de proies étudiée ici avec une stratégie de
récolte de prédateurs pour voir si la récolte simultanée de prédateurs et de
proies permet d’assurer la survivance des deux populations.

Remarque 8.2. (1) Lorsque A = 0 et que 8 > 0, les portraits de phase des
régions ouvertes Iy, Iy et I11y (voir a la figure 2.1) correspondent respec-
tivement aux régimes stables REP, REM et RO.

(2) Le rendement soutenu mazimal (MSY) absolu de la récolte des proies est

AMSYy = g DSIA> g, alors & < 0 et il y a donc extinction des proies.

(3) Bifurcation quantitative :
Soit y > 0, on sait que § = y(—0 + p(x)) :
a) Si § < L, alors il existe xg tel que p(xo) = 0 (voir la figure 8.1(a)) :

p(x)
p(z) 0
B B
0 //
y<0 zg y>0 =z y <0 T
(a)ypour5<é (b)ypourézé

Fic. 8.1. gy

st x < xg, alors y < 0; st x > xg, alors y > 0; et si x = xg, alors y = 0.
Donc y croit si x est grand et y décroit si x est petit.
b) Sid > L, alors y <0 pour tout x > 0 (voir la figure 8.1(b)).

(4) Cas extrémes :
Par (2) et (3), on a donc les deux cas extrémes suivants :
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e [l y a extinction des prédateurs quand § est grand.
o A partir de X = 4, aucune population ne peut survivre.
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