Chapitre 1

La théorie des formes
normales de Poincaré

1.1 Introduction

Cette méthode est intéressante pour des systémes suffisamment différentia-
bles (classe C™ avec m > 1). Le m sera toujours plus grand que l'ordre des
séries de Taylor tronquées quel’on considérera. La problématique est la sui-
vante : étant donné un champ de vecteurs ayant un point singulier en Xy, peut-
on effectuer un changement de coordonnées ramenant le systeme au voisinage
du point singulier au systeme linéarisé ? Si oui, on comprend la forme des tra-
jectoires. Bien sir, ce ne sera pas toujours possible comme le montre le systeme

% =—y —x(x* +y?),
Uy =x—-yx*+y?),

puisque l'origine de ce systéme est un foyer asymptotiquement stable, alors
que 'origine du systéme linéarisé est un centre. Comme le systeme est de classe
C™, on peut utiliser son développement de Taylor limité. Dans le cas ou1 la
linéarisation du systeme n’est pas possible, on veut simplifier au maximum les
termes non linéaires du développement de Taylor de maniére a pouvoir com-
prendre I'organisation des trajectoires dans le systeme simplifié. La méthode
s’applique a des systémes a parametres. On verra qu’elle a des applications
treés importantes comme la bifurcation de Hopf.

1.2 La forme normale de Poincaré

On considere un champ de vecteurs de classe C™ sur un ouvert Ul de R™ et
ayant un point singulier en Xo. En effectuant une translation, on peut supposer
Xo = 0. Dans un premier temps, on essaie de se débarrasser de tous les termes
non linéaires. La méthode est itérative : on se débarrasse des termes de degré
2, puis de degré 3, etc. On va considérer I'étape générale de se débarrasser des
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termes de degré r (r > 2). On suppose donc qu’au voisinage de X, le champ a
la forme
X = AX + . (X) + O(X™), (1.1)

ot f+(X) est la partie homogene (vectorielle) de degré r (r < m). On essaie
de se débarrasser des termes de degré r. Pour cela, on utilise un changement
de variables avec des termes de degré r. En général, on donne les nouvelles
variables en fonction des anciennes. Ici, on va faire le contraire ! En effet, cela
simplifie les calculs. On cherche donc s’il existe Y = g(X) tel que

X=g"Y)=Y+h(Y) (1.2)
est un changement de variables vectoriel qui transforme le systeme en
Y =AY+ O(Y"), (1.3)

Dans cette expression h.(Y) est un polyndme homogene (vectoriel) inconnu de
degré r.

Pour trouver h,, on calcule X de deux maniéres comme fonction de Y et
on compare les termes de degré r des deux écritures. La premiere écriture est
obtenue en substituant (1.2) dans (1.1). Alors,

X =AY +h(Y) + fo (Y + e (V) + O((Y + he(Y)"H).

On se convainc aisément que f,(Y + h,(Y)) = f,(Y) + O(Y"") et que O((Y +
h(Y))™1) = O(Y"+"). Donc,

X =AY + (Ah(Y) + f.(Y)) + O(Y™H ). (1.4)

La deuxiéme écriture est obtenue en dérivant (1.2) par rapport au temps, et en
substituant dedans la forme normale cherchée (1.3)

X=({Ad+h)Y = (id+h)(AY + O(Y""")) = AY + RK/AY + O(Y™™"). (1.5)

Ici, hy estlejacobien de h,. C’est une matrice n xn etil est facile de se convaincre
que ses entrées sont des polyndmes homogenes de degré r — 1.

Les équations (1.4) et (1.5) ont les mémes termes linéaires. En comparant les
termes de degré r, on obtient :

Ah(Y) + f(Y) = hfAY
que l'on choisit d’écrire
La(hy) =h/A — Ah, = f,. (1.6)

Dans la littérature cette équation est appelée équation homologique. Quel est
I'avantage de cette expression ? Considérons 1’ensemble H, des fonctions vec-
torielles homogénes de degré n. C’est un espace vectoriel de dimension finie
dont les générateurs sont de la forme Y{"' ... Y['" e, ol e est le s-iéme vecteur
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de la base canonique. L'opérateur Lo défini sur H, est linéaire et son image
est dans H; : Lo : H, — H;. On s’est donc ramené a un probleme d’algebre
linéaire ! Quand l’équation La (h,) = f, a-t-elle toujours une solution, quel que
soit fr ? Quand La est surjectif. Mais comme La va de H, a H,, La est surjectif
si et seulement si injectif, c’est-a dire si et seulement si son noyau est nul, un
critére facile a vérifier. Dans le cas ot le noyau de L est non nul, on ne peut se
débarrasser de n'importe quel f,, mais on peut se débarrasser de tout f, qui se
trouve dans 'image de La et donc, simplifier le systeme.

1.2.1 Le cas ou A est diagonalisable

A est diagonalisable si et seulement si elle admet une base de vecteurs
propres. 1l existe alors une matrice S inversible telle que SAS™' = D est dia-
gonale. En utilisant le changement de coordonnées X; = SX, on peut travailler
dans la variable X;. On peut donc, sans perte de généralité, supposer que D
est diagonale. MAIS, ATTENTION ! Méme si A est une matrice a coefficients
réels, ses valeurs propres peuvent étre complexes et ses vecteurs propres dans
C™. Sil'on regarde la démarche décrite ci-dessus, a aucun moment on n’a uti-
lisé le fait que les coefficients de A sont réels et la démarche s’applique donc
aussi bien pour une matrice A a coefficients dans C. On peut donc calculer une
forme normale pour un champ de vecteurs dans C™, voir que ce changement
préserve le « caractere réel » du systéme, et revenir ensuite dans R™.

Par la remarque précédente, on peut se ramener au cas d’une matrice A
diagonale :

MO Lo 0
0 A ... O
A=1. . . .
0 0 ... M

Une base de H, est donnée par I'ensemble des vecteurs de la forme
h=y™ ...yl es

ol mj+---+my = 1 et e estle s-ieme vecteur de la base canonique. Calculons
LA (h). Pour un mondme de la forme y7*' ...y on utilise souvent la forme
abrégée : Y™, ot m = (mq,...my). Le vecteur Ah est simplement le vecteur
AsY™es = Ash. Calculons maintenant h’AY. Remarquons que

oh . . ym
— =my Ly Lyt =y —.
oy Y1 Yi YUn i Ut
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Alors,
0 0 0
A0 ... 0 Y1
Com Com Tom AL 0 Y2
WAY = | mits ma¥— . mai— Lo A
5 0 0 ... A/ \un
0 0 0
ce qui donne
0
0

. n mn
h'AY = s maym | = > MY ™Me = <Z mim> h.
- i=1 i=1

Dong,
n
La(h) = <Z miAi — As> h,
i=1

c’est-a-dire que h est un vecteur propre de L de valeur propre Y I ; miAi—As.
On voit donc que I'équation homologique sur H, a toujours une solution si et
seulement si

n
As # Z Amy
iz

pour tout s et pour tous (my,...,my) tel que Y I ; my =1.

Que se passe-t-il si A = Z?:] Aim; ? Le mondme correspondant, Y™ =
i ...y, estdit résonant. Dans le cas ot1 A est diagonale, on peut se débarras-
ser de tous les mondémes non résonants et on reste avec un systéme qui n’a que
des mondmes résonants. Ce systéeme a souvent une forme simple, sur laquelle
on peut lire et comprendre la géométrie des trajectoires. Regardons maintenant
des exemples.

EXEMPLE 1 Cas d'un systeme dans R? avec deux valeurs propres imaginaires pures,
+iw. Pour le systeme réel, il est possible, modulo un changement linéaire de coor-
données de supposer que la matrice a la forme A = (2 ~s*). Il est naturel de passer
aux coordonnées complexes z = x +1iy et Z = x —iy. Dans ces coordonnées, la matrice
est diagonale : D = (¢ _9.). Les valeurs propres sont A\; = iw et Ay = —iw.
Regardons les elations de résonance pour la premiere équation. On doit résoudre :
A1 = MiA] + muAy, soit mp = my + 1,00 my,my > 0et my + my > 2. Ceci
nous donne les monomes résonants z°z, 23z*, ..., z**1Z%, ..., qui sont tous de degré
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impair. Donc, dans la premiere équation, on peut se ramener, modulo un changement
de coordonnées z — Z, a une équation de la forme

7= iwZ 4+ 1 Z2Z 4 2237 + -4 i ZKFVZE 4 O(|ZP%H2).

On peut faire le méme calcul pour la deuxiéme équation et voir que les mondmes
résonants sont de la forme z¥Z%"'. Mais, on peut aussi étre astucieux : puisque le
systeme est réel, la deuxieme équation est la conjuguée de la premiere :

7= AwZ+ 27 46227 + -+ 522 £ 0(1z/2%2).

Revenons aux coordonnées réelles (x,y) = (2%, 52). En posant ¢; = a; + ibj,
le systeme devient

% = —wy + (a1x — bry)(x? +y2) + - + (akx — bry) (x* +y2)* + O(I(x, y)[**+2),
1.'J:wx+(b1x+a1y)(x2+y2)+,..+(bkx+aky)(xz +y2)k+0(|(x,y)|2k+2).

(1.7)
La géométrie se lit tout de suite si on passe aux coordonnées polaires
(x,y) = (rcosB,rsin0),
dans lesquelles le systeme devient
F=ar 4 et 4 o(r?R ),
(1.8)

e = (1)+b1T‘2 + ...ka2k+O(T2k+]).

On wvoit tout de suite que © > 0 pour T assez petit. D'autre part, supposons que

air,...ax—1 = 0et ax # 0. Alors, au voisinage de I'origine T a le signe de ay. Si
ay est négatif (resp. positif), le point singulier est un foyer faible attractif (resp.
répulsif).

L'effet de la mise sous forme normale est de redresser les trajectoires pour transfor-
mer le systeme en en un systeme a peu pres invariant sous toute rotation autour de
l'origine.

Dans le cas de ’'exemple 1, on a triché un peu, puisqu’on s’est permis de mettre
sous forme normale des termes d’ordre supérieur, méme s'il restait des termes
non linéaires de degré plus petit. Nous laissons comme exercice le soin de
vérifier que cette approche est légitime.

Exercice Vérifier que, lors de la mise sous forme normale des termes de degré
1, on ne détruit pas le travail accompli sur les termes de degré s < .

EXEMPLE 2 Cas de deux valeurs propres A1 = 0,A\; = A # 0. (Dans la littérature un
point ayant au maximum une valeur propre nulle est appelé semi-hyperbolique). On
peut donc, modulo un changement de coordonnées suposer la partie linéaire diagonale
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(3%) . Onva utiliser x et y pour les coordonnées, plutot que x; et x2. Dans la premiere
équation les termes résonants sont de la forme x™, m > 2, et dans la deuxiéme de la
forme x*y, s > 1. Donc, la forme normale est donnée par

X = Z aix' + O(|(x,y)I"™),
i=p (1.9)

r—1

Y=y +) bx*)+0((x,y)").

i=1

Supposons maintenant que a,, # 0. Sous cette forme, on peut voir I'organisation des
trajectoires. On a trois organisations topologiques possibles :

— un col-noeud si p est pair;

— un col topologique si p est impair et apA < 0;

— un neeud topologique si p est impair et apA > 0.

1.2.2 Forme normale avec parametres

On peut toujours transformer une famille de systétmes X = v(X) en di-
mension n dépendant d’un multi-parametre € = (€1, ... €p) en un systeme de
dimension p + n en ajoutant les équations €1 =0, ..., é, = 0. On considere la
forme normale de la famille de systémes au voisinage d’une valeur particuliere
du multi-parametre que, sans perte, de géneralité, on peut supposer étre € = 0.
On considere donc des changements de coordonnées inversibles pour € assez
petit. Bien stir, les équations €1 = 0, ..., é, = 0 sont déja linéaires et il suffit
d’appliquer la théorie précédente aux n premiéres équations. Les termes non
résonants dans le systeme pour € = 0 le demeurent pour € petit. Quant aux

mondmes résonants de la forme xj*' ..., x'", tous leurs multiples de la forme
P . . A
X7, xrelt ... e, le sont aussi. Donc, en pratique, ces mondmes auront

des coefficients dépendant de e.

EXEMPLE 3 Considérons un systeme de classe C™ dépendant d’un multi-parametre
€ = (e1,...€ep) qui, pour € = 0, a un point singulier a I'origine de valeurs propres
Fiwo, oit wg > 0. En coordonnées complexes z = x + iy, on peut supposer que
la matrice du linéarisé en 0, A, est diagonale pour € = 0. Considérons I'équation
Ve(X) =0.0nave(0) =0et g_;)(|(x,e):(o,0) = A est inversible. Par le théoreme des
fonctions implicites, il existe un voisinage V de X = 0, un voisinage W de € = 0 et
une fonction f : W — V de classe C™, tels que v (X) = 0 pour (X,€) € V x W si
et seulement si X = f(e). Donc, pour tout €, le systéme a un unique point singulier
qui est une fonction de classe C™ des parametres. Par une translation de coordonnées
X = Xy = X—f(€), la nouvelle famille de systemes a un point singulier a I'origine. Re-
gardons maintenant le linéarisé A(e). Les valeurs propres sont les racines du polyndme
caractérisque det(Al — A) = 0 = p(A, €). On a p(+iwo,0) et g—i(j:iwo,O) #+0car
les racines sont simples. On en déduit par le théoreme des fonctions implicites que les
valeurs propres dépendent de maniére C™ de e. En particulier, elles sont non nulles
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pour € petit puisqu’égales a +iwoy pour € = 0. Donc, A(€) est diagonalisable pour
€ petit, de valeurs propres n(e) £ iw(e) ot (0) = 0 et w(0) = wo # 0. Par un
changement linéaire de coordonnées on peut donc ramener le systeme sous la forme (en
coordonnées complexes) :

z=nle) +iw(e)z+ Y  apdz"+0(2™").
j+k=2

On peut ensuite appliquer le processus de mise sous forme normale et ne garder que les
termes résonants de la forme 212 Le systeme aura la forme

k
z=n(e) +iw(e))z+ ch(e)2j+]zj + O(‘Z|2k+2),
=1

L'avantage de cette forme est qu’elle permet d’étudier la naissance de cycles limites
lorsque les valeurs propres traversent I'axe imaginaire. C’est le phénomene de la bifur-
cation de Hopf que nous discuterons plus tard.

EXEMPLE 4 La forme normale d'une famille de systémes ayant pour e = 0 un point
semi-hyperbolique est donnée par

x =3 (el +0(0xy)I™),

i=0

r—1 (1.10)
Y=yAle)+ > bile)x")+0((xy)).
i=1
S5iap(0) = -+ = ap_1(0) = 0 et ap(0) # O, on peut, par une translation de la
coordonnée x se ramener au cas a,_1 = 0. Voyons un exemple
(= —e+ 2‘
xEoewx (1.11)
y=y.

On a trois portraits de phase différents suivant que € < 0, € = O et € > 0. En
€ > 0, on a deux points singuliers : un col et un nceud. Ceux-ci se confondent pour
e = 0 en un col-nceud, et ont disparu pour € = 0. Comme nous I'avons vu dans
I'exemple 3, le théoreme des fonctions implicites garantit que les points singuliers ne
peuvent disparaitre lorsque les valeurs propres sont non nulles. Le nombre de points
singuliers d’un systeme peut varier seulement quand au moins une des valeurs propres
est nulle.

1.2.3 Le cas ou A n’est pas diagonalisable

Dans ce cas, il n'existe pas de méthode générale pour écrire le résultat et
chaque cas particulier doit étre étudié a la main.

Nous allons montrer une maniere de procéder pour le cas d’un point sin-
gulier d’un systeme de dimension 2 dont la matrice du linéarisé est nilpotente.



8 CHAPITRE 1. LA THEORIE DES FORMES NORMALES DE POINCARE

EXEMPLE 5 Le cas d’un point singulier de matrice du linéarisé nilpotente :
A = (§0)- Nous allons étudier quels sont les termes de degré 2 dont on peut se
débarrasser lors de la mise sous forme normale et quels sont ceux que I'on doit garder.
Une base de H; est donnée par

{h1 = (%) ha =), hs = (yoz) ha=(2) hs = () he = (‘JOZ)}'

On doit donc calculer les La(hy), 1 = 1,...,6, et regarder quel est le sous-espace
vectoriel engendré par ces vecteurs.

() in) )
(5 @) -0 o) -

2x 8) (g) - (g g)) (xz) - (Efyz) = —h; +2hs, (1.13)
0 )6 o) (o) = () e
9-C 6 -(F) -

Donc, LA (Hy) est de dimension 4. 1l est engendré par {h,, hs, h1 — 2hs, he}. Puisque
nous pouvons nous débarrasser de tous les termes dans I'image de La, on reste avec
des termes non linéaires dans un complément de dimension 2. On a un choix pour ce
complément. Par exemple, il peut étre engendré par {h1,h4} ou {ha, hs}. Donc, un
systeme non linéaire peut, au voisinage d’un point singulier nilpotent se ramener, au
choix, a une des deux formes

X =1y + bx?, (1.14)
U = ax?, (1.15)
ou
x=v, (1.16)
¥ = ax? + cxy. (1.17)

Déja ces formes normales nous apprennent quelque chose : si a # 0, on connait l'or-
ganisation des trajectoires au voisinages du point singulier qui, dans la littérature, est
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appelé un cusp. Si, de plus, b # 0 ou, de maniere équivalente, ¢ # 0, en plongeant le
systeme dans une famille a deux parametres de systemes, on peut décrire tous les por-
traits de phase de systémes « voisins » de celui-ci. C’est la bifurcation de Bogdanov-
Takens.






