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1. On peut remarquer que le calcul de l’application de premier retour de Poincaré au voisinage

d’un foyer faible (en calculant r(θ, r0) comme développement en série) est encore valable, même

si le système n’est pas sous forme normale. Cependant, il est fastidieux puisqu’il faut résoudre des

équations différentielles linéaires. On lui préfère souvent la « méthode de Lyapunov ». Supposons

qu’un système de classe CN ait un foyer faible à l’origine

ẋ = −y +

N∑

j=2

pj(x, y) + o(|x, y|N),

ẏ = x +

N∑

j=2

qj(x, y) + o(|x, y|N),

où pj et qj sont homogènes de degré j.

i) Montrer qu’il existe une fonction

F(x, y) =
1

2
(x2 + y2) +

N∑

j=3

Fj(x, y),

où les Fj sont homogènes de degré j telle que

Ḟ =

M∑

k=1

Lk(x2 + y2)k+1 + o(|x, y|2(k+1)),

où 2(M + 1) ≤ N. (Suggestion : Travailler degré par degré. Pour un degré donné, poser les

coefficients de Fj comme des inconnues et montrer qu’on peut les trouver comme solution

d’un système linéaire. Dans chaque cas, étudier le rang de la matrice du système. Il n’est pas

nécessaire de solutionner le système.)

ii) Les constantes Lk sont appelées constantes de Lyapunov. Montrer que si un système est sous

forme normale

Ż = iωZ + c1Z2Z + . . . cℓZ
ℓ+1Z

ℓ
+ o(|Z|2ℓ+1)

et si Re(c1) = · · · = Re(cℓ−1) = 0 et Re(cℓ) 6= 0, alors L1 = · · · = Lℓ−1 = 0 and Lℓ 6= 0. De plus Lℓ

a le même signe que Re(cℓ). La méthode permet donc de décider si un foyer faible est attractif

ou répulsif et aussi de déterminer son ordre.
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2. Soit F(x, y) un polynôme irréductible de degré n. Alors, F(x, y) = 0 est l’équation d’une courbe

algébrique. Soit

ẋ = P(x, y),

ẏ = Q(x, y),
(1)

un champ de vecteurs polynomial. La courbe algébrique est invariante sous le flot du champ de

vecteurs s’il existe un polynôme K(x, y) tel que

Ḟ =
dF

dt
= K(x, y)F(x, y).

En effet, on doit avoir Ḟ|F(x,y)=0 = 0, et comme

Ḟ =
∂F

∂x
P(x, y) +

∂F

∂y
Q(x, y)

est un polynôme qui s’annule quand F(x, y) = 0, il doit donc être divisible par F(x, y). Le polynôme

K(x, y) est appelé le cofacteur de F(x, y). La méthode suivante a été introduite par Darboux pour

trouver une intégrale première d’un champ de vecteurs polynomial (1) : on suppose que le champ de

vecteurs a n courbes algébriques invariantes F1(x, y) = 0, . . ., Fm(x, y) = 0, de cofacteurs respectifs

K1(x, y), . . ., Km(x, y), c’est-à-dire

Ḟi(x, y) = Fi(x, y)Ki(x, y).

On suppose de plus qu’il existe des constantes α1, . . . , αm telles que

m∑

i=1

αiKi(x, y) = 0.

i) Montrer que

H(x, y) =

m∏

i=1

Fαi

i

est une intégrale première du système (c’est-à-dire que H est constante le long des trajectoires).

ii) Montrer que le système suivant a trois droites invariantes

ẋ = x(1 + x − y),

ẏ = y(−1 + x − y).

En déduire une intégrale première du système.

iii) Montrer que le système

ẋ = −y − x2 + 3y2,

ẏ = x + xy,

est symétrique par rapport à l’axe y. Trouver une droite invariante et une conique invariante

pour le système. En déduire une intégrale première du système. En déduire que l’origine est un

centre (toutes les trajectoires au voisinage de l’origine sont périodiques) et non un foyer faible

du système.
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3. Le système quadratique suivant a été donné par Chen et Wang comme un système ayant 4 cycles

limites pour des petites valeurs de ǫ et λ. En étudiant les points à l’infini, vérifier que le système a un

cycle limite autour de (0, 0) et un cycle limite autour de (0, 1) pour ǫ = λ = 0 :

ẋ = λx − y − 3x2 + (1 + ǫ)xy + y2,

ẏ = x +
2

9
x2 − 3xy.

(Les 2 autres cycles autour de l’origine sont obtenus de la façon suivante : l’origine a pour ǫ = λ = 0

une bifurcation de Hopf d’ordre 2. En effet on a Re(c1) = 0, Re(c2) = −77/192. On aura donc 2 cycles

dans une région où λ < 0, Re(c1) > 0, i.e. ǫ < 0, avec |λ| ≪ |ǫ|.)

4. On considère le système

ẋ = ǫx − y + xz,

ẏ = x + ǫy + yz,

ż = −z − (x2 + y2) + z2.

i) Calculer la variété centre à l’ordre 2.

ii) Calculer l’équation de la variété stable à l’ordre 2.

iii) Décrire le flot sur la variété centre près de l’origine et décrire le portrait de phase du champ au

voisinage de l’origine pour les différentes valeurs de ǫ au voisinage de ǫ = 0.

5. On considère le système :

ẋ = xy + ax3 + bxy2,

ẏ = −y + cx2 + dx2y.

Montrer que l’origine est asymptotiquement stable si a + c < 0. Dans le cas où a + c = 0, montrer

que l’origine est asymptotiquement stable si cd + bc2 < 0. Dans le cas où cd + bc2 = 0, montrer que

l’origine est asymptotiquement stable si cd2 > 0.
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