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Envolees intersi

Le calcul de certaines suites
de nombres peut parfois

provoquer des envolées numériques

au comportement étonnant,

qui semblent filer vers des espaces
intersidéraux infinis... mais qui peuvent
éventuellement, contre toute attente,
revenir atterrir tout doucementsur Terre !

Bernard R. Hodgson
Université Laval

Commencons tout d'abord par des «vols
numériques » apparemment simples et qui
paraissent a coup sdr revenir sur Terre, mais
sans gqu'on sache pourquoi au juste.

Le probleme de Collatz

Le probléme suivant (parfois appelé probléme de
Collatz) fait partie du « folklore mathématique ».

Partez d'un naturel x quelconque. Si x est
pair, calculez x = 2 ; sinon, faites 3x + 1. Et
recommencez avec le nouveau nombre ainsi
obtenu.

A priori, le comportement de telles suites de
nombres parait imprévisible. Cependant on
observe qu'au cours des itérations succes-
sives, méme si les nombres obtenus a la queue
leu leu peuvent osciller en atteignant parfois
des hauteurs insoupconnées, les vols «a la
Collatz » semblent tous finir par se poser sur
la valeur 1. Et dés lors, le calcul boucle indé-
finiment sur le cycle « 4, 2, 1 ». Ainsi, partant
de 17, on obtient la suite de nombres :
52,26, 13, 40, 20, 10, 5, 16, 8, 4, 2, 1

Le vol 71 est nettement plus long (sa durée
dépasse une centaine d'itérations) et passe

méme par l'altitude maximale 9 232, mais la
encore il revient se poser en 1.
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L'atteinte de 1 dans les suites numériques
\ - du type « 3x+1 » a été vérifiee concrete-
; EEE m o m.etjlt pour '[.OL.JS les x .julsqu'é l'ordre QU
trillion (un milliard de milliards, c'est-a-dire
10%), mais le probleme de Collatz demeure
a ce jour « ouvert » en ce sens qu'on ne
dispose pas présentement de preuve générale,
s'appliquant a toute valeur de x, que le vol x

atterrit immanquablement en 1. Il ne s'agit
donc encore que d'une conjecture.

En utilisant le tableur Excel, on peut
facilement décrire le vol x, pour un x donné.
Le tableau suivant donne quelques exemples
de vols de Collatz.

SUITES DE COLLATZ

115 157 | 237 | 571 | 663 | 803 | 852 | 1933

346 472 712 | 1714 | 1990 | 2410 | 426 | 5800
173 236 | 356 | 857 | 995 | 1205 | 213 | 2900
520 18 178 | 2572 | 2986 | 3616 | 640 | 1450
260 59 89 (1286 | 1493 | 1808 | 320 725
130 178 | 268 | 643 | 4480 | 904 | 160 | 2176
65 89 134 | 1930 | 2240 | 452 80 | 1088
196 268 67 | 965 | 1120 | 226 40 544
98 134 | 202 {2896 | 560 13 20 272
49 67 101 (1448 | 280 | 340 10 136
148 202 | 304 | 724 | 140 170 5 68
74 101 152 | 362 70 85 16 34
37 304 76 | 181 35 | 256 8 17

12 152 38 | 544 | 106 | 128 4 52
56 76 19 | 272 53 64 2 26
28 38 58 | 136 | 160 32 1 13
14 19 29 68 80 16 40

7 58 88 34 40 8 20
22 29 44 17 20 4 10
n 88 22 52 10 2 5
34 44 N 26 5 1 16
17 22 34 13 16 8
52 n 17 40 8 4
26 34 52 20 4 2
13 17 26 10 2 1
40 52 13 5 1

20 26 40 16
10 13 20 8
5 40 10
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Suites de Collatz sur Excel

Commentaires
A I'étape 2, on définit un test logique de la forme :

Instructions

1. Quvrir une feuille Excel et sélectionner la cellule
A5. Ecrire « 115 » et valider en enfoncant la
touche Entree.

. La cellule A6 devrait maintenant étre sélectionnée;
définir le test logique suivant :
=SI(A5=PAIR(A5);A5/2;3*A5+1)
Valider en enfoncant la touche Entrée.
. Sélectionner la cellule A6 et amener le curseur

sur le coin inférieur droit de la cellule. Le curseur
change alors de forme. Enfoncer le bouton de

=S| (test ; valeur si vrai ; valeur si faux)

Le test consistait ici @ comparer le nombre inscrit en
A5 et la valeur PAIR(A5). La fonction PAIR( - ) a pour
effet de calculer le plus petit nombre pair supérieur
ou égal a son argument. Si on a A5 = PAIR(A5), cela
signifie que le nombre en A5 est pair; dans un tel
cas, le test indique au logiciel de diviser le nombre
par 2 et d'inscrire le résultat en A6. Si A5 # PAIR(A5),
le test indique au logiciel d'écrire dans la cellule A6
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: . . le résultat de I'opération 3xA5+1.
la souris et, en le maintenant enfoncé, glisser

jusqu'a la cellule A49, puis relacher le bouton de la Vous pouvez sélectionner 'ensemble des cellules de
souris. Excel copie alors la définition du test dans A @ A49 (ou plus) et amener le curseur sur le coin
chacune des cellules en incrémentant et donne  inférieur droit de la derniére cellule (A49 ou autre).
la suite de Collatz du nombre 115. On constate L€ curseur change alors de forme. Enfoncer le bouton
que la suite se stabilise en donnant le cycle de la souris et, en le maintenant enfoncé, glisser
« 4,2, 1» En changeant le nombre de la cellule la souris vers la droite. En changeant le nombre sur la
A5, les calculs s'effectuent automatiquement. Sila  Premiere ligne des colonnes ajoutées, vous pouvez
suite est trop longue, et ne se stabilise pas dans les faire afficher la suite de Collatz de différents nombres.
cellules A5 a A49, sélectionner la dernicre cellule

de la colonne et refaire l'incrémentation.

Les suites de Goodstein

Apreés les vols numériques du type « Collatz »,
voici ceux «a la Goodstein». Ces vols ont
un comportement maintenant bien connu,

mais qui demeure hautement étonnant, gpregée. La représentation en base deux
voire totalement contraire a l'intuition. |l Yy a Correspond a des développements souvent
une soixantaine d'années, le logicien anglais  fort longs, mais permet une notation dans laquelle

Reuben L Goodstein (1912-1985) a en  pinterviennent que les deux chiffres 0 et 1,
effet utilise I'ecriture des naturels selon  gssociables aux deux seules valeurs pos-

diverses bases afin d'introduire des suites de  sjples pour un bit informatique. Ainsi, 1 948
nombres pour le moins étranges.

En base cing, ce méme nombre a pour
développement :

3:5°+0-5°+2-52+4-5"+3-5°,
ce qui peut s'écrire (30 243), - de fagon

cin

correspond au développement figurant au
L'écriture d'un nombre en base b revient a  bas de cette page.
en faire un développement sous forme de
somme de puissances de cette base (et de

multiples de ces puissances).

Ce développement donne la notation

(11110011 100)
Goodstein a recours a une représentation
compléte d'un naturel en base b : il s'agit de

partir du développement de ce naturel en
base b, puis d'écrire comme une somme de

deux”

Ainsi, en base dix, la notation 1 948 est une
abréviation pour I'expression :

1-10° + 9:10% + 4-10" + 8-10°.

1-2°+1-2°+ 122+ 127+ 0-2°+ 0:2° + 1-2* + 1-2° + 1-:22 + 0-2"' + 0-2°

Développement de 1 948 en puissances de 2.



Envolées intersidérales...

multiples de puissances de b les exposants
eux-mémes que l'on rencontre dans ce
développement, puis les exposants de ces
exposants, etc., jusqu'a ce que la représenta-
tion devienne stable. Par exemple, dans le cas
de 1948, le terme 2'° devient successivement
22+2 puis 222, La représentation compléte
en base deux de 1 948 est donnée au haut de
la colonne voisine.

La procédure de Goodstein consiste, étant
donné la représentation compléte de n en
base b, a remplacer systématiquement b
par b+1, puis a soustraire 1 du résultat ainsi
obtenu. On obtient alors un nouveau naturel,
auquel on peut appliquer le méme processus,
remplacant cette fois b+1 par b+2 puis
soustrayant a nouveau 1 (voir encadré
ci-contre). Et ainsi de suite, le «vol» se
terminant si jamais on atterrit en 0. Comme
le montre I'exemple de I'encadré, la crois-
sance des hauteurs atteintes lors d'un
vol a la Goodstein parait trés rapide
et on semble se diriger vers des alti-
tudes de plus en plus grandes. Le
phénomene est encore plus frappant si on
considere le vol 1948 : les premiéres altitudes
sont successivement d'ordre de grandeur :

103' 1040' 10618’ 1010924' 10217837' 104871 827'

ce gigantisme de plus en plus époustouflant
semblant devoir se poursuivre indéfiniment.
On semble clairement en route vers des
espaces sans bornes et les vols de Goodstein
ne se termineraient donc jamais. Une telle
observation est tout a fait en harmonie
avec l'intuition : apres tout, le procédé de
Goodsteinfaitintervenirdestoursd'exposants
aux valeurs de plus en plus grandes, en com-
paraison desquelles la petite soustraction
« -1 » parait bien insignifiante.

a destination terrestre ! | Bernard R. Hodgson ¢ Université Laval

222+1+2 +222+1+1 +222+1 +222+2+1 + 222 + 2241 4 92

Développement complet de 1 948 en puissances de 2.

Définition des vols de Goodstein

Etant donné le naturel n, la suite de Goodstein commengant

a n est la suite de naturels g,(n), g,(n), g,(n), g,(n), .. . définie

comme suit :

* le terme g,(n) est simplement la représentation compléte de
nen base 2;

* le terme g,(n) est obtenu de g (n) en remplagant partout
2 par 3, puis en soustrayant 1;

® |e terme gz(n) est obtenu de la représentation complete
de g.(n) en base 3 en remplacant partout 3 par 4, puis en
soustrayant 1;

® plus généralement, le terme gk(n] est défini comme suit :

-sig,(n)=

- sinon, gk[n) est obtenu de la représentation compléte de
g,.,(n) en base k+1 en remplacant partout k+1 par k+2,
puis en soustrayant 1.

0, alors g (n) = 0;

(Apres chaque soustraction de 1, il ne faut pas oublier de réécrire
le naturel alors en présence comme une somme de multiples de
puissances de la base ou |'on se trouve — voir le calcul de g,(10)
ci-apres.)

Par exemple, les premiers termes de la suite de Goodstein
commencant a 10 sont :

g,(10) = 2% + 2" = 10,

g1[10] 3 +31-1=3%"+2=283,

g,(10) = 4% + 1 = 1025,

g,(10) = 551 = 15 625,

94[10) 66+ -
=56°+56°+56%+56+56%+56"+5
= 279 935,

9,(10) =57+ 57°+ 57"+ 57° + 572+ 5:7 + 4
=4215754.

Copyright © Hergé/Moulinsart 2007
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VOL 3 DE GOODSTEIN

=1:4'-1=3=3-4°
=3:50-1=2=2-5°
9,8)=2-62-1=1=1-6
=1-7°-1=0

Et pourtant.. et pourtant, Goodstein a
démontré que foute suite de Goodstein
atteint 0. Voila un résultat, il faut le recon-
naitre, on ne peut plus étonnant! Ainsi, un
vol selon les régles de Goodstein correspond
a une situation d'une complexité inouie, mais
qui releve d'un processus fini, qui se termine
forcément apres un certain temps — quoique
extrémement long! Le calcul des différentes
étapes d'un vol de Goodstein est donc en
général une tache proprement colossale,
mais qui aboutit néanmoins.

La Terre, notre
bonne vieille Jerre,
vue 4 plus de
10.000 kilomiétres!.
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Il y a preuve. . . et preuve !

[l n'est pas facile d'expliquer en termes
simples le comportement étrange des suites
de Goodstein. On peut cependant signaler
que si la partie exponentielle du processus
de Goodstein semble provoquer une véritable
explosion numérique, celle-ci n'en demeure
pas moins restreinte d'un certain point de vue,
la croissance illimitée n'étant qu'apparente.
A la longue, la soustraction de l'unité en
viendra a gruger les nombres colossaux
auxquels on fait face. La plausibilité d'une
telle éventualité peut ressortir a l'examen
d'une suite de Goodstein remarquablement
courte, la suite commencant a 3 qui est
donnée au haut de la colonne voisine.

PREMIERS TERMES
DU VOL 4 DE GOODSTEIN

22=4
33-1=26=232+23+2

242 4 2.4 +1 = 4]
252 + 2-5 = 60
26%2+26-1=83=26+6+5
272+ 7 +4=109
2:82+8+3=139
292+9+2=173
2102+ 10 + 1 = 211

2112+ 11 = 253

2122+ 12-1=299=2122 + 11
2132 + 10 = 348
2:142 + 9 = 401

2:21%2 +2 = 884

2:222 +1 =969

2:232 +0=1058

2:242 -1 =1151= 242 + 2324 + 23
252 + 2325 +22 = 1222

26% + 2326 + 21 = 1295

472 + 23-47 = 3290
482 + 2348 - 1 = 3 407 = 482 + 2248 + 47
497 + 2249 + 46 = 3 525
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odel

Les étres mathématiques étant par nature abstraits,
les connaissances en mathématiques, contraire-
ment a d'autres sciences, se situent au-dela de la
démarche expérimentale. Le savoir mathématique
repose de maniére essentielle sur la notion de preuve,
d'argument valide a partir d'un ensemble initial de
principes premiers, connus sous le nom d‘axiomes.
La nature et le role du raisonnement formalise, tel
qu'utilise en mathématiques, s'averent depuis fort
longtemps des sujets épineux, tant pour mathé-
maticiens que philosophes. Le logicien Kurt Godel a
apporté une contribution fondamentale a ces réflex-
ions en montrant que, contrairement a ce que pour-
rait suggérer une perception naive, les notions de
vérité et de démontrabilité ne sont pas forcément
équivalentes. Une telle équivalence peut certes se
rencontrer dans certains contextes spécifiques et
importants — ainsi, Godel a établi, dans sa these de
doctorat présentée a I'Université de Vienne en 1929,
la complétude de la logique du premier ordre, mon-
trant que les propositions qui sont démontrables
dans un tel cadre sont précisément les propositions
universellement vraies. Mais ce phénoméne n'est pas
du tout général. L'exemple type donné par Gdodel
ou le vrai et le démontrable ne coincident pas est
celui de l'arithmétique élémentaire dans les nombres
naturels : Godel a construit un énonceé vrai a propos
des naturels, mais indémontrable dans ce cadre
formel. Par ses célebres théorémes d'incomplétude,
obtenus en 1931, Gddel a marqué de fagon profonde
la philosophie des mathématiques et I'épistémologie

Kurt

(1906-1978)

des sciences. Les résultats de Godel mettaient en
effet fin a tout espoir d'identifier des prémisses sur
lesquelles toutes les mathématiques pourraient
étre fondées axiomatiquement. Il en résulte que les
mathématiques ne peuvent se ramener a la simple
application de regles fixes. Autrement dit, un
ordinateur — ou une machine de Turing (voir p. 30)
— ne pourra jamais étre programmé de maniere a
répondre a toute question d'ordre mathématique !

Aprés avoir occupé un poste a I'Université de Vienne
au cours des années 1930, Godel a émigré aux
Etats-Unis en 1940. Il a fait carriére a I'Institute for
Advanced Study de Princeton, ou il avait notamment
Einstein comme collegue de travail. Vers la fin de sa
vie, il avait développé une peur paranoiaque d'étre
empoisonng, et il est mort d'inanition.

Phota prise par le mathématicien Richar
\ Arens, début des années 50's:
\ Reproduite avec la permission des
' j l Archives de ['Institute for Advanced Study:

On voit bien que le terme g,(3) = 3 - 4° étant
en quelque sorte indépendant de la base 4,
les termes suivants échappent aux change-
ments successifs de base et la suite décroit
alors tout bonnement vers O par applications
répétées du « -1 ». Et le fait remarquable est
que ce phénomene finira inévitablement
par se produire, quel que soit le nombre
de départ, le « -1 » finissant par grignoter
entierement, mais bien lentement, toutes les
tours d'exposants. Certaines étapes de calcul
augmentent parfois le nombre de termes

dans les représentations completes que
'on manipule (voir le calcul de g,(10) dans
I'encadré de la page 21), mais les exposants
alors en cause diminuent de valeur.

Le vol 3 (selon les régles de Goodstein) a une
durée exceptionnellement courte. En effet,
le simple passage au vol 4 provoque une
explosion des plus spectaculaires : la durée
de ce vol, avant l'atterrissage en 0, grimpe a
32402658211 3 jtérations, ce qui n'est pas peu !
Et I'effet est encore plus saisissant si le vol se
fait a partir d'un naturel plus grand.
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Un nombre assez impressionnant!

Le nombre 3-2428%2 211 _ 3 qui est la durée du vol 4 (selon les
regles de Goodstein), est de l'ordre de 10''2'°% et comprend
donc plus de 121 000 000 de chiffres dans I'écriture décimale
usuelle. Si on écrivait ces chiffres a raison de 100 chiffres
par ligne et de 50 lignes par page, cela donnerait un livre de
plus de 24 000 pages! Notons qu'un tel vol est vraiment
TRES long, car sa durée (au rythme, disons, d'une itération
a chaque seconde) dépasserait nettement I'dge méme de
I'Univers : en se basant sur les mesures récemment effec-
tuées par la sonde WMAP (Wilkinson Microwave Anisotropy
Probe) de la NASA, on estime actuellement que le Big Bang
remonte a environ 13,7 milliards d'années. Cela « ne donne »
qu'environ 4,32 x 10" secondes depuis la naissance de |'Univers,
ce qui serait infime comparativement a la durée du vol 4. Et que
dire du vol 1 948...

Les preuves de Goodstein et de Kirby-Paris

Les preuves des résultats dont il est question ici sont assez
techniques et requierent de bonnes connaissances de logique
mathématique. Pour démontrer son théoreme, Goodstein utilise
la théorie des nombres ordinaux infinis', qui fournit un envi-
ronnement plus riche que I'arithmétique €élémentaire. La preuve
du théoreme de Goodstein repose sur le fait que toute suite de
Goodstein peut étre codée a I'aide d'ordinaux infinis qui sont
strictement décroissants et, donc, doivent forcément atteindre 0.
Quant au théoreme de Kirby-Paris — a savoir que le théoréme de
Goodstein n'est pas démontrable en arithmétique élémentaire —,
il utilise le fait que les calculs que I'on peut effectuer dans le cadre
de I'arithmétique élémentaire ont une complexité limitée. Or, le
calcul de lalongueur d'une suite de Goodstein, avant d'atteindre O,
excéde justement cette limite de complexiteé.

LES PREMIERS TERMES DU VOL 5 DE GOODSTEIN

5 33427 227577 762 048 1734412

27 38119 244088 798 719 1797 559
255 43 231 261 379 836 482 1862 222
467 48 781 279 468 875419 1928 419
775 54787 298373 915 548 1996 168
1197 61267 318 112 956 887 2 065 487
1751 68 239 338703 999 454 2136 394
2454 75721 360 164 1043 267 2 208 907
3325 83 731 382513 1088344 2283 044
4382 92287 405768 1134703 2358823
5643 101407 429947 1182362 2 436 262
7126 111108 455068 1231339 2515 379
8849 121409 481149 1281652 2 596 192
10830 132328 508208 1333319 2678719
13087 143883 536263 1386358 2762978
15637 156092 595433 1440787 2 848 987
18499 168973 626584 1496624 2936 764
21691 182544 658803 1553887 o
25231 196823 692108 1612594 9510[5) =403 208 703
29137 211828 726517 1672763 o

Les logiciens Laurie Kirby et Jeff Paris ont
établi au cours des annés 80 que la tres, tres
lente convergence des suites de Goodstein
vers 0 est intimement reliée au fait qu'il n'est
pas possible, dansle cadre axiomatique appelé
arithmétique élémentaire, de démontrer que
tout vol de Goodstein atterrit forcément en O.
On est donc ici en présence d'une affirma-
tion (« toute suite de Goodstein atteint 0 »)
dont on sait qu'elle est démontrable — c'est
la précisément le théoréme di a Goodstein
— mais qui par ailleurs, par le résultat de
Kirby-Paris, ne peut étre démontrée dans le
contexte particulier d'une théorie mathéma-
tique formalisée (I'arithmétique élémentaire),
qui fournit pourtant I'environnement naturel
pour I'étude de probléemes combinatoires tels
le calcul des suites de Goodstein.

Le théoréme de Goodstein est donc un
véritable théoréme mathématique, mais
il n'est cependant pas démontrable dans
une théorie formelle a laquelle il appar-
tient naturellement. Nous nous retrouvons
ainsi plongés au coeur méme des fameux
théorémes d'incomplétude dus au logicien
Kurt Godel (1906-1978). Mais cela est une
autre histoire. ..

Destination... la Terre?!

Les envolées numériques dont il a été ici
question illustrent donc deux phénomeénes
fort différents. Il y a d'un cote les vols a la
Collatz, pour lesquels I'expérience nous
suggére qu'ils doivent tous atterrir en 1 —
ce qu'on ne sait cependant pas démontrer.
Et de l'autre les vols a lo Goodstein, si
clairement, sur le plan intuitif, en route vers
des espaces infinis... mais qui se retrouvent
finalement tous sur Terre, quoiqu'aprés un
trés long moment. Et ca, on sait le démontrer!
Ftrange pour le moins...

1. Voir L'infini, c’est gros comment?, p. 14-17.
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La logique mathématique

La logique mathématique est la branche des mathématiques
ou celles-ci sont considérées selon le point de vue du forma-
lisme dont on se sert pour « faire des mathématiques ».
Prenant ses origines dans les travaux des philosophes grecs
— en particulier Aristote — sur la recherche systématique de
formes correctes de raisonnement, la logique mathématique
a été véritablement pressentie par Leibniz (1646-1716).
On retrouve en effet chez lui I'idée de créer un langage
formalisé doté de regles de déduction appropriées : c'est
ce qu'exprime son projet de construction d'une langue
caractéristique universelle (lingua characteristica universalis),
systéme symbolique permettant I'¢laboration d'un calcul
du raisonnement (calculus ratiocinator) applicable a tout
le champ de la pensée. Il a fallu attendre le milieu du
XIX® siecle pour voir le premier développement d'une
logique symbolique telle que suggérée par Leibniz, d'abord
avec les travaux de Boole puis ceux de Frege et de Russell.
Mais les résultats limitatifs obtenus, au cours de la décennie
1930, par Godel, Church et Turing sont venus mettre un
terme au projet formulé par Leibniz : la mécanisation
complete du raisonnement est impossible. L'étude de
raisonnements pouvant étre effectués dans divers contextes
formels demeure aujourd'hui encore au coceur méme des
travaux de recherche en logique mathématique. Cet intérét

Imaginons une planete, que nous appellerons la planéte de Goodstein, dont la
vitesse d'échappement est infinie. Supposons de plus que, de cette planéte, on lance
une fusée a une vitesse initiale de 5 km/s, la vitesse de la fusée variant a chaque
seconde selon les regles de Goodstein. Les vitesses successives de la fusée sont alors
décrites par le vol 5 de Goodstein, donné en encadré a la page 24. La définition
d'une suite de Goodstein entraine qu'a partir d'un certain stade, la fusée est
décélérée a chaque seconde de 1 km/s et qu'elle finira donc, aprés un trrrrrés long
moment, par avoir une vitesse nulle.

Vitesse d'échappement
et vols de Goodstein

Lorsqu'on lance une fusée de la surface terrestre, elle est déceé-
lérée de 9,8 m/s a chaque seconde (cette décélération varie avec
I'altitude). Pour que la fusée puisse se libérer de I'attraction
terrestre et partir dans I'espace, elle doit avoir une vitesse de
11,2 km/s. On appelle cette vitesse la vitesse d'échappement;
elle dépend de la constante de gravitation, de la masse de
la planete et de son rayon. Si la vitesse de la fusée est infé-
rieure a la vitesse d'échappement, I'attraction terrestre finira par
I'arréter et elle retombera sur Terre. Par comparaison, la vitesse
d'échappement de Jupiter est de 59,5 km/s, et celle d'un trou
noir est supérieure a la vitesse de la lumiére, soit 300 000 km/s.
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se manifeste notamment dans les nombreuses applications
de la logique mathématique en informatique, en particulier
en intelligence artificielle et en robotique. Le champ de la
logique mathématique s'est cependant étendu a d'autres
domaines ou le formalisme joue un role important. C'est
le cas entre autres de tout ce qui concerne les questions
de calculabilité, c'est-a-dire I'étude de ce qui peut étre
«calculé » (a l'aide d'automates, des machines de Turing, etc.)?,
et ce, non seulement d'un point de vue théorique, mais
¢galement sur le plan pratique (on s'intéresse alors a la
complexité des calculs). On peut ainsi établir I'existence de
«fonctions non calculables», c'est-a-dire de fonctions clairement
définies mais telles qu'aucun ordinateur, si puissant soit-il,
ne pourra jamais les évaluer. Ou encore de «résultats
indécidables », tels que les méthodes mathématiques
traditionnelles ne soient pas en mesure d'en déterminer la
véracité. (Par exemple, la conjecture « tout x atterrit a 1»,
pour une certaine généralisation assez directe du probléme
de Collatz, s'avére justement étre indécidable.) Et on
rencontre aussi des « théoremes non démontrables » qui, tel
le théoreéme de Goodstein, ne peuvent étre prouves dans un
contexte formel particulier.

2. Voir Apprendre a parler a des machines, p. 26-30.




