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Chapitre 1

Généralités
1.1 Introduction

1.1.1 Les équations différentielles ordinaires

Les équations différentielles ordinaires (aussi appelées systemes d’équations
différentielles ordinaires) sont, au départ des équations de la forme
axX
— =X=v(X,t),
m (X, )
ot v : U — R™ est une fonction différentiable sur un ouvert U de R**'. La
classe de différentiabilité de v dépend du contexte mais, dans le cours, v sera
toujours au moins de classe C'.
Le cas autonome est celui ot1 v est indépendante de t :

— =X=v(X).

i (X)
La fonction v est alors un champ de vecteurs défini sur un ouvert de R™ a
valeurs dans R™. Plus généralement, on pourra remplacer U par une variété
différentiable de dimension n, c’est-a-dire un objet qui localement ressemble a
R™, et sur lequel la notion de champ de vecteurs de classe C' a un sens.

Le cas non autonome peut sembler plus général que le cas autonome. Ce
n’est pas vraiment le cas. En effet, considérons une équation différentielle or-
dinaire non autonome X = v(X,t). Si on pose w(X,t) = (v(X,1t),1), alors
I'équation différentielle ordinaire non autonome est équivalente a 1'équation
différentielle autonome

X =v(X,t), (11)

t=1, )
ou encore

Y = w(Y),

pour Y = (X, t) sur un ouvert de R™*'. Dong, le cas non autonome en dimen-
sion n est un cas particulier du cas autonome en dimension n + 1.

1



2 CHAPITRE 1. GENERALITES

On retrouve les équations différentielles ordinaires dans de trés nombreux
domaines d’application. Au départ, ce fut la mécanique classique, mais elles
sont aussi utilisées en biologie mathématique, pour modéliser des systemes
électriques, dans I'étude des équations aux dérivées partielles, etc. Leur étude
fait partie d'un grand chapitre des mathématiques appelé les systemes dyna-
miques.

1.1.2 Le point de vue de Poincaré

Jusqu’aux travaux de Poincaré a la fin du 19-ieme siecle, les mathématiciens
essayaient d’« intégrer » des équations différentielles ordinaires. Etant donné
une équation différentielle ordinaire (1.1), intégrer cette équation, c’est donner,
pour tout (Xo,to) « admissible » une solution sous la forme d’une fonction
f: W — R"™, ott W un voisinage de to dans R, telle que

et f(top) = Xo. Poincaré a montré que l'intégration par des fonctions connues
est impossible en général. Il a par contre introduit des méthodes géométriques
pour étudier le comportement des solutions.

Prenons le point de vue autonome. Dans ce point de vue, le théoreme d’exis-
tence et d’unicité des solutions garantit que, par tout point de U, il passe une
trajectoire et une seule. Ceci donne une partition de Ul comme réunion de trajec-
toires disjointes. Cette partition de U s’appelle le portrait de phase de I'équation
différentielle ordinaire. Connaitre le portrait de phase d"une équation difféntielle
ordinaire permet de connaitre qualitativement le comportement a long terme
des trajectoires et, en particulier, quand le temps tend vers l'infini. Voici quelques
comportements possibles :

une trajectoire part a I'infini, par exemple pour les modeles de croissance
de population en laboratoire : x = ax pour a > 0;

— une trajectoire se stabilise a une position d’équilibre, par exemple un pen-
dule amorti;

— une trajectoire s’approche d’une solution périodique appelée cycle limite,
par exemple lorsque votre cceur reprend son rythme normal apres un
effort;

— on verra qu’il existe des comportements « chaotiques » qui restent cepen-
dant bornés. C’est le cas de la trajectoire de Pluton.

Donner le portrait de phases d'une équation différentielle ordinaire est un
probleme tres difficile. Il n’existe pas de méthode générale, seulement des mé-
thodes ad hoc qu’on essaie d’agencer au mieux en fonction des particularités
du systeme étudié. La premiere étape est la théorie locale : on étudie la réparti-
tion des trajectoires au voisinage d'un point Xy de U. Cette étude est assez
systématique. C’est le recollement des portraits de phase locaux en un por-
trait de phases global qui l'est moins. Les équations différentielles ordinaires
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issues d’un processus de modélisation dépendent souvent de parametres. Il
est donc naturel d’étudier des équations différentielles ordinaires dépendant
de parametres, et pour chaque valeur des parametres, de donner le portrait de
phase. On rencontrera des valeurs des parametres pour lesquelles le portrait
de phase subira un changement qualitatif. Une telle valeur des parametres
est appelée valeur de bifurcation et on dit que le systeme subit une bifurcation.
Lorsque la bifurcation concerne le comportement des trajectoires au voisinage
d’un point singulier, il existe des méthodes analytiques permettant de 'étudier
en détail, au moins lorsque la dimension, n, n’est pas trop grande et que la
singularité n,est pas trop complexe (« petite codimension »). L’analyse de la
bifurcation nous donne donc une « prise » pour étudier le systeme.

La stratégie d’études des systemes dynamiques consiste a exploiter au maxi-
mum les quelques prises qu’on a sur le systeme et a tenter d’en déduire les por-
traits de phase. Les principales prises sont I’étude des singularités, 'étude des
bifurcations des singularités (cela nous permettra par exemple de conclure a la
présence de cycles limites), et quelques théorémes globaux comme le théoreme
de Poincaré-Bendixson.

1.1.3 La théorie des systemes dynamiques

La théorie des systemes dynamiques étudie 1’évolution des systémes dans
le temps. Lorsque le temps est continu, on a les équations différentielles ordi-
naires. Lorsque le temps est discret, ce sont les équations aux différences. Une
équation aux différences est une équation de la forme

Xn+1 = F(Xnan)a

ou X € R"etF: U — R™, pour U un ouvert de R**'. Elle est autonome si F ne
dépend que de X et est indépendante de n.

La dualité « systemes discrets — systémes continus » jouera un réle im-
portant dans 1’étude des systeme dynamiques. Par exemple, lorsqu’on voudra
étudier le voisinage d'une solution périodique, on prendra une section trans-
versale X a la solution périodique et on introduira une fonctionP: L' C £ — %,
appelée application de premier retour de Poincaré. Une solution périodique
correspondra a un point fixe de P. Etudier la stabilité de la solution périodique
revient a étudier la stabilité du point fixe correspondant de P.

Un autre contexte naturel d’étude des équations différentielles ordinaires
ol on introduit une application est celui d’une équation non autonome x =
v(x,t), ol v est périodique en t de période T. Etant donné un temps initial to,
soit O(t, Xo) la solution du systeme telle que @ (to, Xo) = Xo. On introduira la
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fonction F(Xp) = @ (to + T, Xo) et ses itérées

F2 = FoF,
F* == Fo---oF,
——

Etudier F et ses itérées revient a avoir une vue stroboscopique du systeme.

Parmi les différentes approches de 1’étude des équations aux dériv’ees par-
tielles, il existe une approche « systemes dynamiques » qui consiste a considérer
une équation aux dérivées partielles comme un systéeme dynamique de dimen-
sion finie. Dans certains cas des méthodes de réduction permettent de se rame-
ner a I’étude de systémes en dimension finie.

1.1.4 Les systémes hamiltoniens

Regardons le problme des n corps. C’est le probléme de n points matériels

soumis a la loi de la gravitation universelle de Newton. Si X; dénote la position
du i-iéme point matériel dans R3, ceci nous donne les équations de Newton :

% - %,

IX; — Xil3

miXi =K Z mim;
j#i
En changeant d’unité, on peut toujours supposer K = 1. Posons miX; = pi.

Alors, ’équation de Newton devient équivalente au systeme d’équations différentielles
ordinaires

X — X (1.3)
=) mimj—o———.
= IR —XiP

Ce systeme a une forme tres particuliere. En effet, 'énergie cinétique est donnée

par
b 5 1 1
Z X X) =3 > — ()

et 'énergie potentielle par

N |
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Soit H = K+ V I’énergie totale : c’est une fonction des vecteurs >Zi et pi. Remar-
quons que
oH 1

e

(Ici, S représente un gradient.) Aussi,

0X; v X; — X3
Dong, le systeme a la forme
X; = 2K
L i=T1 (1.4)
Pi=— a)z_l )

—

Onpose X = (Xi,...,Xn) € R3™ et § = (F1,...,Pn) € R Le systtme a la
forme simple

ﬁ,faH (1.5)
X’

sur R?N (ici N = 3n). Un tel systéme est appelé systeme hamiltonien. Une partie
treés importante de la mécanique classique se ramene a 1’étude des systemes ha-
miltoniens. Ceux-ci sont des systémes d’équations différentielles ordinaires. La
mécanique classique est donc une justification significative de I'importance des
systemes d’équations différentiels non linéaires. De part sa forme, un systeme
hamiltonien est toujours défini sur un espace de dimension paire égale a 2N.
N est appelé le nombre de degrés de liberté du systeme.

1.2 Quelques rappels

1.2.1 Théorémes des fonctions inverses et implicites

Ce sont deux grands théoremes de 'analyse. On les utilisera a tour de bras.

THEOREME 1.1 (Théoreme des fonctions inverses) Soit U un ouvert deR™ et F : U —
R™ une fonction de classe C*, v > 1, (resp. C*°, C® ou analytique). Soit Xo € UW. Si
Jac(F)(Xo) = DF(Xo) = A est inversible, alors il existe un voisinage ouvert V de Xo
dans U et un voisinage ouvert W de F(Xo ) dans R™ tels que Flv, : V. — W est bijective.
De plus, F~' : W — V est aussi de classe C™ (resp. C*, C®) et Jac(F~")(F(Xo)) =
A~ = (Jac(F)(Xo)) ™" = (DF(Xo)) .
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THEOREME 1.2 (Théoreme des fonctions implicites) Soit U un ouvert de R™*™ et
F: U — R™ une fonction de classe C*, v > 1, (resp. C*°, C® ou analytique). On
note (X,Y) les coordonnées sur U, oit X € R™ et Y € R™. Soit (Xo,Yo) € U tel que
F(Xo,Yo) = 0. Si Jacy(F(Xo, -)(Yo) = DyF(Xo, Yo) est inversible, alors il existe

— un voisinage ouvert V de (Xo, Yo) dans U,

— un voisinage ouvert W de Xo dans R™,

— et une fonction f : W — R™ dont le graphe est inclus dans V,
tels que, si (X,Y) € V, alors F(X,Y) = 0 si et seulement si Y = f(X). De plus f est de
classe C™ (resp. C*, C®).

1.2.2 Systemes de coordonnées

DEFINITION 1.3 Un systeme de coordonnées de classe C™ (resp. C*®, C® ou analy-
tique, linéaire) sur un ouvert U de R™ est formé de n familles d'hypersurfaces {y% }

de classe C" (resp. C*, Cw, linéaire), i =1,...,n telles que
— pour tout i, U = Uq, vk, ;
— pour tout X € U, il existe &1, . .., & uniques tels que X = vyl ;

— les hypersurfaces v, sont de la forme Fi(X) = Ci(a) oit Fy est de classe CT
(resp. C*, C% ou analytique, linéaire) ;

— la fonction F = (Fy,...,Fn) : U — R™ est inversible. Ceci implique que, pour
tout Xo € Uet oy, ..., o tels que Xo = Myy,,, alors les hypersurfaces y o, sont
transversales en Xo, c’est -a dire que les vecteurs VFq, (Xo), ..., VFq, (Xo)

sont linéairement indépendants.

Le choix de la classe (C" C*, C%, linéaire) dépend du contexte. Lorsqu’on
considere un systéme d’équation différentielle de classe C™*' (resp. C>, C®,
linéaire), on permet en général des changements de coordonnées dans la méme
classe pour garder cette caractéristique du systeme.

On veut comprendre 1'organisation géométrique des trajectoires d un systeme
d’équations différentielles ordinaires. On utilisera réguliéerement des change-
ments de coordonnées pour simplifier la forme des équations et rendre ainsi la
géométrie plus transparente.

1.2.3 Théoreme de point fixe de Banach

THEOREME 1.4 (Théoreme de point fixe de Banach) Soit X un espace métrique com-
plet et f : X — X une contraction (c’est-a-dire qu'il existe ¢ €10, 1] tel que pour tous
x,y € X onait d(f(x), f(y)) < cd(x,y)). Alors, f a un unique point fixe.

PREUVE Commengons par 'unicité : si x et y sont deux points fixes, alors
d(f(x),f(y)) < cd(x,y) et, d’autre part, puisque f(x) = x et f(y) = y. on a
d(f(x), f(u) = d(x,y). La seule possibilité est d(x,y) = 0, c’est-a-dire x = y.
Passons maintenant a 1’existence. Soit xo € X. On définit par récurrence la
suite x, en posant xn+1 = f(xn). Montrons que la suite est de Cauchy. Soit
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€ > 0. On cherche N tels que si m,n > N, alors d(xm,xn) < €.Ona
d(xn+1,%n) < cd(xn,xn-1 < < cd(x1,%0)-
Alors, pour m > n

d(Xm,Xn) d(Xm,Xm—1) + -+ d(xn41,%Xn)

d(x1,x0)(c™ + -+ +c™)
d(x1,%0)7=¢-

VARVANIVAN

On voit bien que d(x1 ,xo)% < e pour N assez grand.

Comme 'espace métrique X est complet, la suite {x} converge vers un
point a € X. Dong, lim f(xn,) = limxn 41 = limx, = a. De plus, puisque f est
une contraction, alors f est uniformément continue (exercice). Alors, lim f(x, ) =
f(limx,, ). Dong, f(a) = a. (|

1.3 Lesthéoremes d’existence et d'unicité des systemes
d’équations différentielles ordinaires

Suite a la remarque qu'une équation différentielle ordinaire non autonome
en dimension n peut se ramener a une équation différentielle autonome en
dimension n + 1, on ne discutera que le cas autonome.

Notation On note par B(X, 1) la boule centrée en X de rayon r et B(X, ) sa
fermeture.

THEOREME 1.5 On consideére un champ de vecteurs v : U — R™ de classe C™ (resp.
C*®,C®)et Xp € W. Il existe 5 > 0, € > 0 et une fonction ®(X,t) de classe C" (resp.
C®, C®) définie sur {X € U;|X — Xo| < 8} x {t €] — €, e[} tels que pour tout X; €
B(Xo, ), la fonction ®(X1,-) : —le,e[— U est solution de I'équation différentielle
ordinaire X = v(X) sous la condition initiale ®(Xq,0) = Xy. La solution est unique
au sens suivant : si on a deux solutions de de I'équation différentielle ordinaire X =
v(X) sous la méme condition initiale, alors elles coincident sur l'intersection de leurs
domaines de définition.

PREUVE On va trouver ® comme point fixe d’un opérateur. En effet, suppo-
sons que @ (X, 1) soit solution de 1’équation intégrale

t
O(Xq,t) =X; +J v(D(Xq,s))ds. (1.6)
0

En dérivant, on voit tout de suite que % (X1,1) =v(D(X;,1)) etque ©(X;,0) =

X1.Dong, la fonction t — @ (X7, t) est la solution cherchée.
On considere I'opérateur © — T(®) out

T(D)(Xq,t) =Xy —l—J v(D(Xy,s))ds. 1.7)
0
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Pour pouvoir montrer que T a un point fixe, il faut montrer que T est défini sur
un espace de fonctions X, qui est un espace métrique complet, que 'image de
T est aussi dans X et que T est une contraction.

On prend 6 suffisamment petit pour que la fermeture de la boule de rayon
25 centrée en Xy, soit incluse dans U. Soit

M= max [v(X)],

XEB(Xo,26)
et soit
K= max |Dv(X)].
XEB(Xo,28)
On définit

X ={®:B(Xo,8) x [—€, €] = B(Xop,28) | ® continue, ®(X7,0) = X1}.
Sur X on définit la norme

[Pl = _max D (X7, t)].
(X1,t)€B(X0,0)x[—€,€]

Montrons qu’on peut choisir e pour que T(X') C X. Il est facile de voir que
T(®D) est continue si @ est continue et que T(®)(X,0) = X. Aussi,

T(@) (X1, t) = Xo| < [T(@)(Xq,t) = Xq| + X7 — Xo

sj V(@ (X, s))lds + 5
0 (1.8)

t
SJ Mdt + 6
0

< Me + 8 <23,
si on choisit € pour que Me < 4.

Il faut maintenant voir qu’on peut choisir € pour que T soit une contraction.
Soient @1, @, € X. On a pour tout X € B(Xo, d) et pour tout t € [—¢, €]

IT(@1)(Xq,t) = T(D2)(Xq,t)| = J (v(@1(X7,8)) =v(D2(X7,s))) ds

0

t
SJO\V(‘D1(X1,S))*V(q)z(X],s))\ds o)

t

sj K|®) (X1, s) — @2(X1,s)] ds
0

< €K||q)1 —(DZH.

On obtient donc une contraction si on prend € assez petit pour que Ke < 1.
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On ne montrera pas ici que X est un espace métrique complet, mais c’est
standard. On peut donc appliquer le théoréme de point fixe de Banach et conclu-
re que T a un unique point fixe dans X'. Nous venons donc de démontrer 'uni-
cité de la solution de 1’équation différentielle. Ce point fixe est une fonction
®(X1,1), continue, qui satisfait I'équation intégrale (1.6). Comme le membre de
droite est contintiment dérivable en t, on en conclut que ®(X;,t) est contindi-
ment dérivable en t.

Montrer que @ (X, t) est contintiment dérivable en X; requiert plus de tra-

vail. Il faut trouver un candidat pour aa%‘ Voici comment on le trouve. Suppo-

sons que @ est de classe C'. On a alors

0 /00 0 oD 0 oD
2 (m> - (a) = SO, ) = DY@, U S (110)

On vient de montrer que aa% est solution d"une équation différentielle linéaire
(mais pas a matrice constante) appelée équation aux variations. Puisque ® (X1, 0)
X3, ceci nous donne aa% (X1,0) = I, soit la matrice identité n x n. Appelons
A(Xj,1) la matrice A(X7,t) = Dv(®(Xq,1)), et soit ¥(X;,t) = aa% € R™.On
ale systtme ¥ = A(Xj,t)¥. C’est un systéme du style précédemment étudié et
sa solution peut étre construite comme solution de ’équation intégrale

t
W(Xp,t) = I, +J AlX, s)¥(X), s)ds,
0

c’est-a-dire comme point fixe de 'opérateur

t

S(W)(Xq,t) =1n + Jo Dv($(X1,s))W (X1, s)ds.

Cette solution va exister si € est assez petit. On veut maintenant voir que cette
solution est bien &Z-.

Pour cela, on va regarder comment sont obtenues les solutions des deux
équations intégrales définissant @ et V¥ : ce sont les limites des suites @, et Wr,

définies par
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L g s L, 1) . .
On peut vérifier qu’a chaque étape on a Wi, = G2 Ceci se montre par induc-

tion. C’est évident pour m = 0. Supposons que ce soit vrai pour m. Alors,

L) 0 t
a2l (X1, 1) = 5o (X +JO O (X1, 5)ds)

t R
:In+J Dv(®m(X1,s)) ——(X1,s)ds
, (Om(X7,s)) ax1( 1,8) (111)

t
1L +J DV(®n (X1, 5))¥om (X1, 8)ds
0

= lym+1 (X] vt)

I faut montrer que la suite V., converge vers ¥ (exercice). Alors, puisque la

suite des dérivées aa(’% des @, converge vers une fonction ¥, et puisque O,

D
Xy

converge vers @, nécessairement ¥ =

Montrons maintenant que ®(Xj,t) est de classe C". Commengons par la
différentiabilité en t. Pour cela, on regarde l'équation (1.7). Comme ®(Xj,1)
est de classe C', siv est de classe C', le coté droit est 2 fois différentiable en t.
Dong, il en est de méme du c6té gauche. Par suite, si v est de classe C3, e coté
droit est 3 fois différentiable en t. Donc, il en est de méme du c6té gauche. Etc.
Pour les dérivées mixtes le raisonnement est analogue.

Pour la différentiabilité en X7 on joue le méme jeu, mais en regardant si-
multanément les équations (1.7) et (1.10). On a montré que ¥ est de classe C'
en X7, donc @ est de classe C? en X;. En appliquant le théoréme en classe C? a
I’équation aux variations, on obtient que V¥ est de classe CZ en X;, donc @ est
de classe C3 en X;. Etc.

Dans le cas analytique, il est plus simple d’utiliser des méthodes analy-
tiques directes que d’essayer de montrer la convergence de la série de Taylor
qu’on pourrait obtenir par la méthode précédente. O

1.3.1 L’application du flot

Le théoreme précédent nous fournit un outil tres utile : I'application du flot.

THEOREME 1.6 On considere un champ de vecteurs v : U — R™ de classe C" et
Xo € U. Il existe & > 0, € > 0 et une famille d’applications {®*}ic)_¢ | de classe C*
définie sur {X € W; X — Xo| < 8} tels que;
- ®° =1id;
— pour tous s,t €] — e, el telsque s+t €] — €, e[, D5 o Ot = PSTL;
— pour tout Xy € U, la fonction t — ®(X;) : —le, e[— U est solution de
I"équation différentielle ordinaire X = v(X) sous la condition initiale ®°(X;) =

X1. Donc,

L0106) =@ (X))

La famille {®*} est appelée le flot de I'équation différentielle ordinaire.
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1.3.2 Dépendance des parametres

Les solutions des équations différentielles ordinaires dépendent différentiablement
des parametres.

THEOREME 1.7 On considere un champ de vecteurs vy : U x V — R™ défini sur un
ouvert U de R™ et dépendant d’un multi-parametre A défini sur un ouvert V de R™,
de classe C" en (X,A), et (Xo,Ao) € U x X. Il existe 8 > 0,1 > Oet € > 0 et une
fonction @ (X, A, t) de classe CT définie sur {X € U;|X—Xo| < 8} X {A € V;|]A—Aol <
n} x {t €] — €, e[} tels que pour tout X1 € B(Xo, ) et pour tout A € B(Ao,n), la
fonction ®(Xq,A,-) : —le,e[— U est solution de I'équation différentielle ordinaire
X = va(X) sous la condition initiale ® (X7, \,0) = Xj.

PREUVE On regarde le systéme & parameétres comme un systéme sur un es-
pace de dimension n 4+ m en introduisant les équations A = 0. On applique le
théoreme 1.5 au systeme

X =w(X) =v(X,A), (112)

O

1.3.3 Théoréme de redressement

THEOREME 1.8 (Théoreme de redressement) On considere un champ de vecteurs v :
U — R™ de classe C™ et Xo € U tel que v(Xo) # 0. Il existe un voisinage V de Xo et
un difféomorphisme de classe C*, F : V= W, o1t W est un ouvert de R™, transformant
I'équation différentielle ordinaire X = v(X) en I'équation

yr =1,
U2 =0,

(1.13)
Un =0.

PREUVE Soit (P) un hyperplan passant par X, et perpendiculaire a v(Xp). On
prend l'origine en X, et on introduit des coordonnées (yz,...yn) sur (P). Par
continuité, le champ de vecteurs est transversal a (P) sur un voisinage W’ de
Xo dans (P) etil existe € > 0 tel que les trajectoires pour X; € W’ sont définies
pour t €] — €, €[. On va définir F~! : W = W’ x] — €, e[— U. Soit g(y2,...Yn)
le point de W’ C (P) de coordonnées (yz,...yn). On pose

F 'y, u2,--,yn) = @Y (g(y2, ..., Yn)).

Cette application transforme la solution de I’equation différentielle (1.13) pas-
sant par (0,Y2,...Yn) en la solution de 'équation différentielle ordinaire X =
v(X) passant par g(yz, . ..Yn). Pour montrer que F~! est inversible sur un voi-
sinage de 0 , il suffit, par le théoreme des fonctions inverses, de montrer que
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sa matrice jacobienne en 0 est inversible. La premiére rangée de D(F~')(0) est
donnée par v(Xp ). La rangée i est donnée par un vecteur de (P) tangent a la di-
rection y;. Comme les rangées de la matrice sont linéairement indépendantes,
D(F~1)(0) est inversible et donc, F est un difféomorphisme d’un voisinage de
Xo sur un voisinage de 0. O

Le théoreme de redressement (appelé “flow-box theorem” en anglais) donne
la classification locale des champs de vecteurs de classe C" au voisinage dun
point non singulier. Pour compléter la classification locale, il suffit donc d’étu-
dier le voisinage des points singuliers. En soi, c’est un programme immense
qui est loin d’étre complété en toute généralité.

1.3.4 Prolongement des solutions

On a vu qu’on peut construire une solution d’une équation différentielle
ordinaire pour des valeurs du temps dans un intervalle [—¢, €]. Peut-on pro-
longer la solution pour des valeurs de t en dehors de cet intervalle ? Pas tou-
jours. Mais l'obstruction est d'un seul type : on sort du domaine de I'équation
différentielle ordinaire en un temps fini. Nous énongons sans preuve le théoreme
suivant

THEOREME 1.9 On considere une équation différentielle ordinaire X = v(X) de classe
C' sur un ouvert U de R™. Soit Xo € U et ®Y(Xo), t € J, la solution de condition
initiale ®°(Xo) = Xo sur un intervalle ouvert maximal | = (o, ) qui est un voisi-
nage de 0 dans R. Supposons que ] n’est pas égal a R. Soit K un compact inclus dans
. Alors,
— soit —oo < & < 0. Dans ce cas, il existe t €], 0[ tel que ®*(Xo) & K;
—ou 0 < B < oo. Dans ce cas, il existe t €]0, B[ tel que ®*(Xo) ¢ K. En
particulier, soit |®* (Xo)| devient non borné, ou ®*(Xo) s’approche de la frontiere
de U lorsque t — f3.

EXEMPLE 1.10 Considérons I'équation différentielle sur R

dx . 5

a—x

Comme elle est a variables séparables on peut l'intégrer explicitement et on obtient

1T 1
__ — =1,
X X0
ce qui donne
X0
x(t) = ——,
(t) 1T —xot

et on voit que, pour xo > 0, x(t) — oo lorsque t — Xi La solution passe donc a

Uinfini en temps fini. ’
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1.4 Rappel sur les systémes linéaires

Dans cette section nous rappelons les principaux résultats sur les systemes
d’équations différentiels linéaires a matrice constante de la forme

X = AX,

ol A est une matrice n x n a coefficients réels et X € R™. Il sera parfois utile
de considérer 'extension R™ C C™ qui permet d’étendre le systeme a C™ et de
permettre des changements de cordonnées qui ne préservent pas le caractere
réel de la matrice.

L'importance des systemes linéaires est qu'ils constituent une premiére ap-
proximation d’un systéme non linéaire au voisinage d’un point singulier.

EXEMPLE 1.11 Pour n = 1, I'équation différentielle X = ax a pour solution x(t) =
e%x sous la condition initiale x(0) = xo.

Ceci suggere que la solution du systeme X = AX sous la condition initiale
X(0) = Xo est donnée par X(t) = e**X,. C'est effectivement le cas, et il nous
faut donc définir I'exponentielle d"une matrice carrée B.

DEFINITION 1.12 Etant donnée une matrice carrée B, n x n, U'exponentielle de la
matrice B, notée e®, est donnée par la somme de la série convergente suivante

o0
! =)
n=0

2|

n
' )

oit B® = 1, est la matrice identité.

Lorsqu’on traite de la convergence de suites de matrices on utilise la norme
suivante

DEFINITION 1.13 La norme d’une matrice B, n x n, a entrées réelles, notée

|BJ|, est
IBIl = max_ |BX],
soit le maximum des normes des valeurs BX pour X sur la sphére unité
s =X e R X =1}

Si on permet aux entrées de B d’étre complexes, alors on définit la sphere complexe de
dimension n — 1 comme

ST ={X=(x1,...,%n) €C™| Y _[x;]* =1}
j=1

On a alors
|Bllc = max [BX|.
Xesg!
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PROPOSITION 1.14 La norme d’une matrice carrée 1 x n satisfait aux propriétés
suivantes :

— Si A est une matrice n x n, alors |A]| > 0.

— Si A est une matrice n X n, alors |A|| = 0 si et seulement si A = 0.

— Si A et B sont deux matricesn x n, alors |A + B < ||A]| + [|B]|

— Si A est une matricen x net X € R™ (ou X € C"), alors |AX] < ||A]|IX].

00 B"

En utilisant ces propriétés on peut montrer facilement que la série } ", =+

définissant e® est convergente. (Exercice)
Le calcul de eP se fait aisément si on utilise la forme de Jordan de B.

PROPOSITION 1.15 1. Soit ] un bloc de Jordan k x k de la forme

AT 0 .00
0 A1 0
J = :
00 0 0 A
Alors,
2 k—1
ed A et (?‘_12)! el
A A A2 A
o e Ae =
0 0 0 0 e
2. Si A est une matrice n x n de la forme
By 0 ... 0
0 B, ... 0
A= . . .
0 0 ... B

ot Bj est une matrice m; x mj et my + - -- + m, =n, alors

eBr 0 0
0 eB2 0

e = )
0 0 eBr

Ceci couvre le cas d’une matrice diagonale (m; = 1 pour tout j).

3. Soit A une matrice n x n et S une matrice inversible telle que SAS™! =],
ott ] est une matrice de Jordan. (S est la matrice de changement de base vers la
base dans laquelle la matrice de I'opérateur X — AX est la matrice de Jordan ].)
Alors,

e =s7'els.
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4. Soit A une matrice n X n a entrées réelles et | sa matrice de Jordan. Si | a un
bloc de Jordan
AT 0 .00
0 A1 0
00 0 0 A
correspondant a une valeur propre A non réelle, alors il a aussi le bloc de Jordan
conjugué

>|

1
A1 o...00

o

=T =

5. Soit A = (¢ P). Alors,

A (ea cosb —e%sin b)
e%sinb e“%cosb /-

Une des raisons pour lesquelles on a rappelé les principaux résultats sur
les systémes linéaires est qu’il servent de modéle pour l'organisation des tra-
jectoires au voisinage d'un point singulier, au moins dans le cas ot toutes les
valeurs propres ont des parties réelles non nulles.

1.5 Un critére pour la stabilité asymptotique d'un
point singulier

DEFINITION 1.16 Un point singulier Xo d’un champ de vecteurs X = v(X) défini
sur un ouvert U est asymptotiquement stable s’il existe un voisinage V de X tel
que, pour tout Xy € V alors, limy_, 1 $*(X1) = Xo.

1.5.1 Le cas linéaire

THEOREME 1.17 On considere le systeme linéaire X = AX dans R™. Si toutes les
valeurs propres de A ont des parties réelles négatives, alors I'origine est asymptotique-
ment stable.

PREUVE On peut bien stir changer de base pour amener la matrice A a une
forme plus simple A’. Si on pose Y = SX, alors on a Y = SAS~'Y et donc
A’ = SAS'. Dans tous les cas, la méthode sera la suivante : dans la base
considérée, on va regarder la fonction

FY) =vi+- +vq.
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Calculons la dérivée de F le long d’une trajectoire Y(t). Cette dérivée vaut

dF(Y(t))

Fra VE(Y(t)) - A'Y(t) = 2Y(t), A'Y(1)).

Puisque toutes les valeurs propres de A ont des parties réelles négatives et que

A et A’ ont les mémes valeurs propres, on pourra choisir S pour que %
que l'on notera simplement F satisfasse
—ColYP < F<—CylYP, (1.14)

pour des constantes C; > 0. Ceci montre que F décroit le long des trajectoires.
Mais cela ne suffit pas. Il faut voir que lim¢_, o, F(Y(t)) = 0. Pour cela on regarde
G(Y) =InY. Alors —C; < G < —Cj. Donc, G(t) < e €'t — 0 quand t — oo.
11 suffit donc de bien choisir la base (et donc S) pour que (1.14) soit vérifiée. On
va regarder plusieurs cas.

(0) 11 est aisé de se convaincre que si A est une matrice n x n de la forme

By O 0

0 B2 0
A= . )

0 0 B

ol Bj est une matrice m; x m; et my + --- + m, = n, alors les valeurs
propres de chacune des matrices B; ont des parties réelles négatives. Le
systéme a la forme d"un produit

Xj:Bij, j:],...,T.
La solution du systéme est de la forme

et on aura lim_, ;o X(t) = 0 dés que lim_, y Xj(t) = 0 pour tout j.

(i) Le cas A diagonalisable a valeurs propres réelles : on prend S telle que
SAS~! est diagonale.

(ii) Le cas A diagonalisable a valeurs propres complexes. Sans perte de généralité
on va supposer A diagonale. Chaque fois que A ¢ R est valeur propre
c’est aussi le cas de A. Considérons un sous-bloc A; = (g %) On peut

1 1

).

supposer A = a +ib, ol1 a < 0. On va prendre la matrice S; = ( 2

Alors, :
A+A A—A
B R e et _(a —b
Al =S1A48, _<>\2_ 271\>_<b a)
21 2

etF =2a(y? +y3).

[SERN]

>|
>
T
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(iii) Le cas d’un bloc de Jordan n x n a valeur propre réelle négative
A 0 ... 0
0 1 0

1
A
000 0 A

Soit € > 0. On considere ]’ = SJS™, ot S est la matrice diagonale

10 0
0o 1 0
S= .
00 0 k&
Alors,
A e O 0
o 0 A e 0

Soit F(Y) = Y I, y?. Alors,

n n—1
F=A) uvi+e) vivisr.
=1 =1

On abien F < 0 pour Y # 0 dés que € est assez petit (exercice).

(iv) Le cas d’'un bloc de Jordan ] a valeur propre complexe. Alors, tel que
décrit dans la proposition 1.15, on a aussi le bloc complexe conjugué, J.
On choisit € et une matrice S comme en (iii) et on applique le méme S a
J et J. On peut ensuite repasser en coordonnées réelles. (Faire les détails
comme exercice).

O

1.5.2 Le cas non linéaire

DEFINITION 1.18 Pour tout champ de vecteurs v défini sur un ouvert U de R™, on
peut définir un opérateur de dérivation noté L. Etant donné une fonction F : U — R,
la fonction L, (F) : U — R est définie par

L(F(X) = (VF(X),v(X))
et appelée dérivée de Lie de F le long de v. L, (F) représente le F défini plus haut.

THEOREME 1.19 On considere une équation différentielle ordinaire X = v(X) donnée
par un champ de vecteurs de classe C',v : U — R™, sur un ouvert U de R™ et un point



18 CHAPITRE 1. GENERALITES

singulier Xo de v. Soit A = Dv(Xo) la matrice jacobienne de v en Xo. Si toutes les
valeurs propres de A ont des parties réelles négatives, alors Xo est asymptotiquement
stable.

PREUVE Sans perte de généralité, on peut supposer qu'on a appliqué au
préalable une translation qui a ramené X, a 0. Au voisinage de 0, le champ
de vecteurs a la forme v(X) = AX + o(X). On applique un changement linéaire
de coordonnées Y = SX tel que, si A’ = SAS T et F(Y) = Y " | y? alors, pour
le systéeme linéaire Y =AY =wa,0na Lw,, = Q(Y), ot Q est une forme
quadratique définie négative. Donc, il existe & > 0 tel que Q(Y) < —§|Y|%. Re-
gardons maintenant la dérivée de Lie de F le long du champ v :

L, (F) = Q(Y) + o(|YI?) < —38|YI* + o(|YI?).

Il existe donc € > 0 et &' tels que L, (F) < —8'Y? pour |Y| < € et on conclut a la
stabilité asymptotique comme au théoreme 1.17. O

EXEMPLE 1.20 On considere le systéme de Lorenz

X = G(y 7X)v
Y =px—y—Xxz, (1.15)
z2=—Bz+xy,

dépendant des trois parametres positifs p, o, 3. Cherchons les points singuliers. La
premiere équation donne x = y et la troisieme z = x*/B. En remplacant dans la
seconde on obtient (p — 1)x —x3/B = x (p—1—x%/B). Donc, on a toujours la
solution (0,0,0) et, pour p > 1 on a les deux autres points singuliers

Po= (VBT VBl —Tp—1),P- =(-VBlo-1,~VBlo-T,p-1).

Remarquons que les trois points singuliers sont confondus pour p = 1. Etudions main-
tenant la stabilité de I'origine. La matrice jacobienne est donnée par

—0 o 0
A=|p—z -1 —x
Yy x =B

—0 O 0
AQ)=(p -1 0],
0 0 -B

dont le polyndme caractéristique det(Al — A(0)) est donné par

A4+ B)A2 + (o + DA+ o(1 —p)).
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Alors, les valeurs propres sont — et les deux racines de
dA) =N — (o + DA+ o(1—p).

Ces deux racines sont réelles de signe contraire si 1 — p < 0, c’est-a-dire p > 1.
Dans ce cas, l'origine est instable puisqu’on a deux valeurs propres négatives et une
valeur propre positive. Si p < 1, le produit des racines de q est positif et la somme des
racines est —o—1 < 0. Donc, on a soit deux racines réelles négatives, soit deux racines
complexes de partie réelle négative. Dans tous les cas, I'origine est asymptotiquement
stable. Si p = 1 on a une valeur propre nulle et on ne peut conclure.

Etudions maintenant la stabilité des points singuliers Py. La matrice jacobienne
en ces points est donnée par

—0 o 0
A(Py) = 1 —1 FVBlp—1)
+y/Blp—1) £/Blp—1) —B

dont le polynome caractéristique det(Al — A(P4.)) est donné par
A=A (1+0+PB)+AB(o+p)+2Ba(p—1).

Ce polynome est de la forme A3 + aA? + bA + c. Nous allons montrer au lemme 1.21
que les trois racines ont des parties réelles négatives sous les conditions a > 0, ¢ > 0
et ab — ¢ > 0. Les deux premieres conditions sont vérifiées pour p > 1. De plus

ab—c=p(1+o0+B)(oc+p)—Bp
=Bl—plc—=PB—=T1)+0c(3+0+p).

On voit que si 0 — 3 — 1 > 0, les points P4 sont asymptotiquement stables pour

o3+o+

o—pB—1
Le systeme de Lorenz est en général étudié pour o = 10 et p = 3. Pour ces valeurs,
o—pB—1>0etpy ~24,74..

LEMME 1.21 (Critere de Routh-Hurwitz) Le polyndme p(x) = x> + ax? + bx + ca
trois racines de partie réelle négative sous les conditions, ¢ > 0 et ab —c > 0.

PREUVE On peut diviser 'espace (a, b, c) en régions ot les signes des parties
réelles des racines sont constants. En effet, les racines dépendent contintiment
de a,b,c. Il n'y a que deux maniéres dont le signe des racines peut changer.
— Une racine s’annule : ceci se produitsic =0;
— deux racines traversent ’axe imaginaire. Le polynéme p a toujours une
racine réelle x1. Soit x 3 = iw les deux racines imaginaires pures. On a
x1 +x2 +x3 =—a. Or, x; +x2 + x3 = —a = x7. Donc, —a est racine de p,
c’est-a-dire

p(—a) = (—a)®* 4+ a(—a)*> —ba+c=c—ba=0.
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Cependant, sur la surface ¢ = ab, il faut éliminer le cas de deux valeurs
propres réelles opposées. On a p(x)|c—ab = (x+a)(x*+b). Pour b < 0, on
a donc trois racines réelles et aucune racine ne traverse 1’axe imaginaire.
Donc, seule la portion de la surface ¢ = ab correspondant a b > 0 est
pertinente.
La surface ¢ = 0 et la demi-surface ¢ = ab, b > 0 divisent 'espace en 4 régions
ouvertes (faire le dessin) et dans chacune il suffit de prendre un point pour voir
quel est le signe des parties réelles des racines de p(x)
— larégion Ry ={(a,b,c)|c>0,c <ab,a,b > 0}:les trois racines ont des
parties réelles négatives;
— la région R; = {(a,b,c) | ¢ > 0} \ Ry : une racine a une partie réelle
négative et deux racines ont des parties réelles positives;
— larégion R3 ={(a,b,c)|c <0,c>ab,a<0,b>0}:les trois racines ont
des parties réelles positives;
— la région R4 = {(a,b,c) | ¢ < 0} \ Rz : une racine a une partie réelle
positive et deux racines ont des parties rélles négatives.
O

1.6 Ensembles x-limite et w-limite d"une trajectoire.
Ensembles invariants

DEFINITION 1.22 On se donne un champ de vecteurs v(X) de classe C' sur un ou-
vert U de R™. Soit Xo € U et sa trajectoire X(t, Xo) = ¢*(Xo).

1. L'ensemble «-limite de la trajectoire de Xo est I'ensemble (s'il existe) des points
Xi tels qu'il existe une suite t, — —oo pour laquelle limy, _, o, ¢ (X7) = Xo.

2. L’ensemble w-limite de la trajectoire de X, est I'ensemble (s'il existe) des points
X2 tels qu'il existe une suite tn, — ~+oo pour laquelle limy, _, o, ¢ (X2) = Xo.

EXEMPLE 1.23 L'ensemble o-limite ou w-limite d’une trajectoire peut étre un point
singulier, un cycle limite, un ensemble de points singuliers et de trajectoires les joi-
gnant.

DEFINITION 1.24 On se donne un champ de vecteurs v(X) de classe C' sur
un ouvert U de R™.

Un sous ensemble M de U est positivement (resp. négativement) invariant si
pour tout Xo € M, la trajectoire positive de Xo, soit I'ensemble des points
{dpt(Xo) | t € RT}est incluse dans M.

2. Un sous ensemble M de U est invariant s'il est positivement et négativement
invariant.

THEOREME 1.25

L’ensemble w-limite (resp. «-limite) d’une trajectoire est invariant.
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PREUVE. Soit I'’ensemble w-limite de trajectoire positive d"un point X, et soit
X7 € T.S0it T € R. On doit montrer que &7 (X;1) € I. Il existe une suite t,, € RY,
telle que tn, — +o0 et limp 0 ¢ (Xo) = X7. Comme t,, — +o0, il existe m tel
que tn, > T pour n > m. Considérons la suite des temps T = tm4n +T.ona
Th > 0 et imn_ 0o Th — +o0. Alors,

¢ (Xo) = b (G (Xo) — b (X1).

Donc, 7 (X;) € T. O

1.7 Existence de variétés stables et instables d’un
point de selle hyperbolique

Les variétés différentiables sont des espaces topologiques munis d"une struc-
ture différentiable et étudiées en géométrie différentielle. Des exemples de base
sont donnés par

— un ouvert de R™ qui est une variété de dimension n;

— la sphere S™ qui est une variété de dimension n. Si 'on veut la décrire,
indépendamment de I'espace ambiant R™" ou elle est plongée, on se
donne un atlas de cartes. Chaque carte représente un ouvert sur la sphére
et on décrit le recollement de deux cartes qui ont une intersection non
vide;

— le tore est une variété de dimension 2;

— une courbe, surface ou hypersurface différentiable dans R™ est une variété
différentiable. Comme elle est plongée dans R™, c’est une sous-variété de
R™

Nous allons nous limiter aux sous-variétés de R™. Les variétés stables et in-
stables d'un point de selle hyperbolique seront des sous-variétés de R™, mais
nous allons utliser le terme « variété » pour étre en phase avec la littérature.

DEFINITION 1.26 Une sous-variété de classe C" (resp. C*, C®) de dimension k de
R™ est un sous-ensemble W de R™, tel que pour tout Xo € W, il existe un voisinage
U de Xo et une fonction F : U — R™* de classe C" (resp. C*, C®) et de rang
maximum (c’est-a-dire qu’en tout point X le rang de la transformation linéaire DF(X)
est n — k) tels que, pour tout X € U, alors X € W si et seulement si F(X) = 0.

PROPOSITION 1.27 Soit W une sous-variété de classe C" (resp. C*, C) de dimen-
sion k de R™. Alors, pour tout Xo € W, il existe un voisinage U de Xo, un ouvert
V de R* et une fonction G : V. — U tels que, pour tout X' € U, alors X € W si et
seulement si il existe Y € V tel que X = G(Y).

PREUVE En Xo, I'hypothése que F est de rang maximum permet d’appliquer le
théoréeme des fonctions implicites. Si F = (Fy, ... Fa_i) il existe des indices j1 <
j2 < -+ < jn—x tels que la matrice A = (ayj, )li,e=1 oF;

n—%ks ou aij, = W, est

inversible. Soit s1 < 52 < -+ < sy les indices différents des j, précédemment

.....
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définis. Le théoreme des fonctions implicites donne I’existence de U, V et d"une
fonction g : V. — R™* tels que si X = (x1,...xn) € U, alors F(X) = 0 si et
seulement si (Xj,,...,%j, ) = g(Xs,,...,Xs, ). On passe de g a G en rajoutant
les coordonnées X, , ..., Xs, - O

Les preuves de l'existence des variétés stables et instables en classe C" ou
C* sont assez longues et techniques. En classe analytique C%, la preuve est
assez courte (voir par exemple [1]). Par contre, elle est faite pour des champs
sur des ouverts de C™ et il faut ensuite vérifier le « caractere réel » des variétés
obtenues.

THEOREME 1.28 On considere une EDO, x = v(x), de classe C" (resp. C*, C%)
sur un overt U de R™ et Xo un point singulier hyperbolique de type selle avec k (resp.
n —k) valeurs propres a partie réelle négative (resp. positive). On peut supposer que la
matrice A du linéarisé en Xo a la forme A = (8 2), oit les valeurs propres de B (resp.
C) ont des parties réelles négatives (resp. positives). Soit E et E" les sous-espaces
propres associés a B et C. Alors, dans un voisinage de Xy, il existe une unique variété
stable (resp. instable) W* (resp. W) de dimension k (resp. n — k) tangente au sous
espace E° (resp. B™) et invariante sous le flot. On a donc

- Vt>0,¢" (W) C Wset, VX € WS, limy, 1o $(X) = Xo;

-Vt <0, o1 (WH) C Whet, ¥X € WY, limy—, o $*(X) = Xo.

SCHEMA DE LA PREUVE Sans perte de généralité, on peut supposer que Xo =
0. Il suffit de faire la preuve de l'existence de W*. La variété W* est alors la
variété stable de 'EDO x = —v(x). On écrit

v(X) = AX + f(X), f(0) =0, Df(0) =0, f(X) = o(|X]).

Comme le théoreme est local, on peut remplacer le champ v(X) par un
champ w(X) = AX+f(X)@(X), olt ¢ est une fonction C* qui prend des valeurs
dans [0, 1], est identiquement égale a 1 au voisinage de l'origine et qui s’annule
en dehors d’une boule de rayon 6. La fonction ¢ est telle que la dérivée de
f(X)@(X) est plus petite que € sur tout R™. Un avantage de cette transforma-
tion est que les trajectoires de w(X) se prolongent indéfiniment. On va garder
la notation v(X), plutét que w(X) pour le nouveau champ.

On cherche la variété W* sous la forme d’un graphe

x5 =Pj(x1,...,%x), j=k+1,...,n.

P = (% o) Q=(g &)

Remarquons que P = AP et Q = AQ. Aussi,

Soit

eM =P(t) + Q(t).

Soit « et o tels que toutes les parties réelles des valeurs propres de B soient
inférieures & —x — 20 et toutes les parties réelles des valeurs propres de C
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soient supérieures a 20. Alors, il existe K tel que

[P(t)]| < Ke~(a+olt) ¢ >0,
[Q(t)]| < Ke®*, t<0.

Soit a € R™. On regarde 'équation intégrale pour u(t,a) € R™

u(t,a) = P(t)a + Jt P(t —s)f(u(s, a))ds
+o0 ° (116)
*J Q(t —s)f(u(s,a))ds.

t

On cherche une solution de cette équation qui reste bornée pour tout t > 0.
Commengons par montrer que u(t,a) pour a fixé est solution de I'EDO.

P’(t)a + P(0)f(u(t,a)) + Jt P’(t — s)f(u(s,a))ds
0

ou _
ot
+o0

+ QO)f(ult, a)) —J Q'(t — s)f(uls, a))ds

=AP(t)a+f(u(t,a)) + AJ P(t —s)f(u(s,a))ds
0

+o0
—AJ Q(t—s)f(u(s,a))ds

= Au(t,a) + f(u(t,a)) =v(u(t,a)).

On résoud 'équation (1.16) par approximations successives

ul(t,a) =0
t

u™ ' (t,a) = P(t)a +J P(t —s)f(u™(s, a))ds
0

— J+oo Q(t—s)f(u™(s,a))ds.

t

(1.17)

On montre par induction que

K|ale=*t

+1

(@)t @) € S

En effet, on a [u (t, a] < Ke™(*+9)t|q|. Supposons maintenant que la propriété
soit vraie pour n — 1. Vu que ||Df|| < ¢, alors € est une constante de Lipschitz
pour f : [f(X) — f(X’)] < €[X — X'| pour tous X, X’. Remarquons qu’on peut
prendre e aussi petit que ’'on veut : il suffit de prendre le  assez petit dans le
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choix de .

t
W (4 @) — ut (¢ @) < J Ke(e+0) (5) [un (s a)) —u™ (s, a)lds
0

+o0
+J Ke® s eju™(s, a)) —u™"' (s, a)lds
t

20— (ato)t t 2 t 00
< K-ee !N e%5ds + K ee|al e~ (x+0)s 4
21171 0 21171 ¢
K2€|a\ ef(oc+cr)tem -1 L oot e (o+alt
AL o o+«
K2€|(l‘ efoct ef(oc+cr)t efzxt
- 2 ( o o o+ oc)
K2€|(l‘ efzxt efoct
<< +
A o o+«
KZelale—xt 2
= 1o
_ K?elale >t
- 2vlg
Klale~*t
R
< on

si € est choisi pour que ££ < 1.
Alors limn o u™(t, a) = u(t, a), uniformément pour t > 0. A la limite,

- = K|aje—«t
lu(t,a)l < E ‘un-ﬁ—] —Un| < E T = 2K\a|e’°‘t
n=0 n=0

et dong, limy_, 1o, u(t,a) =0.

La propriété remarquable est que les (n — k) dernieres composantes de a
n’ont aucune influence sur la solution : cela vient de la construction des u,,.
Dongc,

u(tva):u(ta(a1v'-'aaka0a-'->o))
et,siu=(uy,...,un),alors
a'v j:],...,k,
j Oa = ! 0
ui(0,a) {—fo Q(—s) f(u(s,(a,...,ax,0,...,0))ds, j=k+1,...,n.

Ceci nous fournit la définition des fonctions 1; :
Pj(ar,...,ax) =u;(0,(as,...,ax,0,...,0)), j=k+1,...,n.
Les équations

x5 =VPj(x1,...,x) =w(0, (ar,...,ax,0,...,0)), j=k+1,...,n
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définissent une variété de dimension k. De plus, si X(t) est une solution telle
que X(0) =u(0, a) € W* pour un certain a, alors X(t) = u(t, a) = u(0,u(t, a)).
Dongc, X(t) € W*® pour tout t > 0.

Il reste a montrer que les fonctions 1; sont de classe C". Cette partie de-
mande du travail et nous la sauterons : ¢’est pourquoi nous avons dit que nous
ne faisions qu’un schéma de la preuve. O

La preuve précédente est un peu longue. Par contre, le calcul de la série de
Taylor tronquée des variétés stables et instables se fait facilement. Cette série
de Taylor permet, entre autres, de connaitre la concavité des variétés stables et
instables au voisinage du point de selle.

EXEMPLE 1.29 Onconsidere le systeme
X=y+ 7% — yz,
U = x +4xy + 2y>.

La matrice du point de selle a I'origine est A = (§ |) de valeurs propres 1 et —1. Une
matrice de changement de base diagonalisant A a pour colonnes des vecteurs propres
de A, soit par exemple la matrice S = (] ) et son inverse est

11
8_1 == ( 2] %) .
2 2
Les nouvelles coordonnées Xy sont données par X; = S=1X. Alors, si X1 = (x1,u1),

ona

. 7 5 15
X1 =Xq +ZX1 —X1Y1 *591,

. 5 3
Y =-—yr + ZX% +5%x1y1 — zy%-

La variété stable est de la forme
y1 = h(x1) = ax? +bx3 + O(|x1[*),

et la variété instable de la forme
x1 = k(Y1) = cyi + dyi + O(ly1*).

Pour faire le calcul, on écrit que y1 = h(x1) est invariante sous le flot. Donc,
(Y1)ly, =hix) = (M%) ly, —hixr)-

On évalue les deux cotés et on identifie les termes de méme degré en xy :
— Termes de degré 2 : on obtient 3 — a = 2a, d'oil on tirea = 2;

— Termes de degré 3: on obtient 5a—b = 7a+3b, d'oiton tireb = —$ = -2

12°
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De méme, pour la variété instable, on considere I'équation

(’h)'x]:k(y]) = (k/(yl )y1 )|x1:k(y])-

On évalue les deux coOtés et on identifie les termes de méme degré en yy :

— Termes de degré 2 : on obtient = % +c¢=—2c,dotton tirec = %;
— Termes de degré 3 : on obtient —c + d = —3c —d = 2c + 4d, d’oit on tire
d=-5=—5.

Donc, la variété stable est de la forme

5 5
Y1 = gx% - 1—2"? +0(x7),

et la variété instable est de la forme

1 1
vi — =i + Oy}

X135 12

EXEMPLE 1.30 On va revenir sur le systeme de Lorenz et calculer en premiére ap-
proximation la variété stable et instable du point de selle a I'origine quand p > 1. Le
systeme a la forme

X —0 O 0 X 0
yl=p -1 0 yl|+|—xz
z 0 0 -pB z Xy

On doit changer de variables pour diagonaliser la matrice. Soit

D =4/(oc—1)2 +40p.

Une matrice de changement de base est

o o 0

-1 11—
S o—14D o 5 D 0
0 0 1

d’inverse
_o0o—1-D 1 0
8—1 — o— (—r}—% 7Dl 0
20D D

0 0 1

Le changement X1 = S~ "X transforme le systeme en

. —(c+1)+D o
X1 —#XI _6(X1 +y1)z1,
. —(oc+1)-D o
Vr=——> W +5(X1 +y1)z1,

1 1
i1:—&n+zdc—1+Dhﬁ+GW—1hw1+Edcf1—Dmf
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La variété stable est tangente au plan (y1,z1). Elle est donc de la forme
x1 =h(y1,21) = ayi + byiz1 + ¢z + Ol(y1,21)P).
La variété instable est tangente a I'axe x1 et de la forme
(y1,21) = (ki (x1), k2 (x1)) = (dxF + O(x}), ex] + O(x7)).
On les calcule comme précédemment. Le calcul donnea =c =d =0,

b o ~ o(D+o-1)
“DB+D) T 2D+p—o—1)
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Chapitre 2

Théorie de la stabilité de
Lyapunov
2.1 Introduction

Nous avons vu qu'un point singulier pour lequel la matrice du linéarisé
a des valeurs propres a partie réelle négative est asymptotiquement stable. Si
certaines des valeurs propres ont des parties réelles positives, le point est in-
stable. Mais qu’en est-il dans les autres cas? Beaucoup de situations peuvent
se produire et il n’existe pas de méthode générale permettant de conclure dans
tous les cas, mais plut6t un certain nombre de méthodes ad hoc. La méthode de
Lyapunov en est une. Elle est trés importante parce qu’elle permet de conclure
dans plusieurs cas ou les autres méthodes ne fonctionnent pas. De plus, elle
permet d’évaluer la taille du bassin d’attraction d’une singularité, ce que ne
permet pas le critére du signe des parties réelles des valeurs propres. L'idée
géométrique est tres simple. Commencons par quelques définitions.

DEFINITION 2.1 1. Un point singulier Xo d'un champ de vecteurs X = v(X)
défini sur un ouvert U est stable si, pour tout voisinage V de x, il existe un
voisinage W de xo tel que si X1 € W, alors *(X7) = X(X5,t) € V pour t > 0.

2. Un point singulier Xo d'un champ de vecteurs X = v(X) défini sur un ouvert
U est asymptotiquement stable s’il existe un voisinage V de Xo tel que, pour
tout X1 € Valors, limy_, 1 o, $t(X7) = Xo.

3. Soit Xo un point singulier asymptotiquement stable d’'un champ de vecteurs
v(X) défini sur un domaine U. Le bassin d’attraction de X, est I'ensemble des
points Xy € U tels que limy_, 1 $*(X7) = Xo.

EXEMPLE 2.2 L'origine dans le systéme
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est stable. En effet, = 0. Donc, si on prend V.= W = B(0, ), toute trajectoire
issue de x1 € W reste toujours dans V. Par contre les trajectoires sont incluses
dans des cercles centrés en 0. Le point n’est donc pas asymptotiquement stable.

2. L’origine dans le systeme
x =y —x(x* +y?),
Y =x—ylx* +y?),

est asymptotiquement stable. En effet, il est aisé de vérifier que + = —r3. Dans
ce cas-ci on peut intégrer explicitement + = —v3 et vérifier que lim_, o, = 0.
Ceci, c’est I'approche analytique. 1l y a une deuxieme maniere, plus géométrique
de conclure. Cette deuxieme se généralisera en la méthode de Lyapunov.

Considérons la fonction F(x,y) = x* +y? = 12. Ses courbes de niveau sont
des cercles concentriques autour de I'origine. Regardons comment est dirigé le
champ en un point d'une telle courbe. On voit qu’il est dirigé vers l'intérieur
de la courbe. En effet, considérons %F(x(t),y (t)). Par la régle de dérivation en

chaine,

d oF oF

GEF0,u(0) = x b 5y =1 <0
partout, sauf a I'origine. Donc, le champ est dirigé dans la direction dans laquelle
F décroit, c’est-a-dire vers 'intérieur de la courbe.

Cette approche géométrique nous a évité d’intégrer une équation différen-
tielle. Aussi, on voit que I'expression exacte de la fonction F(x,y) n’a pas d'im-
portance tant que ses courbes de niveau sont concentriques autour de l'origine.
De plus, I'idée peut fonctionner en dimension supérieure. Cette approche est
précisément la méthode de Lyapunov.

THEOREME 2.3 On considere un champ de vecteurs v(X) de classe C' défini sur un
ouvert U de R™ et Xo un point singulier de v. Soit V un voisinage de Xo et F: V — R
une fonction de classe C' telle que

— F ait un minimum local strict en Xo ;

- F = (VF(X),v(X)) <0 pour tout X € V.
Alors, X est stable. Si, de plus F<0 pour X € V\{Xo}, alors X, est asymptotiquement
stable.

PREUVE Soit r tel que la boule fermée B(Xo, ) soit incluse dans V et soit L le
minimum de F sur le cercle C(Xq, ). Alors L > F(Xg). On considere W = {X €
V | F(X) < L} Bien str, W C V. De plus si X; € W, alors F(¢*(X1)) < F(Xy)
pour tout t > 0 puisque F décroit le long des trajectoires. Donc F($p*(X;)) €
W C V pour tout t > 0. On en conclut que X est stable.

Supposons maintenant qu’on ait I’hypothese plus forte que F < 0. Puisque
’ensemble des points {¢p*(X;1) | t > 0} est borné, il contient un point d’ac-
cumulation X;. Montrons que X; = Xp. En effet, il existe t1 < t, < -+ <
th < ... tels que ¢'(X3) — Xz, ot t,, — oo. De plus, si Xn = ¢ (Xy),
alors la suite F(X;,) est strictement décroissante vers un minimum m = F(X3).
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5i m = F(Xp), alors X, = Xp. Sinon, considérons la trajectoire issue de Xj.
Alors, F décroit le long de cette trajectoire. Donc, pour T > 0, alors F(¢ T (X2)) =
m’ < m = F(Xz). Soit € < m_Tm/ Par continuité des solutions par rapport aux
conditions initiales, il existe un voisinage W' de X, tel que si X3 € W’, alors
IF(¢T(X3)) — F(¢T(X2))| < €. On prend un x; particulier de la forme ¢~ (X7).
Alors, F(¢p T+t (X;)) < m. Mais, il existe t,, > T + t,,. Comme F décroit le long
des trajectoires, F(¢ T (X1)) > F(pt™ (X;)) > m. Contradiction. O

La fonction F du théoréme est appelée fonction de Lyapunov.
Comme on le voit, la méthode est puissante, mais il n’est pas toujours facile
de trouver une fonction de Lyapunov. C’est une question de flair.

EXEMPLE 2.4 Considérons le champ
(2.1)

Si I'on exclut le terme x*y on a un systeme hamiltonien de fonction de Hamilton

H(x,y) = % + ’;—4. Ceci suggere de voir si cette fonction n’est pas une fonction de
Lyapunov pour le systeme total. C’est le cas puisque

H=—x?y? <0.

Donc, on peut conclure par le théoréme précédent que I'origine est stable. Mais on voit
bien que H ne s’annule que sur les axes et qu’ailleurs il est partout négatif. Ceci suggere
qu’on peut espérer montrer que l'origine est asymptotiquement stable. Le théoréme de
Lyaounov ne suffit plus, mais Lassalle a montré des raffinements plus puissants. En
voici un.

THEOREME 2.5 On considere un champ de vecteurs v(X) de classe C' défini sur un
ouvert U de R"™ et Xo un point singulier de v. Soit V un voisinage de Xo et F: V — R
une fonction de classe C' telle que

— F ait un minimum local strict en Xo ;

- F = (VF(X),v(X)) > 0 pour tout X € V.
Alors, X est stable. Si, de plus F<0 pour X € V\{Xo}, alors X, est asymptotiquement
stable.

2.2 Les raffinements de la théorie par LaSalle

THEOREME 2.6 On considere un champ de vecteurs v(X) de classe C' défini sur
un ouvert U de R™. Soit K un sous-ensemble compact positivement invariant. Soit
V un ouvert contenant K et F : V — R une fonction de classe C' telle que F =
(VF(X),v(X)) < 0 pour tout X € V. Soit E l'ensemble des points de K sur lequel

F(X) = 0. Soit M le plus grand sous-ensemble invariant de E. Alors toute solution
commengant dans K a son ensemble w-limite dans M.
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Soit X(t) = ¢'(X;) une solution commencant en X; € K. Comme F(X) est
continue sur K, elle est bornée inférieurement. De plus F(X(t)) est décroissante
et tend donc vers une limite ¢ quand t — +oco. L'ensemble w-limite I" de X(t)
est contenu dans K, puisque K est fermé. Puisque F est continue, nécéssairement
F(X)=c sur T". De plus T" est invariant. Donc, F = O sur T et C M. O

Revenons sur I'exemple 2.4

EXEMPLE 2.7 On conidere le champ (2.1). Un sous ensemble compact positivement
orienté est par exemple donné par K = {(x,y) | H(x,y) < R} On a bien H =
—x?y? < Osur K.

E={(x,y) eK|x=00uy =0}

En (x,0) # (0,0) onay = —x3> # 0. Donc, la trajectoire issue de (x,0) € E n'est pas
incluse dans €. De méme, en (0,y) # (0,0) on a x =y # 0. Donc, la trajectoire issue
de (0,y) € E n'est pas incluse dans E. Donc, le plus grand sous-ensemble invariant de
Eest M ={(0,0)}. Par le théoreme de LaSalle, toute solution commencant dans K a son
ensemble w-limite en (0, 0) et donc, I'origine est asymptotique stable. Remarquons que
pour cet exemple, si (x,y) € R?, on peut prendre R > H(x,y) arbitrairement grand
et conclure que (x,y) est dans le bassin d’attraction de I'origine. On dira que I'origine
est globalement asymptotiquement stable.

EXEMPLE 2.8 On revient sur le systeme de Lorenz

x=o(y—x),

Y =px—y—Xxz, (2.2)

z=—Bz+xy,
étudié a I'exemple 1.20. on a vu que I'origine est asympotiquement stable pour p < 1,
instable pour p > 1 et on n’a pu conclure si p = 1. Dans le cas p < 1 notre étude
n'a pas révélé la taille du bassin d’attraction. En utilisant une fonction de Lyapunov

appropriée, on pourra conclure que I'origine est globalement asymptotiquement stable
pour p # 1. Essayons une fonction F(x,y) = ax? + by? + cz? oit a,b,c > 0.
F =2axo(y — x) + 2by(px —y — xz) + 2cz(—Pz + xy)
=2 [~aox? —by® — cBz? + xy(ac + bp) + xyz(c — b)] .

On prend donc b = c. En multipliant F par une constante on peut normaliser a = 1.
Alors, .

F
5= [—ox? —by? +xy(o + bp)] — bpz?.
On doit choisir b pour que la forme quadratique Q(x,y) = —ox? —by? +xy(o+bp)
soit définie positive. Il faut donc que

A= (0+bp)? —40ob < 0.

Voyons que le choix b = o convient. En effet,

Alp—o = ?[(14+p)? —4] = o?[p? +2p =31 = o?(p — 1)(p + 3),
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et donc, Alp—o < 0 pour p < 1. En conclusion, pour F(x,y) = x* + oy? + 0z%, on a
F < 0sip < 1etl'origine est asymptotiquement stable. Regardons maintenant ce qui
se passe pour p = 1. Alors,

e ox—y?—p2 <0
7= y)® —pz" <0.
Le théoréme de Lyapunov permet de conclure que I'origine est stable. Utilisons main-
tenant le théoreme de LaSalle. E = {(x,x,0) | x € R}. Soit (x,x,0) # (0,0,0) un
point de E. Pour montrer que sa trajectoire n’est pas dans E on montre que z|(x x 0)£o-
En effet, 2lp—1 y=x40,2—0 = x> # 0. Donc, M. = {(0,0,0)} est le plus grand sous-
ensemble invariant de E et I'ensemble w-limite de toute trajectoire est I'origine. On en
conclut que I'origine est encore asymptotiquement stable.
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Chapitre 3

Equivalences de champs de
vecteurs

3.1 Introduction

La théorie qualitative des équations différentielles ordinaires décrit qualita-
tivement les trajectoires des équations. Dire que deux équations différentielles
ordinaires ont qualitativement les mémes trajectoires, c’est dire qu’elles sont
équivalentes sous une relation d’équivalence adéquate. Dans ce chapitre, nous
allons voir qu’il faut plusieurs tdtonnements avant de définir les bonnes re-
lations d’équivalence. Lorsqu’on a une relation d’équivalence, I'idéal est d'in-
dentifier un représentant « canonique » de la classe d’équivalence. Par exemple,
dans le cas de la relation d’équivalence donnant la similitude des matrices,
deux matrices sont semblales si et seulement si elles ont la méme forme de
Jordan (modulo les symétries de cette forme de Jordan). De la méme maniere,
mais seulement dans les cas les plus simples, on peut identifier un représentant
canonique de la classe d’équivalence. La plupart des classes d’équivalence que
nous considérerons seront locales, c’est-a-dire pour des germes d’équations
différentielles ou de champs de vecteurs.

DEFINITION 3.1 Un germe de champs de vecteurs en un point X est une classe
d’équivalence de champs de vecteurs v : U — R™, oit U est un voisinage ouvert de R™,
sous la relation d’équivalence suivante : v : U — R™ est équivalent aw : U’ — R™ si
et seulement siv =w sur UNu’.

REMARQUE 3.2 On définit de la méme maniére les germes de fonctions. Parler de
germe en un point, plutot que de fonction, libére de la contrainte de définir le domaine
de définition, dont on sait seulement que c’est un voisinage du point.

39
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3.2 Le cas des systemes linéaires

3.2.1 Equivalence linéaire

On considére un systéme linéaire
X = AX,

ol X € R™ et A est une matrice n xn a entrées réelles. Un tel systeme est global.

Etant donné deux systémes linéaires X = AX et Y = BY sur R", il est
naturel de se demander si le deuxiéme systéeme peut se déduire du premier
par un changement linéaire de coordonnées (qui préservera donc la forme du
systéme). Essayons de poser Y = SX, ol S est une matrice n x n inversible.
Alors

Y =SX = SAX = (SAS Y.

Donc, B = SAS™T, c’est-a-dire que B est semblable a A. Par suite, A et B ont les
mémes valeurs propres et la méme forme de Jordan.

Cette relation d’équivalence est trés forte. Trop forte en fait : elle a beaucoup
trop de classes d’équivalence. En effet, regardons deux champs de vecteurs
linéaires de R? ayant par exemple tous deux un point de selle, ou encore tous
deux un foyer attractif avec une vitesse angulaire positive. Lorsqu’on regarde
les trajectoires, on a envie de dire que les deux champs sont équivalents, méme
si les valeurs propres ne sont pas les mémes. Il nous faut donc une relation
d’équivalence plus faible.

3.2.2 Equivalence différentiable

A partir de maintenant, on va se contenter de relations d’équivalence lo-
cales : on voudra dire que deux champs de vecteurs ont, chacun restreint a un
ouvert donné, la méme organisation des trajectoires.

Puisqu’on travaille en classe de différentiabilité C" o1 > 1, on va considérer
des transformations qui préservent la classe de différentiabilité. Ce seront, par
exemple, des difféomorphismes de classe C™'. En effet, si v(X) est un champ
de vecteurs correspondant a une équation différentielle ordinaire X = v(X) sur
un ouvert Ude R™etsi F: U’ C U — R™ est un difféormorphisme de classe
C"*1, alors la transformée de I'équation différentielle par F est donnée par

Y = DF(F ' (Y))v(F1(Y)),

qui est bien de classe C". Ceci se vérifie en utilisant la régle de chaine.

Le théoréeme de redressement (théoreme 1.8 du chapitre 1) montre que, si
v(X) et w(Y) sont deux champs de vecteurs de classe C" et v(Xo) # 0, w(Yy) #
0, alors il existe des voisinages U de Xo et U, de Y tels que v|u, et w|y, sont
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Cr~1-équivalents, puisque C"~'-équivalents au champ constant (1,0,...,0).
Dong, le cas intéressant est le voisinage des points singuliers.

Soit Xp un point singulier d"un champ de vecteurs v(X), c’est-a-dire v(Xo) =
0. Alors, au voisinage de Xy, la formule de Taylor tronquée donne

V(X) = A(X = Xo) +f(X),

o A = Dv(Xp) et f(X) = o(|X—Xol). Appliquons un difféomorphisme Y = F(X)
de classe C? au voisinage de Xo. Il est de la forme

Y = Yo+ S(X—Xo) + G(X),
ot G(X) = O(IX — Xol?). Alors,

Y =(S+DG(X))X

= SA(X —Xo) + Sf(X) + DG(X)(A(X — Xo) + f(X)). G-

Par le théoreme des fonctions implicites on a que
X=Xo+S (Y=Yo)+O(Y = Yo|?)
puisqu’on sait que D(F~1)(Yy) = (DF(Xo))~". Donc,
Y =w(Y) =SAS (Y - Yo) + o(]Y — Yo).

Comme on pouvait s’y attendre, on voit qu'un difféomorphisme transformant
un champ de vecteurs en un autre champ de vecteurs envoie un point singulier
sur un point singulier. On voit aussi que la matrice jacobienne de w en Y est
semblable a la matrice jacobienne de v en Xy. Encore une fois on a une relation
d’équivalence trop forte!

3.2.3 Equivalence topologique

Pour donner une relation d’équivalence plus faible on va abandonner la
contrainte que F soit différentiable et seulement demander que F soit un homéo-
morphisme. Mais alors, comment fait-on pour transformer un champ de vec-
teurs différentiable par une application seulement continue? En fait, on ne
peut pas faire cela. Pourtant, cela a du sens de demander que F, qui est un
homéomorphisme, transforme les trajectoires de v en trajectoires de w. Heu-
reusement on a un autre outil qui nous permet d’exprimer ce concept sans
dériver F : il s’agit du flot!

DEFINITION 3.3 Deux équations différentielles ordinaires X = v(X) et Y = w(Y)
sont topologiquement équivalentes sur des ouverts U et U’ s”il existe un homéomorphis-
me F: U — W qui conjugue les flots dev et w :

Fo®! =®! oF,
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des que ces compositions sont définies :

u—— suw

Q)tl (I)ﬁvl
u—r— suw

Cette relation d’équivalence convient : on peut montrer que deux champs
de vecteurs linéaires de R? ayant, par exemple, tous deux un point de selle, ou
encore tous deux un foyer attractif avec une vitesse angulaire positive sont to-
pologiquement équivalents. Mais elle nous réserve des surprises! Les classes
d’équivalence sont beaucoup plus grandes que ce qu’on prévoyait au début.
Ainsi, tous les systémes linéaires sur R™ ayant un foyer attractif a vitesse an-
gulaire positive, un noeud ou un foyer attractif a vitesse angulaire négative
sont topologiquement équivalents. Dans le cas o1 toutes les valeurs propres
ont des parties réelles non nulles, on a exactement n + 1 classes d’équivalence
correspondant au nombre de valeurs propres a partie réelle négative.

DEFINITION 3.4 1. Une matrice carrée A est hyperbolique si toutes ses valeurs
propres ont des parties réelles non nulles.

2. Un point singulier d’un champ de vecteurs est hyperbolique si toutes les va-
leurs propres du lindrisé du champ en ce point ont des parties réelles non nulles.

THEOREME 3.5 Deux équations différentielles linéaires X = AX et Y = BY sur R™ i
matrice hyperbolique sont topologiquement équivalentes si et seulement si les matrices
A et B ont le méme nombre de valeurs propres a partie réelle négative.

PREUVE Soit n, (resp. n_) le nombre de valeurs propres a partie réelle positive
(resp. négative). Il suffit de montrer que chacun des systémes est topologique-
ment équivalent au systeme produit

Z+ :Z+a (3 2)
7. =-7_, ’

ot Zy € R™ et Z_ € R™-. Ce systéme est un représentant canonique de
la classe d’équivalence. Nous allons le noter Z = CZ, ot Z = (Z;,Z_). Nous
montrerons que le systéme X = AX est topologiquement équivalent au systeme
Z = CZ en plusieurs étapes :

(i) On peut appliquer une transformation linéaire et ramener le systéme X =

AX ala forme
o _(By 0
W-BW-(O B)\/V,

ol B (resp. B_) est une matrice carrée ny x ny (resp. n_ x n_) dont
les valeurs propres ont des parties réelles positives (resp. négatives). La
matrice B pourrait par exemple étre une matrice de Jordan avec les blocs
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bien ordonnés, mais ce n’est pas nécessaire que ce soit le cas. Il suffit donc
de montrer que le systeme W = BW est topologiquement équivalent au
systeme Z = CZ.

(ii) Posons W = (W, ,W_). Alors le systtme W = BW s’écrit aussi

W, =B, W,,
T (3.3)
W_ =B W_.

Il est facile de vérifier que si F. (resp. F_) est une équivalence topologique
ente W, =B, W, etZ, =Z, (resp. W. =B_W_etZ = Z_), alors
F = (F4,F_) est une équivalence topologique entre W = BW et Z = CZ.
(Exercice.)

(iii) Par (i) et (ii) il suffit de montrer le théoréme pour une matrice B dont
toutes les valeurs propres ont des parties réelles négatives. Ici, on va
supposer que la matrice B est sous une forme pour laquelle la fonction
M(W) = [W|? =w? + ... + w2 est une fonction de Lyapunov (voir cha-
pitre 1), c’est-a-dire qu'il existe «, 3 > O tels que

—aWI* < Lg(M) < —BIWJ?, (3.4)

ot Lg(M) est la dérivée de Lie de M le long du champ BW.

La fonction M(Z) = |Z|? est aussi une fonction de Lyapunov pour le
champ CZ = —Z eton a Lc(M) = —|Z|?, ot Lc(M) est la dérivée de
Lie de M le long du champ CZ.

Soit S la sphere unité. On définit F ainsi :

F‘SI = 1d,
F(0) =0,
FW)) = DL oFo g (Wy),  si®dzt(W;)es',

ot @} (resp. L) est le flot du champ W = BW (resp. Z = CZ = —2).
F est globalement définie et bijective sur R™. En effet, soit W; # 0. Par
(3.4), il existe t et Wy € S! uniques tels que W; = ®f(W;), On pose
F(W;) = @ (W,). Par construction, ona Fo @ = @t oF (exercice : écrire
les détails). F est bien stir inversible. Pour le montrer, le plus simple est de
construire son inverse (exercice : écrire les détails). On a méme que F est
un difféomorphisme, puisque le flot est différentiable, sauf a l'origine. I
faut montrer que F est continue a l’origine. Soit € > 0. Puisque Lc (M) =
—|Z)?, il existe T > 0 tel que si Zg = Wy € ST, alors |®L(Zo)| < e. Soit
d = minyy, cg1 \CDE(WO)\.Alors, si|Wq| < §,ilexiste Ty > TetWy € S tels
que W; = @g' (W,). Dong, F(W;) = @' (W,) et, par suite, [F(W;)| < ¢,
ce qui montre bien la continuité de F en 0. La continuité de F~! en 0 se
montre de la méme maniere.

(iv) En fait, il faut aussi montrer le théoréme pour une matrice B dont toutes
les valeurs propres ont des parties réelles positives. Exercice : expliquer
comment déduire ceci de (iii). O
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3.3 Equivalence topologique orbitale

Par la suite, nous aurons besoin d’une relation déquivalence encore plus
faible! En effet, si deux systémes sont topologiquement équivalents, ’homéo-
morphisme qui conjugue leurs flots envoie les orbites périodiques du premier
sur les orbites périodiques du second. Mais, ceci n’est possible que lorsque les
orbites périodiques ont méme période! Donc, par exemple, deux systémes qui
ont méme organisation topologique des trajectoires et chacun un unique cycle
limite globalement attractif ne sont pas topologiquement équivalents si leurs
cycles limites n’ont pas la méme période. Ils seront par contre topologiquement
orbitalement équivalents au sens de la définition suivante.

DEFINITION 3.6 Deux équations différentielles ordinaires X = v(X) et Y = w(Y)
sont topologiquement orbitalement équivalentes sur des ouverts U et U’ s'il existe
un homéomorphisme F : U — U’ qui envoie les trajectoires de v sur les trajec-
toires de w en préservant I'orientation des trajectoires mais pas nécessairement la pa-
ramétrisation.

3.4 Théoréme de Hartman-Grobman

Ce théoreme affirme que si un champ de vecteurs a un point singulier hy-
perbolique, alors ce champ de vecteurs est toplogiquement équivalent a sa par-
tie linéaire au voisinage du champ. Il existe deux versions de ce théoréme,
l'une pour les systémes discrets (équations aux différences), 'autre pour les
équations différentielles ordinaires. La plupart des preuves du théoréme pour
les équations différentielles ordinaires utilisent le théoréme dans le cas discret.

L'importance du théoreme de Hartman-Grobman vient du fait qu’il termine
la classification topologique locale au voisinage des points singuliers hyperbo-
liques. Commengons par un exemple montrant que I’hypothése que le point
singulier est hyperbolique est essentielle.

EXEMPLE 3.7 Considérons le systéme

x = —y —x(x* +y?),

. 5 5 (3.5)
y=x—yx"+y°).

En coordonnées polaires, il devient

F=—r, (3.6)
6=1, '

et on voit que I'origine est un foyer faible. On peut intégrer explicitement le systeme et
voir que I'origine est asymptotiquement stable. Par contre, si l'on se limite au systéme
linéarisé

X = —-Y,

. (3.7)
y=x,
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qui en coordonnées polaires a la forme
(3.8)

on voit que toutes les trajectoires sont périodiques : ce sont des cercles centrés a l'ori-
gine. Dans ce cas, on dit que I'origine est un centre. Donc, le systéme total n'est pas
topologiquement équivalent au systeme linéarisé.

Un exemple de systéme dynamique discret est donné le flot d"une équation
différentielle ordinaire X = v(X) en un temps T fixé, @ '. Regarder les itérées
de F = @T, c’est-a-dire les composées

F'=FoFo.--oF

n

revient a regarder 1’évolution du systéeme aux différents temps discrtes t,, =
nT. On regardera aussi le cas n négatif, qui correspond a la |n|-iéme itérée de
F~'. Lapplication F est un difféomorphisme. Si X, est un point singulier de v,
alors Xy est un point fixe de F. Si A = Dv(Xp), alors la partie linéaire de F en Xo
est eT. En particulier, si le point singulier X, est hyperbolique, alors la matrice
DF(Xo) n’a que des valeurs propres de module différent de 1.

Dong, en général, on voudra regarder un systeme dynamique discret comme
un difféomorphisme F : U — R™. Une position d’équilibre correspondra a un
point fixe. Suivant que F prenne ses valeurs dans U ou non, on pourra itérer le
difféomorphisme.

DEFINITION 3.8 Soit F : U — R™ un difféomorphisme, oir U est un ouvert de R™
et Xo un point fixe de F. Le point fixe Xo est hyperbolique si DF(Xo) a toutes ses
valeurs propres en dehors du cercle unité.

DEFINITION 3.9 Soit F: U — R™et G : U — R™ deux difféomorphismes. F et G
sont topologiquement équivalents s'il existe un homéomorphisme H : U — U’ tels
queFoH=HoG.

THEOREME 3.10 (Théoreme de Hartman-Grobman pour les difféomorphismes) Soit
F: U — R™ un difffomorphisme de classe C' et Xo € U un point fixe hyperbolique de
F. Alors, il existe un voisinage V de Xo sur lequel F est topologiquement équivalent a
sa partie linéaire G(X) = Xo + A(X — Xo) pour A = DF(Xo).

THEOREME 3.11 (Théoreme de Hartman-Grobman pour les champs de vecteurs) Soit
v: U — R™ un champ de vecteurs de classe C' et Xo € U un point singulier hyper-
bolique de v. Alors, il existe un voisinage V de Xo sur lequel v est topologiquement
équivalent au champ linéaire A(X — Xo) pour A = Dv(Xo).

L'importance du théoreme de Hartman-Grobman vient du fait qu’il ter-
mine la classification topologique locale au voisinage des points singuliers
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FIG. 3.1 — Une boucle homoclinique attractive par un point de selle Xo

hyperboliques. Mais le fait qu'on se limite & une équivalence topologique a
aussi ses limites. On va vouloir utiliser des théoremes plus fins, et rempla-
cer les homéomorphismes par des difféomorphismes de classe C", principale-
ment lorsqu’on va regarder des questions globales ou encore analyser les bi-
furcations. Les hypotheses seront plus restrictives mais les conséquences beau-
coup plus importantes. Comme la preuve de ces théoremes n’utilisent pas le
théoreme de Hartman-Grobman, et que la preuve de ce théoréme est longue
et technique, nous allons la sauter. Montrons la puissance d’un théoréme plus
fin.

THEOREME 3.12 On considere un champ de vecteurs X = v(X) dans un ouvert U C
R? avec un point de selle hyperbolique Xo de valeurs propres Ay > 0 et A, < 0.
On suppose de plus que le champ a une boucle homoclinique passant par Xo, c’est-a-
dire qu'il existe une trajectoire dont les ensembles o-limite et w-limite sont Xo (voir
figure 3.1). On définit le rapport d’hyperbolicité r de Xo comme

T= ?\2_
= }\1_

A2
A1

On suppose qu'il existe un difféomorphisme Y = F(X) de classe C', défini sur un
voisinage V de Xo, tel que F(Xo) = 0 et transformant 'EDO X = v(X) en le champ
linéaire Y = AY, 0 A = (75 )

Alors, si v > 1 la boucle homoclinique est attractive, et si v < 1, elle est répulsive.
(Dire que la boucle homoclinique est attrative est dire que la réunion de la boucle et
du point de selle est I'ensemble w-limite d'un anneau a I'intérieur de la boucle dont la
boucle homoclinique est la frontiere.)

PREUVE Pour la preuve on considére des sections X et £, paralleles aux axes
dans les coordonnées Y = (y1,y2). On considére une application de premier
retour de Poincaré P : X C L; — X;. Cette application est la composition de
deux applications de transition (voir figure 3.2) :

— une application A : X1 — X,, appelée application de Dulac;

— une application réguliere R : £, — X1.
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FIG. 3.2 — Les sections Z; et les applications A et R

On va « calculer » P. Remarquons que Z; est paramétré par y; et que la boucle
homoclinique correspond a y; = 0. On aura P(0) = 0. On peut prendre les
coordonnées Y1, Yz, pour que yi,yz > 0al'intérieur de la boucle. Pour montrer
que la boucle est attractive (resp. répulsive), il suffit de montrer que P(y1) < yi
(resp. P(y1) > y1) pour y; > 0 assez petit.

Calcul de A. Dans les coordonnées y1, Y, le champ sur V s’écrit :

U1 = Ay1,
U2 = A2y2.

OnalX; ={y, =a}etXZ; ={y; = b}. 'EDO donne % = ;‘\fﬁ qu’on peut
intégrer explicitement et on obtient

JA(U” dy> —Jb dy;
a ANy2 oy, Mo’

On integre et on prend I'exponentielle. On obtient, apres réduction,

A _ 2—2 7;_?, T
(yi)={ab™ Jy; 7' =Ciyy,

ouCy,v>0.

Calcul de R. Dans les coordonnées originales X on va montrer que R est un
difféomorphisme de classe C'. En composant avec les changements de coor-
données vers les coordonnées y, et y; sur X; et £,, on aura que R est encore
un difféomorphisme de classe C'.

Soit A, le point de rencontre de Z; avec la séparatrice de Xo. On sait que les
trajectoires ®*(X;) dépendent de maniere C' de la condition initiale X, sur un
voisinage de A;. Par continuité des trajectoires en fonction de la condition ini-
tiale, pour chaque X, € X5, il existe T(X2) > 0 minimum tel que ®"X2) € 5.
On veut montrer que T(Xz) dépend de maniere C' de X,. Alors I'application R
sera donnée par R(X;) = ®T(X2) gera de classe C'. La fonction T(X3) peut étre
obtenue par le théoreme des fonctions implicites, ce qui va assurer qu’elle est
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au moins de classe C'. En effet, dans les coordonnées X, la section X est, au
voisinage de A7, la courbe de niveau F(X) = 0 d’une fonction F de classe C'.
On cherche T(X3) solution de

F(@T*2)(X;)) = 0.

Pour cela, on consideére
G(X2,t) = F(®'(X2)),

et on sait que que G(A;, Tp) = 0. De plus,

%( — VF(A1) v(A) £0,

A2,To)

puisque le champ est transverse a £ en Aj. Le théoréeme des fonctions impli-
cites assure donc l'existence d’une unique solution t = T(X;) de G(X;,t) =0
au voisinage de (A2, Tp). On a donc montré que R est de classe C'.

Détermination du type de laboucle. Comme R est de classe C', et que géométri-
quement on voit que dans la coordonnée y, avec image dans la coordonnée y;
elle est croissante, elle peut s’écrire

R(y2) = Cry2 + o(y2),

ot C; > 0.On a donc
P(y1) = C2(Cyy7) +0o(Cry7) = C3y] +o(y7),

ot C3 > 0. On considere I'application déplacement définie par D(y1) = P(y1) —
y1). On a D(0) = 0, puisque y; = 0 correspond a la boucle homoclinique.
Regardons sa dérivée :

D’(y1) = Csry} " +o(y] ") —1=Csry} (1 +O(y1)) — 1.

Soit € > 0. Il existe &7 tel que, pour y; € [0,5[, alors 1+ O(y1) €]1 —€,1 +€l.
De plus, si T > 1 (resp. T < 1), il existe 5, > 0 tel que y}~' < e (resp. y; ' >
1 pour y; €]0,5,[. On prend e assez petit pour que C3re(1 + €) < 1 (resp.
C3T‘]ze > 1). Alors, si y1 €]0,min(d1,82)[onaD’(y1) <0, (resp. D'(y1) > 0).
Par le théoreme des accroissements finis (qui ne requiert pas la différentiabilité

en0!),

<0, r>1,

D(y1) —D(0) = D'(y7)us {> 0 11

poury; €]0, min(d1,5,)[. Donc, P(y1) < yi (resp. P(y1) > y1) sur]0, min(d1, 62)[.
O



Chapitre 4

La théorie des formes
normales de Poincaré

4.1 Introduction

Cette méthode est intéressante pour des systémes suffisamment différentia-
bles (classe C™ avec m > 1). Le m sera toujours plus grand que l'ordre des
séries de Taylor tronquées quel’on considérera. La problématique est la sui-
vante : étant donné un champ de vecteurs ayant un point singulier en Xy, peut-
on effectuer un changement de coordonnées ramenant le systeme au voisinage
du point singulier au systeme linéarisé ? Si oui, on comprend la forme des tra-
jectoires. Bien sir, ce ne sera pas toujours possible comme le montre le systeme

% =—y —x(x* +y?),
Uy =x—-yx*+y?),

puisque l'origine de ce systéme est un foyer asymptotiquement stable, alors
que 'origine du systéme linéarisé est un centre. Comme le systeme est de classe
C™, on peut utiliser son développement de Taylor limité. Dans le cas ou1 la
linéarisation du systeme n’est pas possible, on veut simplifier au maximum les
termes non linéaires du développement de Taylor de maniére a pouvoir com-
prendre I'organisation des trajectoires dans le systeme simplifié. La méthode
s’applique a des systémes a parametres. On verra qu’elle a des applications
treés importantes comme la bifurcation de Hopf.

4.2 La forme normale de Poincaré

On considere un champ de vecteurs de classe C™ sur un ouvert Ul de R™ et
ayant un point singulier en Xo. En effectuant une translation, on peut supposer
Xo = 0. Dans un premier temps, on essaie de se débarrasser de tous les termes
non linéaires. La méthode est itérative : on se débarrasse des termes de degré
2, puis de degré 3, etc. On va considérer I'étape générale de se débarrasser des

49
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termes de degré r (r > 2). On suppose donc qu’au voisinage de X, le champ a
la forme
X = AX + . (X) + O(X™), (4.1)

ot f+(X) est la partie homogene (vectorielle) de degré r (r < m). On essaie
de se débarrasser des termes de degré r. Pour cela, on utilise un changement
de variables avec des termes de degré r. En général, on donne les nouvelles
variables en fonction des anciennes. Ici, on va faire le contraire ! En effet, cela
simplifie les calculs. On cherche donc s’il existe Y = g(X) tel que

X=g"Y)=Y+h(Y) (4.2)
est un changement de variables vectoriel qui transforme le systeme en
Y =AY+ O(Y"), 4.3)

Dans cette expression h.(Y) est un polyndme homogene (vectoriel) inconnu de
degré r.

Pour trouver h,, on calcule X de deux maniéres comme fonction de Y et
on compare les termes de degré r des deux écritures. La premiere écriture est
obtenue en substituant (4.2) dans (4.1). Alors,

X =AY +h(Y) + fo (Y + e (V) + O((Y + he(Y)"H).

On se convainc aisément que f,(Y + h,(Y)) = f,(Y) + O(Y"") et que O((Y +
h(Y))™1) = O(Y"+"). Donc,

X =AY + (Ah(Y) + f.(Y)) + O(Y™H ). (4.4)

La deuxiéme écriture est obtenue en dérivant (4.2) par rapport au temps, et en
substituant dedans la forme normale cherchée (4.3)

X=({Ad+h)Y = (id+h)(AY +O(Y""")) = AY + hK/AY + O(Y™™").  (4.5)

Ici, hy estlejacobien de h,. C’est une matrice n xn etil est facile de se convaincre
que ses entrées sont des polyndmes homogenes de degré r — 1.

Les équations (4.4) et (4.5) ont les mémes termes linéaires. En comparant les
termes de degré r, on obtient :

Ah(Y) + f(Y) = hfAY
que l'on choisit d’écrire
La(hy) =h/A — Ah, = f,. (4.6)

Dans la littérature cette équation est appelée équation homologique. Quel est
I'avantage de cette expression ? Considérons 1’ensemble H, des fonctions vec-
torielles homogénes de degré n. C’est un espace vectoriel de dimension finie
dont les générateurs sont de la forme Y{"' ... Y['" e, ol e est le s-iéme vecteur
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de la base canonique. L'opérateur Lo défini sur H, est linéaire et son image
est dans H; : Ly : Hy — H;. On s’est donc ramené a un probleme d’algebre
linéaire ! Quand l’équation La (h,) = f, a-t-elle toujours une solution, quel que
soit fr ? Quand La est surjectif. Mais comme La va de H, a H,, La est surjectif
si et seulement si injectif, c’est-a dire si et seulement si son noyau est nul, un
critere facile a vérifier. Dans le cas o1 le noyau de L est non nul, on ne peut se
débarrasser de n'importe quel f,, mais on peut se débarrasser de tout f, qui se
trouve dans 'image de La et donc, simplifier le systeme.

4.2.1 Le casou A est diagonalisable

A est diagonalisable si et seulement si elle admet une base de vecteurs
propres. Il existe alors une matrice S inversible telle que SAS™' = D est dia-
gonale. En utilisant le changement de coordonnées X; = SX, on peut travailler
dans la variable X;. On peut donc, sans perte de généralité, supposer que D
est diagonale. MAIS, ATTENTION ! Méme si A est une matrice a coefficients
réels, ses valeurs propres peuvent étre complexes et ses vecteurs propres dans
C™. Sil'on regarde la démarche décrite ci-dessus, a aucun moment on n’a uti-
lisé le fait que les coefficients de A sont réels et la démarche s’applique donc
aussi bien pour une matrice A a coefficients dans C. On peut donc calculer une
forme normale pour un champ de vecteurs dans C™, voir que ce changement
préserve le « caractere réel » du systéme, et revenir ensuite dans R™.

Par la remarque précédente, on peut se ramener au cas d’une matrice A
diagonale :

MO Lo 0
0 A ... O
A=1. . . .
0 0 ... M

Une base de H, est donnée par I'ensemble des vecteurs de la forme
h=y™ ...yl es

ol mj+---+my = 1 et e estle s-ieme vecteur de la base canonique. Calculons
LA (h). Pour un mondme de la forme y7*' ...y on utilise souvent la forme
abrégée : Y™, ot m = (mq,...my). Le vecteur Ah est simplement le vecteur
AsY™es = Ash. Calculons maintenant h’AY. Remarquons que

oh . . ym
— =my Ly Lyt =y —.
oy Y1 Yi YUn i Ut
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Alors,
0 0 0
A0 ... 0 Y1
Com Com Tom AL 0 Y2
WAY = | mits ma¥— . mai— Lo A
5 0 0 ... A/ \un
0 0 0
ce qui donne
0
0

. n mn
h'AY = s maym | = > MY ™Me = <Z mim> h.
- i=1 i=1

Dong,
n
La(h) = <Z miAi — As> h,
i=1

c’est-a-dire que h est un vecteur propre de L de valeur propre Y I ; miAi—As.
On voit donc que I'équation homologique sur H, a toujours une solution si et
seulement si

n
As # Z Amy
iz

pour tout s et pour tous (my,...,my) tel que Y I ; my =1.

Que se passe-t-il si A = Z?:] Aim; ? Le mondme correspondant, Y™ =
i ...y, estdit résonant. Dans le cas ot1 A est diagonale, on peut se débarras-
ser de tous les mondémes non résonants et on reste avec un systéme qui n’a que
des mondmes résonants. Ce systéeme a souvent une forme simple, sur laquelle
on peut lire et comprendre la géométrie des trajectoires. Regardons maintenant
des exemples.

EXEMPLE 4.1 Cas d'un systeme dans R? avec deux valeurs propres imaginaires pures,
+iw. Pour le systeme réel, il est possible, modulo un changement linéaire de coor-
données de supposer que la matrice a la forme A = (2 ~s*). Il est naturel de passer
aux coordonnées complexes z = x +1y et Z = x —iy. Dans ces coordonnées, la matrice
est diagonale : D = (¢ _9.). Les valeurs propres sont A\; = iw et Ay = —iw.
Regardons les elations de résonance pour la premiere équation. On doit résoudre :
A1 = MiA] + muAy, soit mp = my + 1,00 my,my > 0et my + my > 2. Ceci
nous donne les monomes résonants z°z, 23z*, ..., z**1Z%, ..., qui sont tous de degré
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impair. Donc, dans la premiere équation, on peut se ramener, modulo un changement
de coordonnées z — Z, a une équation de la forme

7 =102+ Z2Z+ 0237 + -+ 275+ 0(1Z17H2),

On peut faire le méme calcul pour la deuxiéme équation et voir que les mondmes
résonants sont de la forme z¥Z*'. Mais, on peut aussi étre astucieux : puisque le
systeme est réel, la deuxieme équation est la conjuguée de la premiere :

k+1

7= AwZ 4+ 27 46227 + -+ 522 £ 0(1z/2%2).

Revenons aux coordonnées réelles (x,y) = (2%, 52). En posant ¢; = a; + ibj,
le systeme devient

% = —wy + (a1x — bry)(x? +y2) + - + (axx — bry) (x* +y2)* + O(I(x, y)[**+2),
1.'J:wx+(b1x+a1y)(x2+y2)+,..+(bkx+aky)(xz +y2)k+0(|(x,y)|2k+2).

4.7)
La géométrie se lit tout de suite si on passe aux coordonnées polaires
(x,y) = (rcosB,rsin0),
dans lesquelles le systeme devient
, 3 2k+1 2k+2
f=a1m +...akr + O(r ),
b (4.8)

0 =w+bir?+.. . berZ 4 o).

On voit tout de suite que © > O pour T assez petit. D'autre part, supposons que
ar,...ax—1 = 0 et ax # 0. Alors, au voisinage de I'origine T a le signe de ay. Si
ay est négatif (resp. positif), le point singulier est un foyer faible attractif (resp.
répulsif).

L'effet de la mise sous forme normale est de redresser les trajectoires pour transfor-
mer le systeme en en un systéme a peu pres invariant sous toute rotation autour de
l'origine.

Dans le cas de I'exemple 4.1, on a triché un peu, puisqu’on s’est permis de
mettre sous forme normale des termes d’ordre supérieur, méme s'il restait des
termes non linéaires de degré plus petit. Nous laissons comme exercice le soin
de vérifier que cette approche est légitime.

Exercice Vérifier que, lors de la mise sous forme normale des termes de degré

T, on ne détruit pas le travail accompli sur les termes de degré s < r.

EXEMPLE 4.2 Cas de deux valeurs propres Ay = 0,A; = A # 0. (Dans la littérature
un point ayant au maximum une valeur propre nulle est appelé semi-hyperbolique).
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On peut donc, modulo un changement de coordonnées suposer la partie linéaire dia-
gonale ($9) . On va utiliser x et y pour les coordonnées, plutot que xy et x,. Dans
la premiere équation les termes résonants sont de la forme x™, m > 2, et dans la
deuxieme de la forme x°y, s > 1. Donc, la forme normale est donnée par

x=Y at +0(lx )™,
i=p (4.9)

r—1

Y=y + ) box)+0((x,y)" ).

i=1

Supposons maintenant que a,, # 0. Sous cette forme, on peut voir I'organisation des
trajectoires. On a trois organisations topologiques possibles :

— un col-noeud si p est pair;

— un col topologique si p est impair et apA < 0;

— un neeud topologique si p est impair et apA > 0.

4.2.2 Forme normale avec parametres

On peut toujours transformer une famille de systémes X = v¢(X) en di-
mension n dépendant d’un multi-parametre € = (€1, ... €p) en un systeme de
dimension p + n en ajoutant les équations €1 =0, ..., é, = 0. On considere la
forme normale de la famille de systémes au voisinage d’une valeur particuliere
du multi-parametre que, sans perte, de géneralité, on peut supposer étre e = 0.
On considere donc des changements de coordonnées inversibles pour € assez
petit. Bien s, les équations €¢; = 0, ..., €&, = 0 sont déja linéaires et il suffit
d’appliquer la théorie précédente aux n premiéres équations. Les termes non
résonants dans le systeme pour € = 0 le demeurent pour € petit. Quant aux
monodmes résonants de la forme x{*' ..., x]'", tous leurs multiples de la forme
i el e;p le sont aussi. Donc, en pratique, ces mondmes auront
des coefficients dépendant de e.

EXEMPLE 4.3 Considérons un systeme de classe C™ dépendant d’un multi-parametre
€ = (e1,...€ep) qui, pour € = 0, a un point singulier a I'origine de valeurs propres
+iwy, ot we > 0. En coordonnées complexes z = x + iy, on peut supposer que
la matrice du linéarisé en 0, A, est diagonale pour € = 0. Considérons I'équation
ve(X) =0.0navo(0) =0et g_;(|(x,e):(o,0) = A est inversible. Par le théoréme des
fonctions implicites, il existe un voisinage V de X = 0, un voisinage W de € = 0 et
une fonction f : W — V de classe C™, tels que v¢ (X) = 0 pour (X, e) € V x W si
et seulement si X = f(e). Donc, pour tout €, le systéme a un unique point singulier
qui est une fonction de classe C™ des parametres. Par une translation de coordonnées
X = Xy = X—f(€), la nouvelle famille de systemes a un point singulier a I'origine. Re-
gardons maintenant le linéarisé A(e). Les valeurs propres sont les racines du polyndme
caractérisque det(Al — A) = 0 = p(A, €). On a p(+iwo,0) et g—’;’\(j:iwo,O) #+0car
les racines sont simples. On en déduit par le théoréme des fonctions implicites que les
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valeurs propres dépendent de maniere C™ de e. En particulier, elles sont non nulles
pour € petit puisqu’égales a +iwo pour € = 0. Donc, A(e€) est diagonalisable pour
€ petit, de valeurs propres n(e) £ iw(e) ot (0) = 0 et w(0) = wo # 0. Par un
changement linéaire de coordonnées on peut donc ramener le systéme sous la forme (en
coordonnées complexes) :

z=(m(e) +iw(e)z+ Y apzz*+0("™).
j+k=2

On peut ensuite appliquer le processus de mise sous forme normale et ne garder que les
termes résonants de la forme 22112, Le systeme aura la forme

k
z=n(e) +iw(e))z+ ch(e)2j+]zj + O(‘Z|2k+2),
=1

L'avantage de cette forme est qu’elle permet d’étudier la naissance de cycles limites
lorsque les valeurs propres traversent I'axe imaginaire. C’est le phénomene de la bifur-
cation de Hopf que nous discuterons plus tard.

EXEMPLE 4.4 La forme normale d’une famille de systémes ayant pour € = 0 un point
semi-hyperbolique est donnée par

%= ai(e)x' +0((x )",
1=0

1 (4.10)
Y=yAle)+ > bile)x")+0((xy)").
i=1
Siap(0) = -+ = ap_1(0) = 0et ap(0) # O, on peut, par une translation de la
coordonnée x se ramener au cas a1 = 0. Voyons un exemple
o 2
X=me (4.11)
Yy=1y.

On a trois portraits de phase différents suivant que € < 0, € = O et € > 0. En
€ > 0, on a deux points singuliers : un col et un nceeud. Ceux-ci se confondent pour
e = 0 en un col-nceud, et ont disparu pour € = 0. Comme nous I'avons vu dans
I'exemple 4.3, le théoréme des fonctions implicites garantit que les points singuliers ne
peuvent disparaitre lorsque les valeurs propres sont non nulles. Le nombre de points
singuliers d’un systeme peut varier seulement quand au moins une des valeurs propres
est nulle.

4.2.3 Le cas ou A n’est pas diagonalisable

Dans ce cas, il n'existe pas de méthode générale pour écrire le résultat et
chaque cas particulier doit étre étudié a la main.

Nous allons montrer une maniere de procéder pour le cas d’un point sin-
gulier d’un systéme de dimension 2 dont la matrice du linéarisé est nilpotente.
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EXEMPLE 4.5 Le cas d"un point singulier de matrice du linéarisé nilpotente:
A = (§0)- Nous allons étudier quels sont les termes de degré 2 dont on peut se
débarrasser lors de la mise sous forme normale et quels sont ceux que I'on doit garder.
Une base de H; est donnée par

{h1 = (%) ha =), hs = (yoz) ha=(2) hs = () he = (‘JOZ)}'

On doit donc calculer les La(hy), 1 = 1,...,6, et regarder quel est le sous-espace
vectoriel engendré par ces vecteurs.

() in) )
(5 @) -0 o)) =) o

()¢ 3(0)-6 D))
()6 Q)6 D50
()~ )6 () ()
()¢ 906 D)) v
()~ )66 - (5)

Donc, LA (Hy) est de dimension 4. 1l est engendré par {h,, hs, h1 — 2hs, he}. Puisque
nous pouvons nous débarrasser de tous les termes dans I'image de La, on reste avec
des termes non linéaires dans un complément de dimension 2. On a un choix pour ce
complément. Par exemple, il peut étre engendré par {h1,h4} ou {ha, hs}. Donc, un
systeme non linéaire peut, au voisinage d’un point singulier nilpotent se ramener, au
choix, a une des deux formes

X =1y + bx?, (4.14)
U = ax?, (4.15)
ou
x=v, (4.16)
¥ = ax? + cxy. (4.17)

Déja ces formes normales nous apprennent quelque chose : si a # 0, on connait l'or-
ganisation des trajectoires au voisinages du point singulier qui, dans la littérature, est
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appelé un cusp. Si, de plus, b # 0 ou, de maniere équivalente, ¢ # 0, en plongeant le
systeme dans une famille a deux parametres de systemes, on peut décrire tous les por-
traits de phase de systémes « voisins » de celui-ci. C’est la bifurcation de Bogdanov-
Takens.






Chapitre 5

Théorie des bifurcations

5.1 Introduction

La théorie des bifurcations étudie le changement qualitatif des portraits de
phase d’équations différentielles ordinaires dépendant de parametres lorsque
les parametres passent par des valeurs de bifurcations.

Dans la théorie des bifurcations, on veut souvent parler de systéemes proches
d’un systeme donné. On introduit donc une distance sur les systemes. Cette
distance dépend de la classe de différentiabilité choisie.

DEFINITION 5.1 1. La norme d’une fonction v : U — R™ en classe C* sur U est
le nombre

= maxmax{[v(X)/,|Dv(X)|,...,|ID*v(S
PVl = maxmax{iv(X)}, [Dv(X]],...., [D*v(S)},
sil existe
2. La distance de deux fonctions v,w : U — R™ en classe C* sur U est le nombre
dus(v,w) = HV*W”u,k

s’il existe.

5.2 La bifurcation de Hopf d’ordre k

Nous montrons ici le théoréme général de la bifurcation de Hopf d’ordre k.
Ce théoreme est généralement donné dans le cas k = 1.

THEOREME 5.2 On consideére un champ de vecteurs v(X) de classe C***2 sur un
ouvert U C R? ayant un point singulier i I'origine pour lequel la matrice jacobienne
a deux valeurs propres imaginaires pures +iw # 0. Supposons que la forme normale
a l'ordre 2k + 1 soit donnée par

Z=iwZ+aZ?Z+e:2%7 4+ 2" Z° 4 0(1ZP52)

et que Re(c1) = --- = Re(ck—1) = 0, Re(ck) # 0. (On dit alors que I'origine est un
foyer faible d’ordre k.) Alors,

59
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1. Pour toute famille de champs vy (X) dépendant d'un multi parametre N sur un

ouvert U’ de R™ et telle que vo = v, il existe un voisinage V de I'origine dans
R? et & > 0 tels que, pour tout A € B(0,8), alors v a au plus k cycles limites
dans V.

. Pour tout £ € {0, ..., k} et pour tout p > 0 tel que B(0,p) C U et pour tout

n > 0, il existe un champ de vecteurs w « proche » de v, c’est-a-dire tel que
d(v,W)B(0,p).2k+2 < M tel que w a exactement £ cycles limites dans B(0, p).

PREUVE

1. On peut amener la famille v) sous forme normale

7 = (ao(\) +iwNZ + c1 (N Z2Z + - + e N ZFH1Z 4+ 0(1Z/2%+2),

On passe aux coordonnées polaires en posant Z = ret?. Si cj(A) = a5(A) +
ibj(A), le systeme devient

F=aoA)r 4+ a1 (AT + - + ar A2 4 O(r2k+2),

. (5.1)
0 =wA) +bi (A + -+ AT+ O(r2 T,

ot a;(0) = 0 pour 0 < j < ket ax(0) # 0. Puisque & > 0 pour T assez
petit, on voit que pour 1 assez petit, on a une application de premier
retour de Poincaré, P, définie sur le demi-axe x positif. Les cycles limites
sont donnés par les points fixes isolés de I’application de premier retour
de Poincaré, donc on va sjoccuper de calculer cette application P.

Pour cela, on va regarder comment r varie en fonction de 6 en divisant la
premiere équation de (5.1) par la seconde

a .

a_ = ot + X113 + - 4 o2 L O(r2R T, (5.2)
de o

ot les o dépendent de A et le reste dépend de 0 et A. Se convaincre de

la forme de cette expression demande un peu de travail. On cherche la
solution sous la forme d’une série

2K+1
1(0,710) Z uj(8)r) 4+ O(r2k+2) (5.3)

sous la condition initiale r(0) = 1, ce qui correspond a u; (0) = 1,u;(0) =
0 pourj > 1. L'équation (5.3) nous donne

2k+1

Z w/(0)r) + O(rdF+2) (5.4)

On substitue cette expression dans le membre de gauche de (5.2) et on
subsitute (5.3) dans le membre de droite de (5.2). On obtient une suite
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d’équations différentielles pour les u; :

up =aour,  w(0)=1
uy =oouz,  uz(0) =0,
uj = aous + 3aqu3, uz(0) =0,
(5.5)
uj’:cxouj +Pj((X1,...,O([%],U.],...,U.jf]),
2k+1
Wpq = XoUk41 + oy T 4+ Prlag, o—1,u1, ..., Uzk)
ol P; estunpolynémeenoq,...,cx[%],uh...,uj,] et
2k+1
Pk(“]v(xkaluv'-'vqu) = XUy + +Q((x1a(xk—1au1a---au2k)-

Chacune des équations différentielle est linéaire, et sa solution peut étre
trouvée par la méthode de la variation des constantes, une fois que la
solution des équations précédentes est connue. Ainsi,

uq (e) = e‘xoea

uy(0) =0,

u3(6) _ &(63“09 _ eocoe), (56)
20(0

I1 faut maintenant étudier la structure des «;, suivant les valeurs de A.
Puisque a;(0) =0pour 0 <j < ket ay(0) #0,onax;(0) =0et ax(A) #0
pour A petit. On voit (apres calculs) que u;(27n)|, _, = 0 pour j < 2k + 1
et U471 (27) # O pour A petit.

L’application de premier retour de Poincaré est donnée par

2k+1
P(ro) =7(2m,10) = > u;(2m)r) + O(r§*2).
j=1

Les points fixes sont donnés par les zéros de "application déplacement
A(ro) = P(ro) —To.
On voit facilement qu’il existe €, 5 > 0 tels que

d2k+1 A
drf

£0

si |ro| < € et |A] < 6. Par le théoreme de Rolle on en conclut que A a
au plus 2k + 1 zéros dans |ro| < €. Un de ces zéros correspond au point
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singulier a l'origine. Les autres zéros apparaissent par paires (—7o, o), a
cause de la symétrie du systéme sous (r,0) — (—, 0 + 71) et chaque paire
correspond a un unique cycle limite. Donc, le systeme au plus k cycles
limites coupant I'axe x dans l'intervalle | — €, €[.

2. On va procéder en { étapes successives : a chaque étape on modifie le
champ de manieére a lui ajouter un cycle limite. On le fait de maniere
suffisamment subtile pour ne pas défaire les cycles construits aux étapes
précédentes. On pose v = vo. Si on veut que la perturbation soit a dis-
tance inférieure a 1 de vo, a chaque étape on construira une perturbation
vj a distance inférieure an/k de la perturbation précédente v;_;. On com-
mence par le cycle extérieur. Ecrivons les détails dans le cas Re(ck) < 0.
Alors l'origine est asymptotiquement stable. De par la forme de vo = v, il
existe 0 < 1o < p tel que t|,—r, < 0. On prend une perturbation

=k—1
V1 :W+€k,]ZkZ .

Le nombre €1 est choisi positif et suffisamment petit pour que 7|,—,, <
0 pour vq. D’autre part, de par la forme de vy, il existe 0 < 11 < 19 tel que
Tlr=r, > 0 pour vy. Par le théoréme de Poincaré-Bendixson, vi a un cycle
limite dans 'anneau 7 < r < 19.

Pour le deuxiéme cycle on prend
k-2
V2 =V + €k_2Zk 1Z .

Le nombre ey, est choisi négatif et suffisamment petit pour que |-, <
0 et tlr—r, > O pour v,. D’autre part, de par la forme de v, il existe
0 < 12 < 12 tel que lr—r, < O pour v;. Par le théoreme de Poincaré-
Bendixson, v, a deux cycles limites, un dans 'anneau 11 < v < 1o et un
dans 'anneaur; < 1 < 15.

On itére jusqu’a ce qu’on ait obtenu le nombre de cycles voulus. O

EXEMPLE 5.3 En 1979 Shi Songling a donné I'exemple suivant de systeme quadra-
tigue avec 4 cycles limites :

X =M —y—10x? + (54 8)xy + y?,

| . (5.7)

Yy=x+x+(—25+ 8¢ — 96)xy,
oit A = —1072%, ¢ = —10752 et & = —107"3. Les coefficients A, 5, € de ce systeme
sont si petits qu'il est impossible de voir numériquement ces quatre cycles limites. Mais
a cause de leur petite taille il est tentant de voir ce qui se passe siA =& = € = 0. On
voit alors que I'origine est un foyer faible. Si on calcule les coefficients de la forme nor-
male (en utilisant un logiciel de manipulations symboliques) on trouve que Re(c1) =
Re(cp) = 0 et Re(c3) > 0. Effectivement, en perturbant le systéme avec b, on crée un
premier cycle en se ramenant au cas Re(c;) = 0, Re(cz) < 0. Ensuite en perturbant
le systeme avec € tel que |e| < [0|, on crée un deuxieme cycle en se ramenant au cas
Re(c1) > 0. Finalement, la pertubation en A tel que |N| < |e| transforme I'origine en
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FIG. 5.1 - Le portrait de phase du systéme de Shi Songling pour A = e =5 = 0.

foyer attractif et crée le troisieme cycle. Mais, oii se trouve le quatrieme cycle ? Pour
répondre a la question on étudie le portrait de phase du systeme (5.7). Pour simplifier
les calculs on les fera pour A = 6 = € = 0, puisque ces parametres sont si petits qu’ils
n’ont que peu d’influence, sauf a l'origine.

Cherchons les points singuliers. U s’annule pour x = 0 ou 1+ x — 25y = 0.
Remplagons dans x = 0. Si x = 0, on obtient les deux points singuliers Py = (0,0)
et Pr = (0,1). Siy = L, alors x = =[—6124x* + 102x — 24] < 0 pour tout x.
On voit donc que, sur la droite 1 +x — 25y = 0, le flot est horizontal et dirigé vers la
gauche (voir figure 5.1).

On a déja étudié le type de Py. En calculant la matrice jacobienne en P,, on vérifie
que P, est un foyer répulsif.

On va montrer que le quatriéme cycle se trouve autour de P,. Ceci se fait en uti-
lisant le théoreme de Poincaré-Bendixson. Mais, pour trouver un domaine annulaire
autour de P, dans lequel rentrent les trajectoires, il faut étudier le systeme a 'infini !
Pour cela on compactifie le systéme par la compactification de Poincaré.

La compactification de Poincaré d"un champ polynomial
On considére un champ polynomial

x = P(x,y),

5.8
9= Qlx), 8)

ol P et Q sont des polyndémes de R[x, yl], dont le maximum des degrés est n.
La compactification de Poincaré s’obtient ainsi. On identifie R? au plan z = —1
dans I'espace R3. Ce plan est tangent au pdle sud a la sphere unité x> +y2?+z? =
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1. On projette un point (x,y,—1) sur la sphere par le centre de la sphere. C’est
donc le point

X y 1
(X/» IaZ/ = ) y 5.9
vhe) VA2 +1 24y T Y2+ 59

de I’hémisphere inférieur. Les directions a I'infini (correspondant aux différents
angles 8 € [0, 27t[ en coordonnées polaires) correspondent aux points de l’équa-
teur. Cette projection envoie le champ de vecteurs sur R? sur un champ de
vecteurs tangents a la sphere. Pour étudier ce qui se passe a l'infini, on utlise
des cartes : on projette sur le plan x = 1. Ceci nous permet d’étudier toutes
les directions a l'infini, sauf la direction x = 0. Pour étudier ce qui se passe
dans cette derniére direction, on projette sur le plan y = 1. En pratique on
va éliminer 1'étape intermédiaire de la sphere et passer directement du plan
z=—lauplanx =Touy =1.

La projection d'un point (x’,y’,z’) par le centre de la sphére sur le plan

x = 1 est donnée par (1, ‘j'(—,l, i—,,) Si (x’,y’,z’) est donné en (5.9), ceci donne la
projection (1, ¥, 1). Considérant que (x,y) sont les coordonnées de (x,y,—1)
sur le plan z = —1, les coordonnées de I'image sur le plan x = 1 sont

(5.10)

L’infini correspond a z = 0. On a un probléme car la vitesse est infinie pour
z = 0. On léve I'indétermination en multipliant le champ par z"~'. Qu’a-t-on
fait en pratique dans le plan fini ? On a multiplié le champ de vecteurs par une
fonction non nulle, ce qui revient a changer d’échelle sur le temps : on a donc
changé les vecteurs du champ mais pas leur direction. Les courbes trajectoires
du nouveau champ seront donc les mémes.

(Dans la littérature, on introduit une relation d’équivalence sur les champs
de vecteurs : deux champs v et w sur un méme domaine U sont équivalents si
w = fy, ot f : U — R est une fonction non nulle. Les classes d’équivalence de
cette relation d’équivalence sont appelées champs de directions.)

Un autre détail important : si n est pair, alors z" ! est négatif dans la région
x < 0. Donc, dans cette région, on a inversé le sens des trajectoires. Le nouveau
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champ est donné par

u’ =—uz"P (%, ;) +z"Q <%, %) ,
(.11)

2 — _tp lE
z'z )’

dans lequel on a noté les dérivées par rapport au temps comme (u’,z’) pour
mettre en évidence que c’est la nouvelle coordonnée temporelle.

Il est facile de vérifier que z'|,—o = 0. Donc, z = 0, qui correspond &
I'équateur de la sphere, est une courbe invariante sous le flot de (5.11). On
analyse ses points singuliers qui sont les points singuliers de (5.11) situés sur
z=0.

On fait le méme calcul dans la carte donnée par le plan y = 1. On laisse en
exercice le fait de vérifier que les coordonnées sur ce plan sont données par

v =—-wwQ <1:)_v’ v]_v> +wP (%, %) ,
(5.12)

v=—uw"Q (%, v]_v> +w"P (vv_v’v]_v> ,
(5.13)

Ici encore, I'infini, correspondant a w = 0, est invariant, et on analyse les points
singuliers de (5.13) situés sur w = 0.

EXEMPLE 5.4 (Retour sur I'exemple 5.3) Faisons les calculs pour le champ (5.7). Ici
encore pour simplifier, on prendra A = € = & = 0. Dans la premiere carte a l'infini on

prend (u,z) = (¥, 1) . Le systeme devient

)
(w10 su w11 25
w= s 22 z2 7z z z  z? z2 )’
10 5u uz)

s 2
z —z < - -

nle ne
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Apreés multiplication par z et réarrangement des termes on obtient

u =—u®—5u? —15u+1+z(14+u?),

5.15

2" = z(—u? —5u + 10) + uz?. (19
Les points singuliers sont donnés par z = 0 et p(u) = u3 + 5u? + 15u — 1 = 0. En
considérant le discriminant de p(u) (voir définition 5.5 et théoreme 5.6 ci-dessous), on
voit qu'il a une seule racine o, qui est positive. On veut étudier le type de ce point
singulier. Pour cela, on regarde la matrice jacobienne du champ évaluée en ce point.

Elle vaut
—3uj —10uy — 15 T+ud
0 —ud —5up+10)°
Les deux valeurs propres sont \j = —3u3 — 10ug — 15 < 0 puisque ug > 0 et Ay =

—u% —5uo +10. Il faut étudier le signe de A . On va utiliser que p(uo) = 0 et up > 0.
Alors, A\, a le signe de uoA; + p(uo) = 25up — 1. Il faut donc déterminer le signe de
25uy — 1. Remarquons que P(u) > 0siu > up ef P(u) < 0si u < uo. Calculons
P(1/25) = —6124/15625 < 0. Donc, 1/25 < ug et 25up — 1 > 0. D’'oit A, > 0,
et le point (uo,0) a U'infini est un point de selle. Ce méme calcul nous donne aussi la
position relative de ce point par rapport au point a l'infini de la droite 1 4+x — 25y = 0.

Remarque : ce point correspond a deux points singuliers a l'infini diamétralement
opposés, l'un a l'infini dans le quadrant x,y > 0, et l'autre dans le quadrant x,y < 0.
Puisqu’on a multiplié le systeme initial par z, pour le systeme initial le sens des fleches
est opposé pour les séparatrices correspondantes des deux points.

La deuxieme carte ne donne pas de nouveau point singulier a l'infini.

En tragant le portrait de phase a 'infini et sur la droite 1 + x — 25y = 0, on voit
bien qu’on a un anneau de Poincaré-bendixson autour du point (0, 1), lequel contient
un cycle limite.

En pratique, on choisit de représenter I’hémisphere inférieur par un disque dont le
bord représente I'équateur (voir figure 5.1).

DEFINITION 5.5 On considere un polyndme cubique
p(x) = x> 4+ ax? + bx + c. (5.16)
Le discriminant de p est I'expression
A = a?b? — 4b3 —4a3c + 18abc — 27¢2. (5.17)

(La fonction « discriminant » est implantée sur la plupart des logiciels de manipula-
tions symboliques.)

THEOREME 5.6 On considere un polyndme cubique (5.16) a coefficients complexes,
et A son discriminant. Si A = 0, alors p a une racine multiple (double ou triple), et si
A # 0, alors p n’a que des racines simples. De plus, si p est a coefficients réels,

— s5i A < 0, alors p a une racine réelle et deux racines complexes conjuguées ;

— si A > 0, alors p a trois racines réelles.



